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Diese  Sammlung  bietet  in  einzelnen  in  sich  abgeschlossenen  Werken 
zusammenfassende  Darstellungen  der  wichtigsten  Abschnitte  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  und  deren  Anwendungen.  Im  einzelnen  wollen 
diese  Werke  in  ihrer  ausführlichen,  neben  der  rein  wissenschaftlichen  auch 
pädagogische  Momente  berücksichtigenden  Darstellung  die  Möglichkeit  zu 
selbständigem  und  umfangreichen  Quellenstudien  unabhängigem  Eindringen 
in  die   verschiedenen  Disziplinen   geben;  in  ihrer  Gesamtheit  aber  sollen 
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L.  E.  Dickson,  linear  Groups  with  an  Exposition  of  the  Galois  Field  theory. 
X,  312  S.    1901.    n.  JC  12.—.    (Englisch.)    [Bd.  VI] 

O.  Fischer,  theoretische  Grundlagen  für  eine  Mechanik  der  lebenden  Körper 
mit  speziellen  Anwendungen  auf  den  Menschen,  sowie  auf  einige  Bewegungs- 
vorgänge an  Maschinen.  In  möglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise 
dargestellt.  Mit  67  Fig.  u.  4  Taf.    X,  372  S.    1906.    n.  JC  14.—.    [Bd.  XXII.] 

A.  Gleichen,  Lehrbuch  der  geometrischen  Optik.     Mit  251  Fig.    XIV,  511  S. 

1902.  n.  JL  20.—.     [Bd.  VIII.] 

A.  Krazer,  Lehrbuch  der  Thetafunktionen.     Mit  10  Figuren.     XXIV,  509  S. 

1903.  n.  JC  24.—.    [Bd.  XII.] 

H.  Lamb,    Lehrbuch    der    Hydrodynamik.     Deutsch    von    Joh.    Friedel.     Mit 

79  Fig.    XVI,   787  S.    1907.    n.  «^20.—.    [Bd.  XXVI.] 
R.  von  Lilienthal,  Vorlesungen   über   Differentialgeometrie.     In  2  Bänden. 


I.  Band:  Ku  /entheor: 

TS  50:708. 


n.  „«12.—.  [Bd.  XXVIII,  1.] 


G.  Loria,  spezielle  algebraische  und  transzendente  ebene  Kurven.  Theorie 
und  Geschichte.  Deutsch  von  Fk.  Schütte.  Mit  174  Fig.  auf  17  lithogr. 
Tafeln.    XXI,  744  S.     1902.    n.  Ji.  28.—.    [Bd.  V.] 

■  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie.    Deutsch  von  Fr.  Schütte.     In 

2  Teilen.  I.  Teil:  Die  Darstellungsmethoden.  Mit  163  Figuren.  XI,  219  S. 
1906.     n.  JC  6.80.    [Bd.  XXV,  1.] 

A.  E.  H.  Love,  Lehrbuch  der  Elastizi  ät.  Deutsch  unter  Mitwirkung  des  Ver- 
fassers von  A.  Timpe.  Mit  76  Abbildungen.  XVI,  664  S.]  1907.  n.  JC16.— . 
[Bd.  XXIV.] 

E.  Netto,  Lehrbuch  der  Kombinatorik.  VITI,  260  S.   1901.  n.  JC.9.— .  [Bd.  VII.] 

"W.  F.  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  2  Bände.  I.  Band.  Mit 
150  Figuren.    XII,  642  S.    1907.    n.  JC  15.60.    [Bd.  XX,  1.] 

E.  Pascal,  die  Determinanten.  Eine  Darstellung  ihrer  Theorie  und  Anwen- 
dungen mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Forschungen.  Berechtigte  deutsche 
Ausgabe  von  H.  Leitzmann.   XVI,  266  S.    1900.   JC  10.—.    [Bd.  HI.] 

Fr.  Poekels,  Lehrbuch  der  Kristalloptik.  Mit  168  Figuren  und  6  Doppel- 
tafeln.   [X,  519  S.    1906.    n.  JC  16.—.    [Bd.  XIX.] 

D.  Seliwanoff,  Lehrbuch  der  Differenzenrechnung.  VI,  92  S.  1904.  n.JCi. — . 
[Bd.  XIII.] 

O.  Staude,  analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 
Ebene.  Ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Übungen  über  analytische 
Geometrie.     Mit  387  Figuren.    VIII,  447  S.    1905.    n.  JC  14.— .    [Bd.  XVI.] 

O.  Stolz  und  J.  A.  Gmeiner,  theoretische  Arithmetik.  2.,  umgearbeitete  Aufl. 
ausgewählter  Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik  von 

0.  Stolz.     XI,  402  S.     1902.    n.  JC  10.60.     [Bd.  IV] 

Einleitung   in  die  Funktionentheorie.     2. ,  umgearbeitete   und  vermehrte 

Auflage  der  von  den  Verfassern  in  der  „Theoretischen  Arithmetik"  nicht 
berücksichtigten  Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik" 
von  O.  Stolz.    Mit  21  Fig.    X,  598  S.   1905.   n.  ^15.—.    [Bd.  XIV] 

E-c  Sturm,    die    Lehre   von    den    geometrischen    Verwandtschaften.     4  Bände. 

1.  Band:  Die  Verwandtschaften  zwischen  Gebilden  erster  Stufe.  XII,  415  S. 
1908.    n.  ,Ä  16.-.    [Bd.  XXVII,  1.] 

H.  E.  Timerding,  Geometrie  der  Kräfte.    X,  380  S.    1908.    n.  c^16.—  .    [Bd.  L] 
J.  G.  "Wallentin,  Einleitung  in  die  theoretische  Elektrizitätslehre.    Mit  81  Fig. 
X,  444  S.     1904.    n.  Ji  12.—.    [Bd.  XV] 

E.  von  Weber,  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  XI,  622  S.  1900. 
n.  Ji  24.—.    [Bd.  IL] 

A.  G.  Webster,  the  Dynamics  of  Particles  and  of  rigid,  elastic,  and  fluid 
Bodies,  being  Lectures  on  mathematical  Physics.  Mit  172  Fig.  Xu,  588  S. 
1904.    n.  JC  14.—.    (Englisch.)    [Bd.  XI.J 

E.  J.  Wilezynski,  projective  differential  Geometry  of  Curves  and  ruled  Sur- 
faces.    VIII,  298  S.    1906.    n.  JC  10.—.    (Englisch.)    [Bd.  XVIII]. 

Unter  der  Presse: 

E.  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung.    2.  Aufl.    2  Bände.    II.  Band. 

H.  A.  Lorentz,  on  the  Theory  of  Electrons  and  its  Application  to  the  Pheno- 
mena  of  Light  and  Radiant  Heat.    [in  englischer  Sprache.] 

G.  Loria,  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie.    2  Teile.    II.  Teil. 

E«.  Sturm,  die  Lehre  von  den  geometrischen  Verwandtschaften.  4  Bände.  II.  Band. 


In  Vorbereitung: 

P.  Bachmann,  niedere  Zahlentheorie.    2  Bände.    IL  Band. 
M.  Bócher,  über  die  reellen  Lösungen  der  gewönhnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung. 
H.  Broeeker,  Lehrbuch  der  Versicherungsmathematik. 
G.  Castelnuovo  und  F.  Enriques,  Theorie  der  algebraischen  Flächen. 
M.  Dehn,  Lehrbuch  der  Analysis  situs. 

F.  Dingeldey,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 

Kegelschnitte  und  Kegelschnittsysteme. 

Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Diff.-  u.  Integralrechnung. 

G.  Eneström   (in  Verbindung   mit   anderen   Gelehrten),   Handbuch   der  Ge- 

Bchichte  der  Mathematik. 
F.  Engel,  Einführung  in  die  Theorie  der  Transformationsgruppen. 

F.  Enriques,  Prinzipien  der  Geometrie. 
Ph.  Forehheimer,  Lehrbuch  der  Hydraulik. 
B,.  Fueter,  komplexe  Multiplikation. 

Ph.  Furtwängler,  die  Mechanik  der  einfachsten  physikalischen  Apparate. 

M.  Grübler,  Lehrbuch  der  hydraulischen  Motoren. 

A.  Guldberg,  Lehrbuch  der  linearen  Differenzengleichungen. 

J.  Harkness,  elliptische  Funktionen. 

L.  Henneberg,  Lehrbuch  der  graphischen  Statik. 

G.  Herglotz,  Lehrbuch  der  Kugel-  und  verwandter  Funktionen. 

K.  Heun  u.  v.  Mises,  die  kinetischen  Probleme  der  modernen  Maschinenlehre. 
G.  Jung,  Geometrie  der  Massen. 
H.  Lamb,  Akustik. 

R.  von  Lilienthal,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie.    2  Bände.   IL  Bd. 
A.  Loewy,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  linearen  Substitutionsgruppen. 
R.  Mehmke,  Vorlesungen  über  Vektoren-  und  Punktrechnung. 
W.  F.  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie.    2  Bände.    H.  Band. 
E.  Ovazza,  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik. 
S.  Pincherle,  Funktional-Gleichungen  und  -Operationen. 
A.  Pringsheim,  Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre. 
C.  Segre,  Vorlesungen  .über  algebraische  Geometrie,   mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  mehrdimensionalen  Räume. 
P.  Stäekel,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Dynamik. 

Differentialgeometrie  höherer  Mannigfaltigkeiten. 

O.  Staude,  Flächen  und  Flächensysteme  zweiter  Ordnung. 

R.  Sturm,  die  Lehre  von  den  geometr.  Verwandtschaften.  4  Bde.  Bd.  Ili  u.  IV. 

die  kubische  Raumkurve. 

K.  Th.  Vahlen,  Elemente  der  höheren  Algebra. 
A.  Voss,  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik 

Abbildung  und  Abwicklung  der  krummen  Flächen. 

A.  G.  "Webster,  partial  Differential  Equations  of  Mathem.  Phys.    (Englisch.) 
A.  "Wiman,  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen. 
W.  Wirtinger,  algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 

partielle  Differentialgleichungen. 

H.  G.  Zeuthen,  die  abzählenden  Methoden  der  Geometrie. 


Nähere  Angaben  über  obige  Werke  befinden  eich  in  meinem  mathe- 
matischen Katalog,  den  ich  zu  verlangen  bitte.  Verlagsanerbieten  für  die 
Sammlung  werden  mir  jederzeit  willkommen  sein. 

LeipzS  mtir- 3'  B.  G.  Teubner. 
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Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


An  der  Aufstellung  der  bunten  Schar  der  mannigfaltigen,  spe- 
ziellen algebraischen  und  transzendenten  Kurven  haben  fast  alle  Ma- 
thematiker, angefangen  von  der  griechischen  Epoche  bis  auf  unsere 
Tage,  mitgearbeitet:  die  einen  trieb  der  Wunsch  nach  Vermehrung 
der  Zahl  interessanter  geometrischer  Figuren,  die  anderen  der  Wunsch, 
analytische  Formeln  geometrisch  interpretiert  zu  sehen;  wieder  andere 
beseelte  die  Hoffnung,  gewisse,  bis  dahin  unbezwungene  geometrische 
Probleme  zu  lösen;  noch  andere  führten  Anwendungen  aus  der  Me- 
chanik und  Physik  dazu.  Die  nachfolgenden  Untersuchungen  über 
diese  Gebilde  sind  nicht  bloß  ihrer  äußeren  und  inneren  Natur  nach 
ganz  verschiedener  Art,  sondern  sie .  finden  sich  auch  zerstreut  in 
allerlei  ganz  verschiedenen  Werken,  von  den  gewaltigen  Publikationen 
der  großen  Akademien  an,  bis  zu  den  bescheidenen  Abhandlungen,  in 
den  für  die  Studierenden  bestimmten  Zeitschriften,  von  den  Büchern, 
die  heute  zu  den  klassischen  der  exakten  Wissenschaften  zählen,  bis 
zu  den  kleinen  Arbeiten,  denen  es  vom  Schicksal  bestimmt  ist,  sich 
nur  einer  beschränkten  Bekanntheit  zu  erfreuen,  wie  die  Inaugural- 
dissertationen, die  Habilitationsschriften  und  Programmabhandlungen. 
Die  sehr  häufigen  Fälle,  daß  ein  und  dieselbe  Kurve  oftmals  entdeckt 
worden  ist,  daß  derselbe  Satz  von  verschiedenen  Autoren  gefunden 
wurde,  daß  dasselbe  Problem  mehrmals  als  ein  neues  behandelt  wor- 
den ist,  ließen  es  dringend  nötig  erscheinen,  einer  solch  beklagens- 
werten Arbeitsverschwendung  ein  Ende  zu  machen,  machten  dringend 
das  Bedürfnis  fühlbar,  das  bisher  vorhandene  ungeheure  Material  zu 
ordnen,  ließen  den  sehnsüchtigen  Wunsch  hervortreten  nach  einem 
Werke,  in  welchem  alle  bekannten  Kurven  nach  ihrer  Definition  und 
ihren  Haupteigenschaften  dargelegt  seien. 

Es  ist  das  Verdienst  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Madrid,  zuerst  öffentlich  diesen  Wunsch  ausgesprochen  und  zu 
seiner  Erfüllung  dadurch  beigetragen  zu  haben,  daß  sie  als  Thema 
für  die  am  31.  Dezember  1894  fällige  Preisaufgabe  stellte  die  Aus- 
arbeitung „eines  geordneten  Verzeichnisses  aller  Kurven  jeglicher  Art, 
die  einen  speziellen  Namen  erhalten  haben,  mit  kurzen  Angaben  über 
ihre  Gestalt,  ihre  Gleichungen,  ihre  Erfinder".  Da  die  genannte  Aka- 
demie die  gewünschte  Beantwortung  nicht  erhielt,  so  wiederholte  sie 
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dieselbe  Aufgabe  für  den  am  31.  Dezember  1897  fälligen  Wettbewerb. 
Inzwischen  hatte  der  berühmte  französische  Mathematiker  Hàton  de 
la  Gou  pilli  ère  ein  ähnliches  Thema  im  Intermédiaire  des  mathéma- 
ticiens  (Band  I,  1894,  S.  37)  zur  Bearbeitung  vorgeschlagen.  Eben 
diesen  öffentlichen  und  von  Autoritäten  ausgegangenen  Aufforderungen, 
sich  methodisch  mit  den  speziellen,  bis  jetzt  vorhandenen  Kurven  zu 
beschäftigen,  verdankt  das  vorliegende  Werk  seine  Entstehung.  Es  fand 
auch  bei  der  Königl.  Akademie  zu  Madrid  die  schmeichelhafteste  und 
vollständigste  Anerkennung,  nachdem  es  Ende  1897  (in  einer  von  der 
vorliegenden  abweichenden  Form)  dem  erlauchten  Urteile  jenes  hohen 
Gelehrten-Kollegiums  unterbreitet  worden  war*). 

Die  Ausführung  eines  Werkes  wie  des  vorliegenden,  dessen  Fehlen 
in  der  Literatur  von  vielen  Seiten  beklagt  worden  ist,  bietet  nicht 
wenige  und  nicht  geringe  Schwierigkeiten.  Zuerst  mußten  vor  allem 
die  Grenzen  desselben  sorgfältig  festgelegt  werden,  dann  mußte  mit 
peinlicher  Sorgfalt  das  Material  zur  Ausbeute  gesammelt  werden, 
schließlich  mußte  die  Methode  ausfindig  gemacht  werden,  um  das 
Material  wohl  zu  ordnen  und  einzuteilen. 

Bezüglich  der  Frage,  welche  Kurven  zu  betrachten  seien,  habe 
ich  mich  entschlossen,  auszuschließen:  1.  Diejenigen  Kurven,  die  aus 
heterogenen  Bogenstücken  zusammengesetzt,  und  daher  nicht  durch 
eine  einzige  Gleichung  darzustellen  sind,  weil  sie  auch  eher  der  Archi- 
tektur, der  Physik  oder  angewandten  Disziplinen,  als  der  reinen 
Mathematik  angehören.  2.  Die  Linien  doppelter  Krümmung,  da  sie 
bekanntlich  Gebilde  von  ganz  anderer  Natur  als  die  ebenen  Kurven 
sind;  ihre  Behandlung  bleibt  daher  einem  Werke  über  die  ver- 
gleichende Geometrie  des  Raumes  vorbehalten,  analog  diesem 
Versuch  einer  vergleichenden  Geometrie  der  Ebene.  Hin- 
gegen habe  ich  eingeschlossen  alle  ebenen  oder  transzendenten  Kurven, 
die  schon  einen  speziellen  Namen  erhalten  haben,  ebenso  manche 
andere,  die,  wenngleich  sie  namenlos  sind,  dennoch  eine  feste  Anstel- 
lung in  der  Wissenschaft  verdienen. 

Was  nun  das  verwendete  Material  angeht,  so  habe  ich,  kann  ich 
wohl  sagen,  auf  die  gesamte  mathematische  Literatur  zurückgegriffen, 
die  mir  erreichbar  gewesen,  weil  ich  durch  die  Erfahrung  überzeugt 
wurde,  daß  nur  in  sehr  wenigen,  vielleicht  in  keinem  Zweige  der 
Mathematik  wichtige  Forschungen  über  spezielle  Kurven  gänzlich 
fehlen.  Aber  wenn  ich  auch  nicht  von  vornherein  irgendwelche  Ka- 
tegorie mathematischer  Arbeiten  ausgeschlossen  habe,  so  soll  damit 
nicht  gesagt  sein,  daß  mir  kein  Gegenstand  von  Bedeutung  entgangen 


*)  S.  :  Annuario  de  la  Real  Academia  de  Ciencias  exaetas,  fisicas  y  naturales, 
1900  (Madrid)  S.  141—153,  299—322,  und  El  progréso  matematico,  1900,  S.  201 
bis  225. 
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sei,  und  daher  erbitte  ich  mir  für  die  sowohl  unvermeidlichen  als 
auch  unbeabsichtigten  Mängel  meines  Werkes  schon  jetzt  die  Nach- 
sicht der  kompetenten  Fachleute,  und  hege  das  Vertrauen,  daß  diese  mir 
von  jedwedem  gewährt  werde,  der  auch  nur  eine  annähernde  Vorstel- 
lung von  dem  unermeßlichen  Reichtume  der  heutigen  mathematischen 
Wissenschaft  hat. 

Es  möge  an  dieser  Stelle  auch  bemerkt  werden,  das  ich  mich  bei 
jeder  Kurve  darauf  beschränkt  habe,  ihrem  Ursprünge,  soweit  dies 
möglich  war,  nachzuforschen,  und  ihre  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
nachzuweisen  und  die  besten  Untersuchungsmethoden,  welche  auf  sie 
anwendbar  sind,  auzugeben,  ohne  jedoch  alle  Sätze  und  alle  mit  ihr 
zusammenhängenden  Arbeiten  aufzuzählen.  Zu  einer  derartigen  Be- 
schränkung des  Stoffes  wurde  ich  bewogen  einerseits  durch  den 
enormen  Umfang,  den  sonst  meine  Arbeit  angenommen  hätte,  ander- 
seits durch  die  Hoffnung,  daß  andere  sich  daran  geben  möchten,  eine 
vollständige  Bibliographie  der  ebenen  Kurven  aufzustellen.  Die  besten 
Proben  in  dieser  Hinsicht  hat  Herr  Prof.  Wolf  fing  gegeben*)  und 
rechtfertigen  diese  die  Ansicht,  daß  gerade  er  der  geeignetste  Mann 
für  diese  verdienstliche  Arbeit  sei. 

Was  endlich  die  Anordnung  des  Stoffes  angeht,  so  glaubte  ich 
ein  zweifaches  Prinzip  beachten  zu  müssen.  Bei  der  Teilung  des 
Werkes  in  Abschnitte  habe  ich  mich  durch  die  Natur  der  unter- 
suchten Kurven  leiten  lassen,  und  behandelte  darnach  zuerst  die  al- 
gebraischen Kurven  von  bestimmter  Ordnung  (Abschn.  I — IV),  dann 
die  von  beliebiger  Ordnung  (Abschn.  V);  alsdann  ging  ich  zu  den 
transzendenten  Kurven  über  (Abschn.  VI),  um  schließlich  (Abschn.  VII) 
gewisse,  für  alle  geometrischen  Kurven  anwendbare  Gesetze  für  die 
Ableitung  einer  Kurve  aus  einer  anderen  zu  behandeln.  Hingegen  in 
der  Anordnung  der  Kapitel  der  einzelnen  Abschnitte  wählte  ich  als 
hauptsächliches  Prinzip  die  historische  Reihenfolge;  jedoch  habe  ich 
mich  davon  frei  gemacht,  wenn  es  galt,  die  aus  der  einzelnen  Kurve 
im  Laufe  der  Zeit  durch  einen  der  Verallgemeinerungsprozesse  hervor- 
gegangenen Kurven  zu  beschreiben,  deren  Fruchtbarkeit  die  heutige 
Geometrie  hauptsächlich  ihren  Reichtum  verdankt.  Weitere  Einzel- 
heiten über  die  behandelte  Materie  und  deren  Anordnung  ersieht  der 
Leser  aus  dem  ausführlichen  Inhaltsverzeichnisse. 

Die  von  mir  angewendete  Form  der  Darstellung  trägt  einen 
wesentlich  algebraischen  Charakter  und  wurde  von  mir  vornehmlich 
deswegen  gewählt,  um  den  jüngeren  Lesern  einen  unbestreitbaren  Be- 
weis zu  liefern  von  der  gewaltigen  Hilfskraft,  die  die  analytische 
Geometrie  jedem  bietet,  der  die  Kunstgriffe  ihres  wunderbaren  Me- 


*)  Ich    erwärme  nur  den  wunderschönen  Bericht  über   den   gegenwärtigen 
Stand  der  Lehre  von  den  cyhlischen  Kurven  (Bibl.  math.  3.  Reihe,  IL  Bd.  1901). 
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chanismus  inne  hat;  ferner  auch  deswegen,  weil  die  reme  Geometrie 
heute  wohl  noch  nicht  eine  Grundlage  von  gleicher  Allumfassung  und 
Ausdehnung  bieten  kann,  um  daraufhin  die  mathematischen  Wahr- 
heiten zu  erforschen.  Inwiefern  der  Verfasser  Verbesserung  nach  In- 
halt und  Form  erreicht  hat  (insbesondere  in  bezug  auf  die  transzen- 
denten Kurven),  das  Urteil  darüber  sei  dem  einsichtigen  Leser  über- 
lassen; sollte  er  sich  veranlaßt  fühlen,  Anordnung  und  Auswahl  des 
Stoffes  zu  tadeln,  so  möge  er  auch  bedenken,  daß  es  ist  eine  „res 
ardua,  vetustis  novitatem  dare,  no  vis  autoritatem,  obsoletis  nitorem, 
obscuris  lucem,  fastidiis  gratiam,  dubiis  fìdem,  omnibus  vero  naturam 
et  naturae  suae  omnia"*). 

Daß  ein  Werk  wie  das  vorliegende,  trotz  der  großen  Sorgfalt, 
die  der  Verfasser  auf  dasselbe  verwandt  hat,  die  erwünschte  Voll- 
kommenheit erreichen  könne,  ist  undenkbar,  und  ich  werde  allen 
denen  sehr  dankbar  sein,  die  mich  auf  etwaige  Mängel  und  Lücken 
aufmerksam  machen  werden,  und  mich  in  den  Stand  setzen,  die  einen 
zu  beseitigen,  die  anderen  auszufüllen.  Einige  derartige  Berichtigungen 
und  Zusätze,  die  sich  nachträglich  ergaben,  finden  sich  am  Schlüsse 
des  Werkes  aufgezählt  (s.  Berichtigungen  und  Zusätze). 

Das  Gefühl  der  Dankbarkeit  veranlaßt  mich  an  dieser  Stelle 
einiger  Herren  rühmlich  zu  gedenken,  die  in  verschiedener  Weise  zu 
dem  guten  Ausgange  meines  Unternehmens,  das  jetzt  in  fertiger  Form 
vorliegt,  beigetragen  haben.  Unstreitig  an  erster  Stelle  steht  Herr 
H.  Brocard,  nicht  nur  wegen  seiner  wertvollen  Kurvenverzeichnisse, 
die  er  im  Intermédiaire  des  mathématiciens  (Bd.  IV,  1897,  S.  103;  V, 
1898,  S.  33  u.  37;  VII,  1900,  S.  271)  veröffentlicht  hat,  und  der  beiden 
Bände  der  Notes  de  oibliographie  des  courbes  géométriques  (Bar-le-Duc 
1897  u.  1899),  sondern  auch  wegen  der  häufigen  und  reichhaltigen 
Aufklärungen,  die  er  mir  großartiger  Weise  allemal  gegeben  hat, 
wenn  ich  ihn  darum  bat.  Alsdann  folgt  Herr  Prof.  Dr.  E.  Wolf  fing, 
der,  indem  er  es  übernommen  hatte,  an  der  schwierigen  und  undank- 
baren Aufgabe  der  Revision  der  Druckbogen  sich  zu  beteiligen,  mir 
in  vielen  Fällen  wertvolle  Zusätze  zu  den  von  mir  gegebenen  biblio- 
graphischen  Notizen  lieferte,  die  ich  in  allen  den  Fällen  nützlich  ver- 
wendet habe,  wo  sie  nicht  den  ursprünglichen  Plan  meines  Werkes 
veränderten.  Ein  Wort  aufrichtigen  Lobes  verdient  auch  Herr  Ober- 
lehrer Fritz  Schütte,  nicht  nur  wegen  seiner  fleißigen  Arbeit  der 
Übersetzung,  sondern  auch  für  das  von  ihm  fortwährend  dem  von 
mir  gewählten  Thema  erwiesene  Interesse;  und  mit  dankbarem  Herzen 
erkenne  ich  es  an,  daß  seine  nicht  gewöhnliche  Geschicklichkeit  in 
der  Erfassung  und  Zeichnung  der  Kurvenformen  zur  Verbesserung 
mancher  Einzelheiten  beigetragen  hat.   Schließlich  kann  ich  auch  dem 


*)  Plinius,  Vorrede  zu  seiner  Historia  naturalis. 
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Hause  des  Verlegers  meine  Anerkennung  nicht  versagen,  da  es  keine 
Opfer  gescheut  hat,  das  gegenwärtige  Werk  einer  größeren  Vollendung 
in  der  Form  entgegen  zu  führen,  als  ich  es  hätte  erwarten  können. 
Aber  was  soll  ich  noch  meinen  Worten  der  Anerkennung  hinzufügen 
für  ein  Haus,  das  schon  durch  seine  gewaltigen  Unternehmungen  im 
Dienste  der  Wissenschaft  sich  selber  eine  bleibende  Stelle  in  der  Ge- 
schichte der  Wissenschaften  und  den  fortwährenden  Dank  der  ganzen 
Gelehrtenwelt  errungen  hat? 

Genua,  im  März  1902. 

(x.  Loria. 
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In  der  verhältnismäßig  kurzen  Spanne  Zeit  zwischen  dem  Er- 
scheinen der  ersten  Auflage  des  vorliegenden  Werkes  und  dem  der 
zweiten  hat  die  Theorie  der  speziellen  ebenen  Kurven  manche  bemer- 
kenswerte Fortschritte  im  einzelnen  erfahren.  Neue  Sätze  haben  sich 
den  schon  über  einige  besondere  Kurven  bekannten  zugesellt;  neue 
Namen  sind  aufgetaucht  vermehrend  das  Namensverzeichnis  der  Kurven  ; 
weitergehende  Untersuchungen  über  die  Entdeckung  und  die  Geschichte 
der  Kurven  sind  angestellt  worden;  neue  methodische  Darlegungen 
über  die  Gesamtheit  der  Eigenschaften,  deren  sie  sich  erfreuen,  wur- 
den dargeboten.  Jedoch,  wie  es  scheint,  sind  keine  Entdeckungen 
von  solch  einschneidender  Bedeutung  gemacht  worden,  daß  sie  eine 
vollständige  Neuordnung  des  gesamten  Stoffes  nötig  machen,  den  dieser 
wichtige  Zweig  der  mathematischen  Wissenschaft  umfaßt.  Somit  stellt 
sich  denn  auch  das  vorliegende  Werk  zum  zweiten  Male  dem  mathe- 
matischen Leserkreise  vor  in  fast  eben  demselben  Gewände,  in  dem 
es  bei  seinem  ersten  Erscheinen  so  freudigen  Empfang  und  so  schmeichel- 
hafte Anerkennung  gefunden  hat.  Zwar  erscheint  es  jetzt  in  zwei 
Bände  getrennt,  jedoch  dies  lediglich  nur  des  bequemeren  Nachschlagens 
und  angenehmeren  Gebrauches  wegen*);  zwar  sind  nur  wenige  Seiten 
ohne  Verbesserungen  und  Zusätze  geblieben,  aber  der  ganze  Plan  des 
Werkes  ist  so  treulich  festgehalten  worden,  daß  bisher  die  Bezifferung 
der  Paragraphen,  so  weit  als  möglich,  die  alte  geblieben  ist.  Eine 
Bereicherung  hat  auch  die  Schar  der  Figuren  erfahren;  sie  ist  sowohl 
infolge  der  neuen  Zusätze  zum  Texte  erheblich  vermehrt,  als  auch, 
um  die  Darlegungen  klarer  und  anziehender  zu  machen. 

*)  Das  Namen-  und  Sachregister  für  das  ganze  Werk  wird   den  II.  Band 
schließen,  der  die  transzendenten  und  die  abgeleiteten  Kurven  behandelt. 
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Änderungen  von  größerer  Bedeutung  in  diesem  I.  Bande  (der  die 
fünf  ersten  Abschnitte  des  ganzen  Werkes  enthält)  beziehen  sich  auf 
die  Kurven  fünfter  Ordnung,  die  in  der  ersten  Auflage  nur  eine 
knappe  Behandlung  erfuhren;  die  diesen  merkwürdigen  geometrischen 
Gebilden  in  der  neuen  Auflage  gewidmeten  Seiten  werden  —  und 
darin  täuschen  wir  uns  wohl  nicht  —  zeigen,  daß  unsere  Kenntnisse 
über  diese  Linien  sich  mittlerweile  doch  mehr  vertieft  und  erweitert 
haben,  als  man  gewöhnlich  glaubt.  Mögen  diese  Seiten  manchem 
jüngeren  Mathematiker  ein  Antrieb  sein,  den  bezüglichen  Stoff  in 
mehr  vollendeter  und  vollständigerer  Weise  zu  bearbeiten  und  anzu- 
ordnen, als  es  dem  Verfasser  möglich  war,  dem  Zeit  und  Raum  spär- 
licher zugemessen  waren! 

In  dem  Vorworte  zur  ersten  Auflage  hatte  ich  den  Wunsch  ge- 
äußert, es  möchten  doch  alle  zur  Verbesserung  meines  Werkes  — 
das  erste  seiner  Art  —  dessen  Lückenhaftigkeit  ich  mir  wohl  bewußt 
war,  ihr  Scherflein  beitragen:  daß  diesem  Wunsche  in  so  reichem 
Maße  entsprochen  wurde,  habe  ich  mit  Freuden  ersehen.  Nicht  nur 
hat  das  letzte  Jahrzehnt  eine  reiche  und  mannigfache  Ernte  in  wert- 
vollen Arbeiten  über  spezielle  Kurven  zu  verzeichnen,  sondern  es  sind 
mir  auch  aus  den  verschiedensten  Gegenden  der  Welt,  insbesondere 
aus  den  Ländern  deutscher  Zunge,  zahlreiche  briefliche  Mitteilungen 
geworden.  Sei  es  mir  gestattet  an  dieser  Stelle,  den  Einsendern  für 
die  Kundgabe  ihrer  Ansichten  meinen  erneuten  Dank  auszusprechen 
und  den  Wunsch  zu  äußern,  daß  sie  fortfahren  mögen,  mit  Erfolg  ein 
Gebiet  der  Geometrie  zu  pflegen,  das  zu  den  schönsten  und  inter- 
essantesten gehört,  und  von  dem  man  sagen  kann,  daß  es  unerschöpf- 
lich sei. 

Genua,  im  Dezember  1909. 

Gino  Loria. 


Auch  mir,  dem  die  Bearbeitung  dieser  deutschen  Ausgabe  oblag, 
sind  von  verschiedenen  Seiten  eine  Reihe  von  Abhandlungen  und 
brieflichen  Mitteilungen  von  Verbesserungen  und  Erweiterungen  zu- 
gegangen, die  fast  alle  benutzt  oder  erwähnt  werden  konnten;  den 
Einsendern  sei  auch  an  dieser  Stelle  nochmals  herzlichst  gedankt. 

Düren,  im  Dezember  1909. 

Fr.  Schütte. 
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homologisch- harmonischen  Kurven  4.  0.,  insbesondere  die  von 
Cremona  und  Klein.    Die  Humbertsche  Kurve.    Kurven,  die  durch 

eine  Gruppe  linearer  Transformationen  in  sich  selbst  übergehen .      98 — 107 
Kap.  2.     Kationale    Kurven    vierter   Ordnung    im   allgemeinen. 

54.  Zwei  Methoden  zur  Untersuchung  der  Kurven  4.  0.  vom  Ge- 
schlechte Null.  55.  Parametrische  Darstellung  der  Kurven  4.  0. 
mit  3  Doppelpunkten.  Anwendungen.  56.  Bemerkung  über  zwei 
Kurven  4.  0.,  die  von  einem  zentrischen  Kegelschnitt  abgeleitet 
werden  können.  57.  Kurven  4.  0.  mit  dreifachem  Punkte,  ins- 
besondere das  parabolische  Trifolium,  mit  Spitze  und  Doppel- 
punkt, insbesondere  die  Bicorne 107 — 114 

Kap.  3.  Elliptische,  insbesondere  bizirkulare,  Kurven  vierter 
Ordnung  im  allgemeinen.  58.  Die  elliptischen  Kurven  4.  0.  als 
Projektionen  der  Raumkurven  vierter  Ordnung,  erster  Spezies; 
dieselben  als  Transformationen  ebener  Kurven  3.  0.  Von  Clebsch 
angegebene  parametrische  Darstellung.  Anwendungen.  59.  Die 
bizirkularen  Kurven  4.  0.;  einige  ihrer  Eigenschaften.  Möglich- 
keit sie  als  Hüllkurve  eines  beweglichen  Kreises  zu  betrachten. 
60.  Die  bizirkularen  Kurven  4.  0.  als  Ort  der  Kreispunkte  eines 
quadratischen  Komplexes  von  Kreisen.  Einige  besondere  Fälle 
elliptischer  Kurven  4.  0 114—124 

Kap.  4.  Die  spirischen  Linien  des  Perseus.  61.  Die  ebenen  Schnitte 
eines  Kreisringes  parallel  zur  Rotationsachse,  oder  die  Spirica  des 
Perseus.  Ihre  Gleichung  und  Eigenschaften;  verschiedene  Formen, 
die  sie  darbieten  kann.  62.  Von  R.  de  Sluse  vorgeschlagene  Er- 
zeugung der  spirischen  Linien.  63.  Definition  von  Siebeck  und 
daraus  folgende  Erweiterung  des  Begrirfes  der  spirischen  Kurven; 
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bezügliche  Sätze.  64.  Die  spirischen  Kurven  als  isoptische  zu 
den  Kegelschnitten.  Vorkommen  der  spirischen  Linien  in  der 
Theorie  der  isogonalen  Transformationen.  65.  Die  spirische  Linie 
mit  Doppelpunkt  oder  die  Lemniskate  von  Booth;   verschiedene 

Definitionen  und  Eigenschaften 124 — 136 

Kap.  5.  Die  Konclioide  des  Nikomedes.  66.  Geschichte  und  Er- 
zeugung der  Konchoide;  ihre  Gestalt;  Konstruktion  der  Tangente. 

67.  Analytische  und  geometrische  Bestimmung  der  Wendepunkte. 

68.  Quadratur.     Anwendungen  der  Konchoide 136 — 142 

Kap.  6.  Verallgemeinerungen  der  Konchoide  des  Mkomedes,  ins- 
besondere   die   Konchoide   mit   der   Kreisbasis.     69.   Hinweis 

auf  eine  Kurve,  von  der  sowohl  die  Konchoide  als  auch  die 
Strophoide  besondere  Fälle  sind.  Konchoiden  mit  beliebiger 
Basis;  einige  Eigenschaften  derselben.  70.  Die  Konchoiden  mit 
Kreis  als  Basis  oder  die  Pascalschen  Schnecken;  sie  sind  die 
Fußpunktkurven  von  Kreisen;  ihre  Eigenschaften.  71.  Para- 
metrische Darstellung  der  P.  Schnecke.  Die  P.  Schnecken  als 
Inversen  von  Kegelschnitten  und  als  Hüllkurven  von  Kreisen. 
Eine  spezielle  P.  Schnecke  als  Trisektrixkurve.  Eine  Frage  aus 
der  Mechanik,  bei  der  diese  Kurven  vorkommen.    Der  Kremphut     142 — 152 

Kap.  7.  Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ord.  72.  Definition, 
Gleichung  und  Eigenschaften  der  Kardioide.  Die  Kardioide  als 
Polarreziproke  der  Trisektrix  von  Maelaurin.  Gleichung  derselben 
in  natürlichen  Koordinaten.  Die  Sternkardioiden.  73.  Die  drei- 
spitzige Hypozykloide  als  Hüllkurve  der  Simsonschen  Geraden 
eines  Dreiecks;  andere  Definitionen  der  Kurve;  ihre  Gleichung, 
Folgerungen,  die  sich  daraus  ergeben.  74.  Eigenschaften  der 
dreispitzigen  Hypozykloide.  Quadratur  und  Rektifikation.  Die 
dreispitzigen  Kurven  4.  0.  im  allgemeinen 153 — 166 

Kap.  8.  Einige  Fußpunktkurven  vierter  Ordn.  der  dreispitzigen 
Hypozykloide.  75.  Die  dreispitzige  Hypozykloide  als  Hüllkurve. 
Eine  Kurve  mit  3  Knotenpunkten,  die  mit  ihr  in  Beziehung  steht. 
Ihre  Fußpunktkurven  in  bezug  auf  einen  Punkt  des  dreifach 
berührenden  Kreises:  das  schiefe  Trifolium.  76.  Das  gleichseitige 
Dreiblatt,  das  gerade  Trifolium  und  das  gerade  Bifolium.  Das 
Cramersche  Trifolium  und  das  doppelte  schiefe  Bifolium.  77.  Die 
Brocardsche  Fußpunktkurve;  ihre  speziellen  Fälle 167 — 174 

Kap.  9.  Die  Cartesischen  Ovale.  78.  Die  von  Descartes  für  seine 
Ovale  gegebenen  Definitionen.  Andere  zur  Charakterisierung 
dieser  Kurven  geeignete  Eigenschaften.  Konstruktion  der  Tan- 
gente. 79.  Die  Pascalsche  Schnecke  ist  ein  besonderes  Carte- 
sisches  Oval.  Methode,  eine  derartige  Kurve  in  eine  andere  zu 
transformieren.  Sätze  von  Newton  und  Chasles.  Stereometrische 
Erzeugung  der  Cartesischen  Ovale.  80.  Der  außerordentliche 
und  die  drei  gewöhnlichen  Brennpunkte  eines  Cartesischen  Ovals. 

81.  Folgerungen;  die  Quadratur  und  Rektifikation  der  Cartesischen 

Ovale 174—183 

Kap.  10.    Einige   symmetrische    Polyzomalkurven   vierter   Ordn. 

82.  Definitionsgleichung  der  Kurve  als  Grundlage  für  die  Unter- 
suchung; Konstruktion  und  Quadratur  solcher  Kurven.  Hinweis 
auf  die  von  Jak.  Bernoulli  konstruierte  und  quadrierte.  83.  Die 
virtuelle  Parabel  von  G.  von  St.  Vincentius  und  die  von  ihm  an- 
gegebenen Konstruktionen.  84.  Einige  symmetrische  Polyzomal- 
kurven,   die    sich    in    dem  Briefwechsel    zwischen  Huygens   und 
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Leibniz  finden,  oder  von  Gramer  und  anderen  betrachtet  wurden, 

insbesondere  die  Doppelherzkurve  und  die  Besace 183 — 195 

Kap.  11.   Rationale  Kurven  4.  Ordn.  mit  einem  Berührungsknoten. 

85.  Ein  Ortsproblem  von  G.  van  Gutschoven;  die  gerade  Kappa- 
kurve, ihre  Gleichungen  und  Eigenschaften;  Konstruktion  der 
Tangente  und  Quadraturformeln.  Andere  Arten  der  Erzeugung 
der  Kappakurve.  Die  Knoten.  Die  schiefe  und  die  projektive 
Kappakurve.  Andere  Verallgemeinerungen.  86.  Die  Külpsche 
Konchoide  und  die  Jerabeksche  Kurve.  87.  Die  „Quartiques  pyri- 
formes"  und  die  „Apienne"  von  G.  de  Longchamps 196 — 204 

Kap.  12.  Die  Konchalen.  88.  Definition  der  Konchalen,  ihre  Gleichung. 
Orthogonale  Trajektorien  eines  Systems  von  Konchalen.  89.  Die 
Kissoiden  vierten  Grades.    Definition,  Gleichungen,  Eigenschaften     204 — 208 

Kap.  13.  Die  Cassinische  Kurve.  90.  Ursprung  und  verschiedene 
Namen  der  Cassinischen  Kurve,  ihre  kartesische  Gleichung,  ihr 
Verhalten  im  Unendlichen.  91.  Satz  von  Wangerin.  Andere 
Gleichungen  und  Konstruktionen  der  Kurve.  92.  Tangenten, 
Normalen,  Krümmungsradien,  Quadratur  und  Rektifikation  .    .    .     208 — 214 

Kap.  14.  Kurven  vierter  Ordn.  mit  drei  Inflexionsknoten.  93.  Histo- 
rische Bemerkung  über  die  Bernoullische  Lemniskate.  94.  Eigen- 
schaften dieser  Kurve  und  verschiedene  Arten  sie  zu  verallge- 
meinern: Polargleichung;  Anwendungen.  Flächeninhalt  und  Glei- 
chung in  natürlichen  Koordinaten.  95.  Parametrische  Darstellung. 
96.  Anwendungen  der  hyperbolischen  Funktionen  auf  die  Lemnis- 
kate. 97.  Andere  Kurven  4.  O.  mit  drei  Inflexionsknoten:  die 
Kreuzkurve,  die  Sanduhrkurve  und  die  Kohlenspitzkurve,  Glei- 
chungen und  Eigenschaften 214 — 227 

Kap.  15.  Die  Muschellinie  und  die  Trisekante.  98.  Konstruktion 
und  Eigenschaften  der  Muschellinie.  99.  Definition  und  Gleichung 
der  Trisekante,  ihre  Quadratur,  andere  Erzeugungsweise    ....     228 — 233 

Kap.  16.  Von  einem  Kegelschnitt  abgeleitete  Kurven  vierter 
Ordnung.  100.  Zwei  von  einem  zentrischen  Kegelschnitt  abge- 
leitete Kurven  4.  0.  Die  Parameterkurve.  Die  Isogonen  und  die 
Niveau-Linien.     Drei  von  Steiner  angegebene  Kurven  4.  0.  .    .    .     233 — 235 

IV.  Abschnitt. 

Spezielle  algebraische  Kurven  von  einer  bestimmten  Ordnung  höher  als 

der  vierten. 

Kap.  1.  Die  Kurven  fünfter  Ordnung.  101.  Allgemeine  Eigen- 
schaften. Die  Quintik  von  Morley.  Quintiken  vom  Geschlechte 
p  =  0,  oder  1,  2  und  3.  Kurven  5.  0.  mit  einer  Gruppe  linearer 
Transformationen  in  sich  selbst .    .     236 — 249 

Kap.  2.  Die  Kurven  sechster  Ordnung,  a)  Allgemeines.  102.  Über- 
sicht über  die  allgemeinen  Eigenschaften  sowie  einige  spezielle 
Kurven  nach  ihrem  Geschlecht  geordnet,  b)  Sextiken,  die  mit 
dem  Normalenproblem  der  Kegelschnitte  verknüpft  sind.  103.  De- 
finitionen und  Eigenschaften  solcher  Kurven,  c)  Fokalsextiken. 
104.  Verschiedene  Fokalkurven  6.  Ordn.  d)  Andere  Kurven 
6.  Ordn.,  die  von  einem  Kegelschnitte  ahgeleitet  sind.  105.  De- 
finitionen und  Gleichungen  dieser  Kurven 250 — 264 

Kap.  3.  Kurven  6.  Ordn.  (Fortsetzung),  e)  Astroiden  und  Skara- 
bäen.  106.  Glisetten  und  Olistoiden  (Gleitkurven).  „Enveloppe- 
Glissettes"  oder  Olistoidale  Hüllkurven,  insbesondere  die  Astroiden 
oder  Sternkurven.     Ihre  Eigenschaften.     Spezialfälle:  Die  regu- 
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läre  Astroide.     Eigenschaften  und  Entstehungs weisen.     Die  all- 
gemeinen Astroiden,   Evoluten  der  Kegelschnitte.     Spezielle  Fuß- 
punktkurven der  regulären  Astroide:   Die  Eäferkurve    und    eine 
ähnliche  von  Tortolini  untersuchte  Kurve 264 — 273 

Kap.  4.  Kurven  6.  Ordn.  (Tortsetzung),  f)  Die  Koppelkurve,  ins- 
besondere die  Wattsche  Kurve.  108.  Definition  und  Gleichung  der 
Wattschen  Kurve,  Konstruktion  der  Tangente.  Anwendung  der 
elliptischen  Funktionen.  Die  Koppelkurve  :  Eigenschaften,  Spezial- 
fälle und  ihre  Verallgemeinerungen 273 — 280 

Kap.  5.  Kurven  6.  Ord.  (Fortsetzung  und  Schluß),  g)  Die  Nephroide, 
die  Atriphtaloide,   die  Kranioide  u.  s.  w..    110.   Die  Nephroide. 

111.  Die  Atriphtaloide  und  eine  Kurve  astronomischen  Ursprungs. 

112.  Die  Kranioide,  die  Capricornoide  und  die  Cornoide    ....     281 — 288 
Kap.  6.    Spezielle  Kurven  einer  geraden  Ordnung  höher  als  sechs. 

113.  Kurven  von  einem  Kegelschnitte  abgeleitet.  Äquisoklinen. 
Das  Trifolium  pratense.  Äquipotentialkurven.  Eine  Kurve 
gter  Ordnung,  der  man  in  der  Astronomie  begegnet.  Die  Er- 
zeugende eines  Körpers  von  kinetischer  Symmetrie 288 — 294 

Kap.  7.  Spezielle  Kurven  einer  ungeraden  Ordnung  höher  als 
sechs.  114.  Eine  Kurve  15ter  Ordnung  von  Steiner.  Wie  einige 
Eigenschaften  der  lemniskatischen  Funktionen  zu  einer  Klasse 
von  rationalen  Kurven  führen;  die  einfachsten  Fälle:  eine  Kurve 
9ter  und  eine  25ter  Ordnung.     Schlußbemerkung 294—298 

V.  Abschnitt. 
Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

Kap.  1.  Einleitung.  115.  Die  verschiedenen  Kategorien,  in  welche 
man  die  Kurven  zwecks  der  Untersuchung  einteilen  kann.  Be- 
merkungen über  die  Hermiteschen,  die  Modularkurven  u.  a.  .    .    .     299 — 303 

Kap.  2.  Die  Parabeln  beliebiger  Ordnung.  116.  Definition  und 
historische  Bemerkungen.  117.  Sätze  über  Tangenten,  Flächen- 
inhalte und  Volumina.  Rektifizierbare  Parabeln.  118.  Die  Para- 
beln sind  zu  sich  selbst  korrelative  Kurven.  Sätze  über  die 
Normalen.  Konstruktion  der  Parabeln  mit  ganzzahligem  Index. 
Die  parabolischen  Kurven.  119.  Besondere  Parabeln:  I.  Die  semi- 
kubische Parabel.  IL  Die  kubische  Parabel.  HI.  Die  biquadratisch- 
kubische  Parabel  von  Schooten.  IV.  Parabeln  mit  rektifizier- 
baren Bogendifferenzen 303 — 316 

Kap.  3.  Die  Hyperbeln  beliebiger  Ordnung.  120.  Definitions- 
gleichungen der  Hyperbeln.  Analogie  dieser  Kurven  mit  den 
Parabeln.  Die  binomischen  Kurven.  Tangente,  Flächeninhalt, 
Volumen  und  Bogen  einer  Hyperbel.  121.  Konstruktion  der 
rationalen  Hyperbel.  Bemerkungen  über  einige  allgemeinere  von 
Maclaurin  betrachtete  Kurven 316 — 321 

Kap.  4.  Die  Perlkurven.  122.  Definitionsgleichungen  der  Perl- 
kurven. Tangente,  Quadratur,  Kubatur.  123.  Einige  spezielle 
Perlkurven  dritter  und  vierter  Ordnung 321 — 327 

Kap.  5.  Die  Laméschen  und  die  triangulär-symmetrischen  Kurven. 
124.  Allgemeine  Gleichung  der  Laméschen  Kurven.  Zahl  der 
verschiedenen  Spezies.  Klassifikation  und  Gestalten;  sechs  Typen 
mit  positivem,  drei  mit  negativem  Index.  125.  Hüllkurve  eines  ge- 
wissen Systems  von  oo '  Laméschen  Kurven.  Krümmung  der 
Laméschen  Kurven;  bezügliche  Formeln  für  die  Quadratur. 
126.    Erzeugung  und  Gleichung  der  triangulären  symmetrischen 
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Kurven;  ihre  Eigenschaften.  Eine  geometrische  Transformation, 
die  Geraden  in  trianguläre  symmetrische  Kurven  verwandelt;  die 
„courbes  puissances".  Satz  von  Jamet  über  die  Krümmung  der 
triangulären  Kurven.  127.  Diskussion  und  Klassifikation  der 
triangulären  Kurven.  Ein  einzelner  bestimmter  Fall:  Die  bino- 
mischen interszendenten  Kurven 328 — 347 

Kap.  6.  Die  Polyzomalkurven.  128.  Die  Definitionsgleichungen  der 
Polyzomalkurven;  Ordnung,  Doppelpunkte,  Klasse  und  Geschlecht 

129.  Modifikationen  dieser  Resultate  in  speziellen  Fällen.  Zer- 
fallende Polyzomalkurven 348 — 351 

Kap.  7.  Die  Kurven  von  Darboux  und  die  Equilateren  von  P.  Serret. 

130.  Begriffserweiterung  einer  charakteristischen  Eigenschaft  der 
Parabel  ;  die  Hüllkurven  d  oder  Kurven  von  Darboux  erster  Spezies. 

131.  Andere  Eigenschaften  dieser  Kurven.  132.  Kurven  von 
Darboux  zweiter  Spezies.  133.  Begriffserweiterung  einer  charakte- 
ristischen Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel;  die  Equi- 
lateren von  P.  Serret;  eine  Gruppe  solcher  Kurven,  auf  die  man  bei 

der  Untersuchung  einer  speziellen  isogonalen  Transformation  trifft     352 — 358 

Kap.  8.  Die  Rhodoneen  (Rosenkurven)  von  GL  Grandi.  134.  Polar- 
gleichung und  Erzeugungsweise;  die  Erfinder  und  die  gestaltlichen 
Eigenschaften  dieser  Kurven.  Quadratur  und  Rektifikation. 
135.  Die  algebraischen  Rhodoneen;  ihre  Ordnung;  wie  viele  ver- 
schiedene Arten  von  Rhodoneen  einer  bestimmten  Ordnung  gibt 
es?  136.  Untersuchung  einiger  besonderer  Rhodoneen.  137.  Die 
Inversen  der  Rhodoneen,  die  Ährenkurven.  Die  Rhodoneen  als 
Oszillationskurven;  noch  eine  verwandte  Erzeugungsweise.    .    .    .     358 — 369 

Kap.  9.  Die  geometrischen  Blätter.  138.  Untersuchungen  von  Habe- 
nicht;  Zweck  derselben.  Gleichungen  der  geometrischen  Blätter. 
Spezialfälle:  die  Herzkurven 369 — 372 

Kap.  10.  Die  Ovale,  die  dreieckigen  Kurven  und  die  OrMformen. 
139.  Konstruktion  von  unendlich  vielen  Ovalen  nach  F.  Munger. 
Andere  Konstruktionen  für  die  Ovale  sechster  Ordnung.  140.  Unter- 
suchungen von  Euler  über  Kurven  von  vorher  bestimmter  Gestalt. 
Die  triangulären  Kurven  und  ihre  Evolventen.  Die  orbiformen 
Kurven.  141.  Analytische  Darstellung  der  orbiformen  und  der 
dreieckigen  Kurven;  Folgerungen 372 — 379 

Kap.  11.  Multiplikatrix-  und  Mediatrixkurven.  142.  Spezialisie- 
rung der  Müngerschen  Konstruktion;  daraus  sich  ergebende 
Kurven.  Konstruktion  aller  Kurven  von  der  Gleichung  q  =  a  ■  cosma. 

143.  Die  Kampyla  des  Eudoxus  nach  der  Konjunktur  von 
P.  Tannery.    Von  Tortolini  erdachte  Verallgemeinerung  derselben. 

144.  Die  Multiplikatrix-  und  Mediatrixkurven  von  Clairaut  .    .    .     379—388 
Kap.  12.    Die  Sektrix-  (Teilungs-)  Kurven.    145.  Allgemeines  über 

Sektrixkurven.  I.  Die  Sectrices  von  T.  Ceva  oder  die  sog.  anomalen 
Cykloiden.  146.  II.  Die  Sectrices  von  Plateau;  ihre  Gleichungen 
und  Eigenschaften.  Fall,  in  welchem  sie  rational  werden. 
147.  Die  Quadra trix  als  Grenzfall  der  obigen  Sectrices.  Die 
Araneiden.  148.  Eine  bemerkenswerte  Klasse  der  Sectrices  von 
Schoute:  Die  Kreiskonchoiden  höherer  Ordnung.  149.  IH.  Die  Sectri- 
ces von  Hesse.  IV.  Die  Sectrices  von  Burali-Forti.  150.  V.  Die 
Sectrices  von  van  Grinten.  VI.  Die  Sectrices  von  Oekinghaus. 
151.  VII.  Die  Sectrices  von  Kempe.  152.  VIII.  Die  Polyoden,  ihre 
Konstruktion  und  Anwendung.  IX.  Zwei  neue  Familien  von  Tei- 
lungskurven, die  Erweiterungen  der  Delangeschen  Trisekante  sind     388 — 411 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  O 
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Kap.  13.  Kurven  mit  Zentrum  oder  Symmetrieachsen.  153.  De- 
finition des  Zentrums  einer  Kurve.  Zentral- symmetrische  Kurven, 
ihre  allgemeine  Gleichung  und  Eigenschaft;  ihr  Vorkommen  in 
der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Kurven.  154.  Durch- 
messer und  Achsen  einer  Kurve.  Axial -symmetrische  Kurven. 
Gleichung  einer  Kurve  mit  Durchmesser,  ihre  Eigenschaften.  Die 
Kurven  mit  mehreren  sich  schneidenden  Durchmessern.  155.  Ana- 
lytische Entwickelung  die  Bestimmung  der  verschiedenen  Durch- 
messer einer  Kurve  betreffend.  Algebraische  Kurven  mit  n  Sym- 
metrieachsen. Beispiele:  Die  Kurven  mit  n  Bäuchen  und  die  iso- 
phanen  Kurven 411 — 426 

Kap.  14.  Autopolare  Kurven,  anallagmatische  und  Richtungs- 
kurven.  156.  Methoden  von  Appell  und  Robert,  die  Gleichung  un- 
endlich vieler  autopolarer  Kurven  zu  erhalten.  157.  Die  anallagmati- 
schen  Kurven.  Eigenschaften,  die  sich  aus  der  Betrachtung  derselben 
als  Hüllkurven  von  Kreisen  ergeben.  158.  Die  anallagmatischen 
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Erstes  Kapitel. 
Die  Gerade. 

1.  Während,  wie  wir  sehen  werden,  es  möglich  ist,  anzugeben, 
wer  zuerst  den  größten  Teil  derjenigen  Linien,  die  heute  zum  Erb- 
teile der  Geometrie  gehören,  erdachte,  definierte  und  untersuchte, 
muß  das  historische  Problem ,  anzugeben,  wer  sich  zuerst  mit  der 
einfachsten  von  ihnen,  der  Geraden,  beschäftigt  hat,  als  unlöslich 
bezeichnet  werden.  Gibt  es  doch  so  zahlreiche  und  auffallende  Natur- 
erscheinungen, bei  denen  diese  Linie  auftritt  (wir  erinnern  nur  an  den 
freien  Fall  und  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  homogenen 
Medium),  daß,  um  auch  nur  ungefähr  ihr  erstes  Auftreten  anzugeben, 
man  nicht  nur  auf  einen  Zeitlauf  von  Tausenden  von  Jahren  zurück- 
greifen, sondern  auch  auf  das  Gebiet  der  Zoologie  übergehen  müßte, 
da  alle  Umstände  zu  der  Ansicht  führen,  daß  auch  den  intelligenteren 
Tieren  die  hervorstechendsten  Eigenschaften  der  geraden  Linie  nicht 
entgangen  sein  können.  Weil  somit  der  Uranfang  der  Geraden  wohl 
ewig  verborgen  bleiben  wird,  so  müssen  wir  uns  darauf  beschränken, 
das  Auftreten  dieser  Linie  in  den  ältesten  noch  erhaltenen  mathe- 
matischen Werken  anzugeben. 

2.  Jeder  hat  eine  mehr  oder  weniger  bestimmte  Vorstellung  von 
der  geraden  Linie,  aber  eine  mathematische  Definition  dieses  Gebildes, 
die  alles  anführt,  was  streng  nötig  ist,  und  nichts,  was  überflüssig, 
ist  ein  so  schwieriges  Problem,  daß  trotz  der  Anstrengungen  vieler 
tüchtiger  Kräfte  eine  annehmbare  Lösung  desselben  nach  allgemeiner 
Übereinstimmung  noch  aussteht.  In  der  Tat  dürfte  dieses  Problem 
schon  dem  Pythagoras  sich  aufgedrängt  haben,  als  er  auf  die  Not- 
wendigkeit, klare  Definitionen  für  die  Fundamente  eines  jeden  wissen- 
schaftlichen Systems,  das  auf  diesen  Namen  Anspruch  machen  könnte, 
aufzustellen,  aufmerksam  machte.  Jedoch  die  Notwendigkeit  einer  Lö- 
sung desselben  wird  offenkundig  geworden  sein,  als  durch  Aristoteles 
die  deduktive  Logik  jene  bestimmte  Gestalt  erhalten  hatte,  in  der  sie 
eine  lange  Reihe  von  Jahrhunderten  sich  erhalten  sollte. 

Die  Definitionen,  die  mutmaßlich  die  ersten  Bearbeiter  der  Geo- 
metrie  angaben   —   Hippokrates    aus  Chios,   Leon,   Teudius  von 
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Magnesia  —  sind  nicht  auf  uns  gekommen,  am  allerwenigsten  mit 
ihrer  Fabrikmarke.  Was  nun  diejenige  angeht,  die  Euklides  vor- 
schlägt oder  annimmt,  so  kann  diese  keineswegs  als  genügend  oder 
brauchbar  bezeichnet  werden.1)  Dieselbe  lautet  bekanntlich  folgender- 
maßen: „Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  die  in  gleicher  Weise  in 
bezug  auf  alle  ihre  Punkte  liegt"2);  nun,  wie  könnte  wohl  jemals  einer, 
der  noch  keine  Kenntnis  von  der  geraden  Linie  hat,  sich  aus  diesen 
Worten  einen  Begriff  davon  machen,  und  welcher  Mathematiker  könnte 
darauf  ein  festes  Gebäude  errichten? 

Diese  Unvollkommenheit  bat  der  berühmte  Alexandriner  zweifellos 
bemerkt,  indem  er  die  Notwendigkeit  erkannte,  jene  Definition  zu  er- 
gänzen, dadurch,  daß  er  unter  den  „allgemeinen  Kenntnissen",  die 
im  Anfange  des  ersten  Buches  der  Elemente  enthalten  sind,  den  Satz 
aufstellte:  „Zwei  Geraden  können  keinen  Raum  einschließen";  derselbe 
besagt  mit  anderen  Worten:  „Zwischen  zwei  Punkten  gibt  es  nur 
eine  einzige  Gerade."  Bekannt  und  einleuchtend  ist  die  ungemeine 
Wichtigkeit  dieses  Zusatzes,  der,  in  geeigneter  Weise  mit  dem  dualen 
Satze  kombiniert,  gestattet  zu  den  höchsten  Gipfeln  der  projektiven 
Geometrie  zu  gelangen. 

Nichtsdestoweniger  kann  die  Arbeit  des  Euklides  in  diesem 
Punkte  nicht  als  vollkommen  erachtet  werden,  und  es  würde  von 
hohem  Interesse  sein,  zu  wissen,  ob  und  in  welchem  Sinne  Apollonius 
von  Pergae  diese  modifiziert  hat  in  der  Überarbeitung,  der  er  die 
von  seinem  Vorgänger  verfaßten  Elemente  im  Museum  zu  Alexandria 
unterwarf;  leider  fehlen  jedoch  hierüber  die  Angaben.  —  Einem 
anderen  bedeutenden  Geometer  des  goldenen  Zeitalters  der  griechischen 
Mathematik  glaubt  man  (dem  schlechten  Beispiele  des  Proklus  fol- 
gend, der  zuerst  fälschlich  den  Satz  des  Archimedes  als  eine  De- 
finition ausgab)  eine  neue  Definition  der  Geraden  zuschreiben  zu 
müssen,  nämlich  dem  Archimedes;  aber  der  Satz:  „Die  Gerade  be- 
zeichnet den  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkten",  der  von  ihm  im 
ersten  seiner  berühmten  Bücher  über  die  Kugel  und  den  Zylinder 
ausgesprochen  wird,  gehört  unter  die  Axiome  oder,  wenn  man  will, 
die  Postulate.  —  Wie  könnte  man  übrigens  zugeben,  daß  einem  solch 
berühmten  Geometer  es  entgangen  sein  sollte,  daß,  solange  die  Ent- 
fernung noch  nicht  unabhängig  vom  Begriffe  der  Geraden  definiert  ist, 
diese  angebliche  Definition   sich  in   einem  Circulus  vitiosus  bewegt? 

Von  anderen  Versuchen,  die  von  den  Alten  gemacht  sind,  die 
Gerade  zu  definieren,  sind  keine  Nachrichten  auf  uns  gekommen.  Die 
Versuche,  die  zu  demselben  Zwecke  vom  Mittelalter  an  gemacht  sind, 

1)  „Haec  definitio",  bemerkt  mit  Recht  Leibniz,  „nullius  momenti  est, 
neque  uspiam  ab  Euclide  in  demonstrando  adbibetur,  neque  satis  intellegitur". 
Leibnizens  mathematische  Schriften  herausg.v.  Gerhardt,  Bd.  V  (Halle,  1858)  S.  185. 

2)  Elemente,  Buch  I,  Definition  4. 


Erstes  Kapitel:  Die  Gerade.  3 

zu  beschreiben,  wäre  dasselbe,  als  wollte  man  alle  die  Wandlungen, 
welche  die  elementare  Geometrie  mitgemacht  hat,  darstellen;  dies 
Thema  „würdig  der  Dichtung  und  Geschichte"  überschreitet  jedoch 
die  dieser  Schrift  gesteckten  Grenzen.  Wir  beschränken  uns  somit 
darauf  zu  bemerken,  wie  heute  an  Stelle  des  alten  Verfahrens,  die 
Gerade  mit  wenigen  Worten  zu  definieren  —  was  notwendigerweise 
dem  Zwecke  nicht  genügen  kann  —  man  das  andere  gesetzt  hat, 
jedesmal  die  Grundeigenschaften  anzuführen,  die  man  dem  geometri- 
schen Gebilde  zuerteilt,  das  man  „gerade  Linie"  nennt.  Wenn  man  in 
dieser  Weise  vorgeht,  kommt  man  allerdings  auf  eine  sehr  große 
Schwierigkeit,  nämlich  anzugeben,  welches  die  geringste  Zahl  von 
Eigenschaften  der  Geraden  sei,  die  man  notwendig  in  die  Definition 
einschließen  muß,  um  daraus  mit  Folgeschlüssen  alle  übrigen  abzu- 
leiten. Es  ist  dies  eine  Schwierigkeit,  die  man  noch  nicht  als  end- 
gültig überwunden  bezeichnen  kann,  und  diese  zu  überwinden  bemüht 
man  sich  tatsächlich,  indem  man  mit  Vorliebe  die  Methoden  der  ma- 
thematischen Logik  als  die  geeignetsten  anwendet. 

3.  Die  Gerade  bildet  nicht  nur  einen  wichtigen  Bestandteil  der 
Geometrie  der  Lage,  sondern  auch  ebensosehr  der  des  Maßes,  da  man 
jeglichen  Bogen  einer  Kurve  mit  einer  geradlinigen  Strecke  zu  ver- 
gleichen pflegt,  und  daher  ist  die  Strecke  der  Kern  unseres  ganzen 
Maßsystems  für  Flächen  und  Volumina. 

Zwei  Punkte  durch  eine  Gerade  zu  verbinden  und  eine  Strecke  nach 
beiden  Seiten  zu  verlängern  sind  Operationen,  die  (nach  den  Vor- 
schlägen des  Euklid)  dem  Geometer  zugestanden  werden;  beide  wer- 
den praktisch  vermittels  eines  Instrumentes  —  des  Lineals  —  aus- 
geführt, und  der  Inbegriff  der  Aufgaben,  die  mittels  desselben  gelöst 
werden  können,  bildet  einen  besonderen  Zweig  der  Geometrie,  der  im 
Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  viel  kultiviert  wurde,  besonders  in 
Frankreich,  wo  er  mit  dem  besonderen  Namen  Geometrie  de  la  règie 
bezeichnet  wurde.  Es  soll  bemerkt  werden,  daß,  wenn  in  der  Ebene 
ein  Kreis  gezeichnet  vorliegt,  man  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals 
alle  Aufgaben  zweiten  Grades  lösen  kann.  Es  ist  dies  eine  Bemer- 
kung von  Poncelet1),  welche  Steiner  meisterhaft  entwickelt  hat.2) 
Liegt  dagegen  eine  Kurve  dritter  Ordnung  gezeichnet  vor,  so  kann 
man  in  ähnlicher  Weise  alle  Probleme  dritten  und  vierten  Grades  lösen.3) 
Wahrscheinlich  trifft  Analoges  zu  für  Probleme  höherer  Grade. 

Von  der  Geraden  nimmt  außer  dem  Lineal  noch  ein  anderes  sehr 


1)  Traue  des  propriétés  projectives  des  figures  (Paris,  1822)  Nr.  351—357. 

2)  Die  geometrischen  Constructionen ,  ausgeführt  mittels  der  geraden  Linie 
und  eines  festen  Kreises.     (Berlin,  1833.) 

3)  F.  London,  Die  geometrischen  Konstruktionen  dritter  und  vierter  Ordnung 
ausgeführt  mittels  der  geraden  Linie  und  einer  festen  Kurve  dritter  Ordnung 
(Zeitschrift  für  Math.  XL1,  1896). 
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gebräuchliches  Instrument  seinen  Ursprung:  das  Winkelscheit.  Alle 
praktisch  mit  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  und  Winkelscheits 
ausführbaren  Konstruktionen  werden  neuerdings  einem  neuen  Zweige 
der  Geometrie  zugewiesen,  welchem  Gr.  de  Longchamps  eine  beson- 
dere Arbeit  widmete:  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  V  eguerre 
(Paris,  1890),  die  wir  im  folgenden  gelegentlich  mehrmals  zitieren 
werden.1) 

Im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  wuchs  die  Wichtigkeit  der 
Geraden  gewaltig,  als  man  nach  Entdeckung  des  Prinzip  der  Dualität 
bemerkte,  daß  sie  imstande  sei,  als  erzeugendes  Element  aller  ebenen 
Figuren  zu  fungieren.  Was  soll  man  noch  sagen  von  der  Wichtig- 
keit, die  sie  erhielt,  als  um  das  Jahr  1865  Plücker  sie  als  das  Ele- 
ment des  dreidimensionalen  Raumes  betrachtete  und  darauf  eine  Neue 
Geometrie  des  Baumes  gründete? 

Alle  Geraden  des  Raumes  —  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
mit  einbegriffen  —  sind  unter  sich  identisch,  lassen  daher,  an  und  für 
sich  betrachtet,  keine  Einteilung  in  Kategorien  zu.  Dennoch  trifft 
man  in  bestimmten  Theorien  auf  besondere,  bemerkenswerte  Geraden, 
denen  man  einen  speziellen  Namen  gegeben  hat.  So  in  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  die  Pascalsche,  Steinersche,  Plückersche  Ge- 
rade usw.,  in  der  modernen  Geometrie  des  Dreiecks  die  E  ul  er  sehe, 
die  Simsonsche  oder  Wallacesche  Gerade  usw.;  bei  Unterscheidungen 
dieser  Art  wollen  wir  uns  aber  nicht  aufhalten,  weder  jetzt  noch  bei 
künftiger  ähnlicher  Gelegenheit. 
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4.  Nicht  weniger  schwierig,  als  den  Ursprung  des  Begriffes  der 
Geraden  anzugeben,  ist  die  Beurteilung,  wem  die  Entdeckung  des 
Kreises  zukommt,  weil  mit  dem  Begriffe  der  Entfernung  sich  alsbald 
derjenige  der  Gesamtheit  der  Punkte,  die  von  einem  festen  Punkte 
gleichen  Abstand  haben,  aufdrängt.  Anderseits  verlangt  —  um  eine 
Tatsache  anzuführen,  die  frei  von  irgend  einer  hypothetischen  Beigabe 
ist  —  die  Konstruktion  der  ältesten  vorhandenen  Bauwerke  durchaus 
den  Gebrauch  des  Zirkels;  ferner  bringen  diese  auf  ihren  Wänden 
Figuren  gezeichnet,  welche  die  Anwendung  dieses  Instrumentes  und 
die  einfachsten  geometrischen  Kenntnisse,  auf  welche  sie  sich  gründet, 
voraussetzen.  —  Gehen  wir  von  dieser  ziemlich  unbestimmten  allge- 
meinen Bemerkung  zu  bestimmten  Nachrichten  über,   so   können  wir 


1)  Ein  drittes  ähnliches  Instrument  ist  das  Lineal  mit  zwei  Parallel- 
Scbienen  auf  dessen  nützliche  Anwendung  in  jüngster  Zeit  hingewiesen  wurde. 
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anführen,  daß  in  einem  berühmten  Mathematischen  Handbuch,  das  in 
Ägypten  nicht  weniger  als  17  oder  vielleicht  20  Jahrhunderte  v.  Chr. 
verfaßt  wurde1),  man  schon  eine  Auflösung  des  Problems  der  Qua- 
dratur des  Kreises  liest,  die  zu  einem  genügend  angenäherten  Werte 
des  Verhältnisses   %   des  Umfanges  zum  Durchmesser  führt,  nämlich 

/16\2 
%  =  (-r-j    =  3,1604  ....   Mit  demselben  Probleme  beschäftigten  sich 

die  Griechen,  nachdem  sie  aus  ihrer  Barbarei  kaum  sich  erhoben  hatten; 
das  beweisen  die  Lösungsversuche,  die  man  dem  Hippokrates  von 
Chios,  dem  Antiphon  und  Bryson  verdankt. 

5.  Daß  man  den  Kreis  im  Altertume  auch  unabhängig  von  der 
Frage  nach  seinem  Inhalte  betrachtet  hat,  geht  daraus  hervor,  daß 
man  einem  der  sieben  Weisen  Griechenlands  —  dem  Thaies  —  die 
Entdeckung  der  Eigenschaft  zuschreibt,  daß  jeder  Kreis  und  seine 
Peripherie  durch  jeden  beliebigen  Durchmesser  in  zwei  gleiche  Teile 
geteilt  wird,  und  dem  Pythagoras  die  Beobachtung,  daß  der  Kreis 
die  vollkommenste  Figur  der  Ebene  ist,  wie  die  Kugel  unter  den 
räumlichen  Gebilden.2)  Dazu  kommt  noch,  daß  in  einem  von 
Hippokrates  aus  Chios  herrührenden  Abriß  der  Geometrie,  die  man 
für  das  älteste  übrig  gebliebene  Denkmal  griechischer  Geometrie  an- 
sieht, sich  nicht  wenige  teils  ausgesprochene,  teils  bewiesene  Sätze 
finden,  die  sich  auf  den  Kreis  und  seine  Teile  beziehen.  Diese  Sätze  — 
einige  derselben  beziehen  sich  auf  die  sogenannten  „Möndchen  des  Hip- 
pokrates" —  wurden  jedenfalls  den  ersten  Bearbeitungen  der  Geometrie 
beigefügt  und  zugleich  mit  anderen  in  den  Elementen  des  Euklides 
veröffentlicht;  das  dritte  Buch  derselben  behandelt  ausschließlich  den 
Kreis,  das  vierte  hingegen  umfaßt  die  regelmäßigen  ein-  und  umbe- 
schriebenen Vielecke  und  ein  Teil  des  zwölften  das  Verhältnis  der 
Flächen  zweier  Kreise.  Andere  Eigenschaften  des  Kreises  und  der 
Geraden  wurden  von  Apollonius  von  Pergae  zusammengefaßt  und 
zwar  in  einem  leider  verloren  gegangenen  Werke  Über  die  ebenen 
Orter]  in  demselben  wird  diese  Linie  (ebenso  die  Gerade)  betrachtet 
als  Ort  derjenigen  Punkte,  die  gewissen  gemeinsamen  Bedingungen 
genügen;  andere  ähnliche  Sätze  findet  man  bei  Durchsicht  der  be- 
wunderungswürdigen Mathematischen  Sammlung,  die  viel  später  von 
Pappus  von  Alexandria  geschrieben  wurde. 

Die  angedeutete  Zusammenfassung   des  Kreises  mit   der   Geraden 

1)  A.  Eisenlohr,  Ein  mathematisches  Sandbuch  der  alten  Ägypter  (Papyrus 
ühind  des  British  Museum).     Leipzig;  1.  Aufl.  1877,  2.  Aufl.  1891. 

2)  Pythagoras  bewunderte  am  Kreise  (und  an  der  Kugel)  ohne  Zweifel  die 
vollendete  Regelmäßigkeit  der  Gestalt;  Montucla  (Histoire  des  mathématiques 
Bd.  I,  2.  Aufl.,  Paris  1799,  S.  113)  will  dagegen  in  den  Worten,  mit  denen 
Diogenes  Laertius  über  die  von  dem  Samischen  Philosophen  gemachte  Beob- 
achtung berichtet,  einen  ersten  Hinweis  auf  die  Theorie  der  Isoperimeter  er- 
kennen. 


6  I.  Abschnitt:  Ebene  und  körperliche  Örter. 

unter  dem  Begriffe  der  „ebenen  Or  ter"1)  ist  nicht  der  einzige  Be- 
rührungspunkt, den  die  Alten  zwischen  diesen  beiden  Linien  aufstellten. 
Es  ist  wohl  bekannt,  daß  Euklid  es  außer  den  beiden  in  Nr.  3  bezeich- 
neten ausführbaren  Operationen  dem  Geometer  auch  einräumte,  um 
einen  gegebenen  Mittelpunkt  mit  gegebenem  Radius  einen  Kreis  zu 
beschreiben  {Elemente,  Buch  I,  Postulat  3).  Folglich  betrachtet  man 
den  Gebrauch  des  Zirkels  ebenso  wie  den  des  Lineals  als  zulässig; 
auch  hielt  man  die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  nur  dann  für  an- 
nehmbar, wenn  sie  mit  Hilfe  nur  dieser  beiden  Instrumente  ausgeführt 
werden  konnte.  Da  es  ferner  in  der  praktischen  Ausführung  leicht 
ist,  einen  Kreis  ganz  exakt  zu  zeichnen,  es  hingegen  sehr  schwer  ist, 
eine  Gerade  genau  zu  zeichnen,  so  hat  es  Geometer  gegeben,  die  es 
für  der  Mühe  wert  gehalten  haben,  ein  System  geometrischer  Kon- 
struktionen aufzustellen,  die  nur  die  alleinige  Anwendung  des  Zirkels 
erfordern;  so  entstand  „die  Geometrie  des  Zirkels",  die  in  Lorenzo 
Mascheroni2)  einen  hervorragenden  Bearbeiter  gefunden  hat. 

6.  Die  Leichtigkeit  des  Begriffes  und  der  Zeichnung  des  Kreises 
ließ  die  trügerische  Hoffnung  erstehen,  die  Länge  desselben,  sowie 
die  von  ihm  umschlossene  Fläche  messen  zu  können.  Auf  den  sehr 
alten  Ursprung  dieser  Frage,  die  sowohl  von  theoretischem  wie  von 
praktischem  Interesse  ist,  haben  wir  schon  vorhin  (Nr.  4)  hingewiesen. 
Wir  fügen  nunmehr  hinzu,  daß  wir  die  ersten  wichtigen  Beiträge  zur 
Lösung  derselben  dem  Archimedes  verdanken,  der  nachwies,  daß 
zwischen  ihnen  eine  so  enge  Beziehung  bestehe,  daß,  wenn  eine 
dieser  Größen  bekannt  ist,  es  die  andere  auch  ist,  und  die  kindliche 
Beweisführung  des  Antiphon  und  Bryson  in  eine  Methode  um- 
wandelte, mit  beliebig  großer  Annäherung  den  Wert  des  Verhältnisses 
irgend  eines  Kreisumfanges  zu  seinem  Durchmesser  zu  berechnen. 
Andere  wichtige  Beobachtungen  über  denselben  Gegenstand  wurden 
von  dem  berühmten  niederländischen  Mathematiker  Huygens,  und 
ferner  von  dem  hervorragenden  deutschen  Geometer  Lambert  ge- 
macht. Diesen  gelang  es,  die  Irrationalität  von  n  nachzuweisen,  und 
dies  wiederum  veranlaßte  Legendre  noch  tiefer  gehende  Unter- 
suchungen anzustellen3);  diese  führten  ihn  zu  dem  Schlüsse,  daß 
auch  7i2  irrational  ist.  Überdies  äußerte  der  letztere  Gelehrte  die 
Vermutung:  „II  est  mème  propable  que  le  nombre  %  n'est  pas  mème 
compris  dans  les  irrationelles  algébriques,  c'est-a-dire  qu'il  ne  peut 
pas    ètre   la   racine    d'une    équation    algébrique    d'un    nombre   fini    de 

1)  „Körperliche  Örter"  sind  hingegen  die  Kegelschnitte  und  „Lineare  Urter" 
alle  anderen  Linien. 

2)  La  geometria  del  compasso.     (Pavia,  1797.) 

3)  Diese  zugleich  mit  den  vorhergehenden  der  obengenannten  Geometer 
finden  sich  in  dem  interessanten  Werke  von  P.  Rudio,  Archimedes,  Huygens, 
Lambert,  Legendre,   Vier  Abhandlungen  über  die  Kreismessung  (Leipzig,  1892). 
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termes  dont  les  coefficients  sont  rationeis".  Daß  diese  Vermutung 
mit  der  Wahrheit  sich  deckt,  wurde  1882  von  F.  Lindemann  o-e- 
zeigt1),  dem  das  hohe  und  unbestreitbare  Verdienst  zukommt,  end- 
lich eine  Frage  gelöst  zu  haben,  die  Ströme  von  Tinte  hat  fließen 
lassen,  die  zu  langen  und  lebhaften  Polemiken  Veranlassung  geboten 
und  zum  Umsturz  von  Ansichten  geführt  hat,  die  man  ganz  ge- 
festigt glaubte.  Der  Lindemannsche  Satz  gestattet  ferner  auch  ohne 
vorherige  Prüfung  jegliche  Quadratur  oder  Rektifikation  des  Kreises, 
die  durch  eine  algebraische  Kurve  ausgeführt  wird,  speziell  solche 
mit  Lineal  und  Zirkel  ausgeführte,   sogleich  als  falsch  zu  beurteilen. 

7.  Die  leichte  Definition  des  Kreises,  die  in  so  scharfem  Kon- 
traste mit  der  schwierigen  Definition  der  Geraden  steht  (vgl.  Nr.  2),  ließ 
die  Hoffnung  entstehen,  die  Gerade  erzeugen  zu  lassen,  indem  man 
vom  Kreise  ausging.  Es  ist  dies  eine  geniale  Idee,  deren  Keime  sich 
schon  im  Anhange  eines  Briefes  finden,  den  Leibniz  am  8.  Sept.  1679 
an  Huygens  richtete2),  die  aber  viel  später  von  Johann  Bolyai  ent- 
wickelt wurde,  der  daraus  das  Fundament  jenes  geometrischen  Systems 
bildete,  welches  seinen  Namen  rühm  bekränzt  der  fernsten  Nachwelt 
überliefern  wird. 

Vergeblich  wäre  der  Versuch  alle  Untersuchungen  der  reinen  und 
angewandten  Mathematik  aufzuzählen,  in  denen  der  Kreis  eine  Rolle 
spielt3),  oder  ein  möglichst  vollkommenes  Verzeichnis  der  an  ihm 
beobachteten  Eigenschaften  aufzustellen.  Nur  eine  deskriptive  und  eine 
Maßeigenschaft  wollen  wir  hervorheben:  erstere  besteht  darin,  daß 
alle  Kreise  der  Ebene  durch  die  beiden  unendlich  entfernten  imagi- 
nären Kreispunkte  (oder  die  zyklischen  Punkte)  der  Ebene  gehen: 
letztere  darin,  daß  die  Kreislinie  von  allen  Linien,  welche  eine  gleich- 
große Fläche  umschließen,  die  kleinste  ist.  Wir  schließen  dieses 
Kapitel  mit  der  Bemerkung,  daß  man  neuerdings  (Gr.  Koenigs 
E.  Co  sserat)  die  Möglichkeit  entdeckt  hat,  den  Kreis  als  Element 
des  Raumes  zu  benutzen,  und  so  hat  man  eine  „Geometrie  des  Kreis- 
Raumes"  aufgestellt,  die  gewissermaßen  ein  Analogon  ist  zu  der  von 
Plücker  auf  die  Betrachtung  der  Geraden  gegründeten. 


1)  Über  die  Zahl  n  (Math.  Ann.,  XX).  Vgl.  F.  Klein,  Vorträge  über  aus- 
gewählte Fragen  der  Elementarmathematik  (Leipzig,  1895). 

2)  Leibniz,  herausg.  v.  Gerhardt,  Bd.  II  (Berlin,  1850)  S.  20—25. 

3)  Poppe,  Ausführliche  Geschichte  der  Anwendung  aller  krummen  Linien 
in  mechanischen  Künsten  und  in  der  Architektur,  seit  den  ältesten  Zeiten  bis  zu 
Anfang  des  19.  Jahrhunderts  (Nürnberg,  1802)  S.  1—98  und  130—194. 
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Drittes  Kapitel. 

Die  Kegelschnitte. 

8.  Die  Entdeckung  der  Kegelschnitte  wird  von  Proklus  dem 
Menächmus  zugeschrieben,  einem  Schüler  des  Eudoxus  von  Kni- 
dos und  vielleicht  Mathematiklehrer  Alexanders  von  Makedonien. 
Daher  rührt  die  in  einem  antiken  Werke  vorkommende  Bezeichnung 
„Triade  des  Menächmus"  in  dem  Sinne  „ebene  Schnitte  eines  geraden 
Kreiskegels".  Von  der  Parabel  und  Hyperbel  kannte  Menächmus  die 
Fundamentaleigenschaft,  die  man  in  kartesischen  Koordinaten  durch 
die  Gleichungen  ausdrückt 

y%  =  2px     und     xy  =  Je2, 

und  wußte  diese  in  geschickter  Weise  auf  zwei  verschiedenen  und 
zugleich  einfachen  und  eleganten  Wegen  zur  Lösung  des  Problems 
von  der  Würfelverdoppelung  (Delisches  Problem)  zu  benutzen.  Es 
wäre  jedoch  eine  durch  nichts  gerechtfertigte  Kühnheit,  zu  behaupten, 
daß  Menächmus  auch  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Asym- 
ptoten gekannt  hätte.  Behauptet  wird  ferner,  daß  er  schon  die  drei 
Hauptformen,  die  ein  Kegelschnitt  darbieten  kann,  erhalten  habe,  in- 
dem er  einen  geraden  Kegel  mit  einer  Ebene  senkrecht  zu  einer  Er- 
zeugenden schnitt;  demnach  hat  die  Kurve  keinen,  einen  oder  zwei 
Punkte  im  Unendlichen,  je  nachdem  die  Öffnung  des  Kegels  kleiner, 
gleich  oder  größer  als  ein  rechter  Winkel  ist.  In  welcher  Weise  er 
jedoch  die  Zeichnung  der  Kegelschnitte  ausgeführt  hat,  die  doch  un- 
umgänglich notwendig  war,  um  die  von  ihm  erdachte  Lösung  des 
Delischen  Problems  wirklich  auszuführen1),  ist  eine  ungelöste  Frage, 
und  auch  heute  unlösbar,  da  von  den  Werken  des  Menächmus  keine 
Spur  erhalten  ist. 

Dasselbe  Los  traf  die  Schriften  Aristaeus  des  Alteren,  eines 
nur  ungenügend  bekannten  Geometers,  der  fünf  Bücher  Über  körper- 
liche Orter  und  vielleicht  ebensoviele  Über  die  Schnitte  des  Kegels 
schrieb,  und  dem  man  die  Namen  zuschreibt  „Schnitte  des  spitzwink- 
ligen", „Schnitte  des  rechtwinkligen"  und  „Schnitte  des  stumpfwink- 
ligen Kegels",  um  diejenigen  Kurven  zu  bezeichnen,  die  wir  heute 
nach  Apollonius  bezüglich  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  nennen. 
Wenn  das  Gerücht  wahr  ist,  so  würde  aus  diesen  Schriften  des 
Aristäus  Euklid   bei   der  Abfassung   einer   eigenen  Bearbeitung   der 

1)  Diese  mit  Rücksicht  auf  die  zahllosen  Anwendungen  der  Kurve  2.  Ordn. 
praktisch  höchst  interessante  Frage  (vgl.  Poppe  a.  0.  S.  99 — 110  und  194 — 209) 
hat  im  Laufe  der  Zeit  viele  Lösungen  gefunden,  die  A.  von  Braunmühl  in  der 
lesenswerten  Arbeit  aufzählt:  Historische  Studie  über  die  organische  Erzeugung 
ebener  Kurven  von  den  ältesten  Zeiten  bis  zum  Ende  des  18.  Jahrhunderts  (v.  Dyck, 
Katalog  mathem.  u.  math. -physikalischer  Modelle;  München,  1892). 
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hier  behandelten  Kurven  in  reichlichem  Maße  geschöpft  haben.  Sie 
sind  verloren  gegangen  und  waren  es  auch  schon  vom  6.  Jahrhundert 
unserer  Zeitrechnung  an,  und  es  ist  sogar  zweifelhaft,  ob  sie  zu  Zeiten 
des  Papp us  noch  vorhanden  waren;  jedenfalls  aber  bringen  uns  ver- 
schiedene Umstände  zu  dem  Glauben,  daß  der  bedeutende  Alexan- 
driner jeden  Kegelschnitt  für  sich  betrachtet  hat,  indem  er  ihn  ver- 
mittels jener  Eigenschaft  charakterisierte,  die  wir  durch  die  bekannte 
kartesische  Gleichung  ausdrücken 

daß  er  übrigens  die  Asymptoten  derselben  kannte  und  die  Anwendung 
auf  das  Delische  Problem,  und  daß  er  zum  wenigsten  Forschungen 
über  die  Ähnlichkeit  der  Kegelschnitte  und  ihrer  Segmente  anzustellen 
begonnen  hat.  —  Man  hat  auch  geglaubt,  dem  Archimedes  eine 
methodische  Bearbeitung  der  Kegelschnitte  zuschreiben  zu  müssen 
und  verstieg  sich  sogar  zu  der  Behauptung,  daß  Apollonius  ihn  in 
so  unverschämter  Weise  ausgeplündert  habe,  daß  er  den  Beinamen 
des  Plagiators  verdiene.  Aber  wenn  auch  die  tiefen  und  weitgehen- 
den Kenntnisse  des  Syrakusaners  über  die  fraglichen  Kurven  bestätigen, 
daß  er  imstande  gewesen  wäre,  eine  solche  abzufassen,  so  berech- 
tigt doch  nichts  zu  der  Behauptung,  daß  er  sie  tatsächlich  ge- 
schrieben habe. 

Dennoch  verdankt  die  Theorie  der  Kegelschnitte  dem  Archimedes 
wenigstens  zwei  bemerkenswerte  Fortschritte:  der  eine,  die  von  ihm 
auf  zweierlei  Art  ausgeführte  Quadratur  eines  Parabelsegmentes  — 
das  erste  Beispiel  der  exakten  Berechnung  eines  Flächenstückes,  das 
nicht  bloß  von  Geraden  oder  Kreisbögen  begrenzt  ist  —  der  andere, 
die  von  ihm  bemerkte  Beziehung  zwischen  einer  Ellipse  und  dem 
über  ihrer  großen  Achse  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  und 
die  Anwendung  derselben  auf  die  Quadratur  jener  Kurve.  Daher  kann 
man  sagen,  daß  es  dem  Archimedes  gelungen  ist,  all'  die  Fälle 
der  Quadratur  eines  Kegelschnittes,  die  sich  algebraisch  behandeln 
lassen,  auszuführen,  indem  die  Quadratur  der  Hyperbel  ja  Logarithmen 
verlangt. 

9.  Alle  diese  Bearbeiter  der  Kegelschnitt -Theorie  —  Archi- 
medes höchstens  ausgenommen  —  gehören  der  Vorgeschichte  dieser 
Kurven  an;  die  wirkliche  Geschichte  beginnt  mit  Apollonius  von 
Pergae,  dem  wir  eine  „instauratio  ab  imis  fundamentis"  dieser  ganzen 
Disziplin  und  eine  treffliche  Darlegung  derselben  verdanken,  die  im 
Laufe  der  Jahrhunderte  zu  den  Klassikern  der  exakten  Wissenschaft 
gerechnet  wurde,  und  die  noch  heute  nach  zweitausend  Jahren  Be- 
wunderung einflößt  und  eingehendes  Studium  verdient.  Nach  Einigen 
würden  die  Neuerungen,  die  man  dem  Geometer  von  Pergae  zuschreibt, 
darin   bestanden   haben,    daß    er    die    Existenz   aller    drei   Arten    von 
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ebenen  Schnitten  an  jedem  geraden  Kegel  bemerkt  habe,  aber  "weil 
es  unzulässig  scheint,  daß  diese  Beobachtung  in  der  Tat  den  älteren 
Geometern  gänzlich  entgangen  sein  sollte,  so  ist  es  wahrscheinlicher, 
daß  die  von  ihm  vorgeschlagene  Änderung  vielmehr  aus  methodischen 
Gründen  aufgestellt  sei,  und  in  der  Wahl  des  Ausgangspunktes  von 
jener  allgemeinen  Definition  eines  Kegelschnittes  bestanden  habe,  die 
zu  allen  möglichen  Gestalten  führt.  Dies  zugegeben,  wird  es  klar, 
warum  er  gezwungen  wurde,  die  frühere  Nomenklatur  des  Aristäus 
aufzugeben  (vgl.  Nr.  8)  und  eine  neue  aufzustellen,  die  noch  heute  in 
Gebrauch  ist. 

Mit  dem  Tode  des  Apollonius  beginnt  der  Verfall  der  griechi- 
schen Mathematik;  kein  Wunder  also,  wenn  nach  ihm  die  Theorie  der 
Kegelschnitte  im  Stillstande  blieb.  Als  einzigen  Fortschritt  kann  man 
eine  Stelle  der  Mathematischen  Sammlung  des  Pappus  von  Alexan- 
drien  ansehen,  welche  die  Kegelschnitte  als  Orter  derjenigen  Punkte 
betrachtet,  deren  Abstände  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen 
Geraden  in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen.  Was  nun  eine  be- 
kannte Arbeit  des  Serenus  (von  Antissa  oder  Antinoupolis)  betrifft, 
in  der  bewiesen  wird,  daß  die  von  einer  Ebene  mit  einem  Zylinder 
erzeugten  Schnitte  elliptische  seien,  so  erwähnen  wir  diese  nur  als 
unzweifelhaftes  Anzeichen  des  tiefen  geistigen  Niveaus  jenes  Zeitalters, 
in  welchem  sie  geschrieben  wurde. 

10.  Auch  in  der  darauf  folgenden  Zeit,  dem  Mittelalter,  verblieb 
die  Theorie,  deren  Entwicklung  wir  verfolgen,  fast  auf  demselben 
Standpunkte,  in  welchem  Apollonius  sie  verlassen  hatte.  Später  aber 
waren  es  zwei  Entdeckungen  von  hervorragender  Bedeutung,  die  ihr 
neues  Leben  einflößen  und  sie  wieder  zur  Geltung  bringen  sollten; 
nämlich  die  Entdeckung  Keplers,  daß  die  von  den  Gestirnen  unseres 
Planetensystems  beschriebenen  Bahnlinien  nichts  anderes  sind  als 
Ellipsen,  welche  die  Sonne  als  Brennpunkt  haben;  dann  die  Ent- 
deckung der  analytischen  Geometrie,  die  zu  dem  Schlüsse  führte,  daß 
in  dem  kartesischen  System  alle  Kegelschnitte  durch  Gleichungen 
zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  ihrer  Punkte  darstellbar 
sind.  Von  da  ab  wurden  nun  die  Kegelschnitte  mehr  als  „Linien 
zweiten  Grades"  betrachtet,  denn  als  „körperliche  Orter",  ebenso  wie  die 
Geraden  vorzugsweise  als  „Linien  erster  Ordnung"  betrachtet  wurden.1) 


1)  C.  Dupin  (Dévéloppements  de  geometrie,  Paris  1813,  S.  297)  hat  die 
Namen  le  deutérique  und  la  deutérique  vorgeschlagen  um  eine  Linie  2ter  Ordnung 
und  die  von  ihr  begrenzte  Fläche  zu  bezeichnen.  Da  die  Kegelschnitte  Kurven 
2ter  Ordnung  sind,  so  nannte  G.  Bellavitis  sie  Bittome,  da  sie  2ter  Klasse  sind, 
Diattomene;  analog  bezeichnete  er  mit  n-tome  die  Kurven  von  der  ntua  Ordnung 
und  mit  n-tomene  solche  nter  Klasse.  Diese  Bezeichnungen  wurden  jedoch  nicht 
angenommen  und  fielen  bald  in  Vergessenheit.  Von  Cayley  hingegen  wurden 
die  Kurven  dritter  Ordnung  Tertians,  die  4ter  Quartians  usw.  benannt. 
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Bekanntlich  führte  die  Erfindung  der  Koordinaten  viele  Zeit- 
genossen und  unmittelbaren  Nachfolger  Descartes  und  Permats  von 
Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  reinen  Geometrie  weg,  so  oroß 
war  die  hervorragende  Anwendbarkeit  und  wunderbare  Macht  des 
neuen  Hilfsmittels.  Nichtsdestoweniger  fehlte  es  auch  in  dieser  Epoche 
der  Geometrie,  im  Sinne  der  Alten  betrieben,  nicht  an  tüchtigen  Be- 
arbeitern, durch  deren  Bemühungen  sich  an  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte bemerkenswerte  Fortschritte  knüpften.  Man  erinnere  sich 
nur,  daß  Desargues  die  fruchtbaren  Begriffe  der  Projektion  und 
Involution  einführte  und  dadurch  wichtige  neue  Sätze  aufstellte,  daß 
B.  Pascal  die  berühmte  Beziehung  entdeckte,  die  zwischen  6  beliebigen 
Punkten  eines  Kegelschnittes  besteht  und  diese  zur  Grundlage  einer 
neuen  methodischen  Bearbeitung  der  Kurven  zweiter  Ordnung  machte1); 
ferner,  daß  La  Hire  weitgehende  Anwendungen  von  den  Begriffen 
Pol  und  Polare  machte  und  insbesondere  bei  der  Betrachtung  der 
Polare  eines  Brennpunktes  zum  Begriff  der  Direktrix  gelangte.  Un- 
gerecht würde  es  auch  sein,  die  von  Newton  entdeckte  „organische 
Erzeugung  der  Kegelschnitte"  zu  übergehen,  eine  mustergültige  Frucht 
derartiger  Studien,  und  die  eleganten  Konstruktionen,  welche  dieser 
große  Mathematiker  angegeben  hat  für  Kegelschnitte,  die  fünf  Bedin- 
gungen unterworfen  sind. 

Erwähnt  werden  müssen  auch  die  Namen  Mydorge  und  Bosco- 
vich,  ebenso  die  Arbeiten  des  Grafen  Fagnano  und  Eulers  über 
die  Rektifikation  der  Ellipse,  die  gehörig  fortgesetzt  und  in  bekannter 
Weise  erweitert  einen  neuen  Zweig  der  Analysis  hervorgerufen  haben, 
nämlich  die  „Theorie  der  elliptischen  Funktionen".  Für  uns  ist  be- 
sonders wichtig  die  Bemerkung,  daß  in  den  Schriften  des  großen 
italienischen  Mathematikers2)  sich  schon  die  in  rechtwinkligen  kar- 
tesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  x2  +  2y2  =  a2  darstellbare 
Kurve  erwähnt  findet;  man  bezeichnet  diese  mit  den  Namen  Ellipse 
des  Fagnano  oder  gleichseitige  Ellipse.3) 


1)  Bekanntlich  ist  die  hierauf  bezügliche  Arbeit  Pasc  als  verloren  gegangen, 
nur  der  von  Leibniz  abgeschriebene  Abschnitt  ist  erhalten  und  wurde  neuer- 
dings veröffentlicht  von  Gerhardt  (Der  Briefwechsel  von  G.  W.  Leibniz  mit 
Mathematikern,  I.  Bd.,  Berlin  1899,  S.  133 — 140).  Daselbst  -wird  zur  Bezeich- 
nung eines  geschlossenen  Kegelschnittes  (Ellipse  u.  Kreis)  das  Wort  Autobole 
benutzt. 

2)  Vgl.  besonders  den  Aufsatz  Metodo  per  misurare  gli  archi  di  quella  ellisse 
conica,  il  cui  asse  maggiore  è  medio  proporzionale  tra  l'asse  minore  e  il  doppio  del 
medesimo  asse  minore  (Produzioni  matematiche,  Bd.  II;  Pesaro  1750). 

3)  Vgl.  F.  J.  Studnicka,  Über  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  so- 
genannten gleichseitigen  Ellipse  (Prager  Ber.  1901).  Einer  anderen  speziellen  (nicht 
reellen)  Kurve  2ter  Ordnung  begegnet  man  in  dem  Aufsatze  von  E.V.  Huntigton 
und  J.  K.  Whittemore,  Some  curious  properties  of  conics  touching  the  line  in- 
finiti/ at  one  of  the  cirular  points  (Bull.  Amer.  Math.  Soc,  VIII,  1901). 
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11.  Neue  Methoden  und  neue  Lehrsätze  für  die  Theorie,  deren 
Entwicklungsstadien  wir  hier  verfolgen,  verdanken  wir  den  Geometern 
aus  dem  Anfange  des  19.  Jahrhunderts.  Als  erster  möge  Brianchon 
genannt  werden,  der  seinen  Namen  mit  dem  Pascals  verknüpfte  durch 
den  zum  Pascalschen  dualen  Satze  und  im  Verein  mit  Poncelet  jenen 
besonderen  Kegelschnitt  untersuchte,  der  in  bezug  auf  die  Hyperbel 
gewissermaßen  zu  dem  auf  die  Ellipse  bezogenen  Kreise  analog  ist, 
nämlich  der  „gleichseitigen  oder  rechtwinkligen  Hyperbel"1).  Übrigens 
betrachtete  Poncelet  mit  Hilfe  der  von  ihm  erfundenen  Methoden  die 
Kegelschnitte  als  zum  Kreise  homologische  Kurven  und  legte  die  ganze 
Fruchtbarkeit  des  so  gewonnenen  Begriffes  klar. 

Kurz  darauf  brachten  J.  Steiner  in  Deutschland  und  M.  Chasles 
in  Prankreich  den  alten  Begriff  des  Doppelverhältnisses  wieder  zur 
Anwendung  und  zeigten  so  die  Möglichkeit,  die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung aufzufassen  als  Erzeugnisse  von  Grundgebilden  erster  Stufe  in 
projektivischer  Beziehung.  K.  v.  St  au  dt  ferner  zeigte  nicht  nur,  wie 
man  jene  Definition  von  jeglicher  metrischen  Zutat  befreien  könne, 
sondern  auch,  wie  man  in  gleicher  Weise  die  reellen  und  imaginären 
Kegelschnitte  definieren  könne,  indem  man  beide  Arten  betrachtet  als 
Ordnungs-Kurven  ebener  Polaritäten. 

In  der  Folgezeit  wandten  die  Analytiker  auf  die  „Triade  des 
Menächmus"  alle  die  Koordinatenmethoden  an,  die  nach  und  nach  er- 
funden wurden,  insbesondere  die  charakteristischen  Fortschritte  der 
„natürlichen"  Geometrie  (Anwendung  der  natürlichen  Koordinaten,  d.  h. 
Bogenlänge,  Winkel  der  Tangente  mit  der  Abszissenachse,  Krümmungs- 
radien2)). Überdies  wurde  eine  Beziehung  bemerkt  zwischen  der 
Geometrie  der  Geraden  im  Räume  und  der  Totalität  der  Kegelschnitte 
einer  Ebene,  die  einer  gewissen  Bedingung  genügen3).  Schließlich 
wurden  die  Grundlagen  einer  Geometrie  des  Raumes  gelegt,  die  den 
Kegelschnitt  als  eigentliches  Grundelement  benutzt. 

Das  sind  vielleicht  alle  neuen  Ausblicke,  welche  die  moderne 
Geometrie  der  Theorie  der  Kegelschnitte  eröffnet  hat.  Aber  wie  könnten 


1)  Es  ist  die  Kurve,  die  0.  Terquem  seinen  Landsleuten  kurz  Hy perde 
zu  benennen  vorschlug  (Nouv.  Ann.  Mathém.,  X,  1851,  S.  127). 

2)  G.  Pirondini,  Sur  la  conique  osculatrice  des  lignes  planes  (Jornal  von 
Teixeira,  XI,  1892,  S.  9— 41);  E.  Cesàro,  Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie, 
deutsch  von  G.  Kowalewski  (Leipzig,  1901)  S.  20 ff.;  G.  Scheffers,  Ein- 
führung in  die  Theorie  der  Kurven  in  der  Ebene  und  im  Baume  (Leipzig,  1901) 
S.  53 — 54.  Der  Leser,  der  genauere  Angaben  über  den  Ursprung,  die  Entwick- 
lungsstadien und  den  sonstigen  Stand  dieser  Theorie  wünscht,  findet  diese  in 
einem  Aufsätze  von  E.  Wolf  fing:  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der 
Lehre  von  den  natürlichen  Koordinaten  (Bibliotheca  Mathematica,  III.  Folge,  I. 
(Leipzig,  1900),  S.  142—159. 

3)  S.  einen  Brief  von  L.  Cremona  an  E.  Beltrami  in  Bd.  X  des  Giornale 
von  Battaglini  (1872),  S.  47—48. 
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wir  uns  einbilden,  auch  nur  eine  Idee  aller  der  besonderen  Eigen- 
schaften anzugeben  —  unter  denen  sich  sogar  die  „sozial  properties" 
finden1)  —  die  an  diesen  berühmten  Kurven  sich  ergeben  haben.  Eine 
einfache  Sammlung  der  ausgesprochenen  Sätze,  die  sich  darauf  be- 
ziehen, würde  einen  gewichtigen  Band  füllen2).  Wir  müssen  es"  dem- 
nach vermeiden,  eine  Arbeit  zu  übernehmen,  die,  wenn  auch  hoch- 
interessant, dennoch  die  vorliegende  Schrift  von  der  ihr  zugewiesenen 
Route  abbringen  würde  und  das,  nachdem  sie  kaum  die  Anker  ge- 
lichtet hat.  Überdies  sind  die  analytischen  sowohl,  als  auch  die  syn- 
thetischen Lehrbücher  über  die  Theorie,  der  dieses  Kapitel  gewidmet 
ist,  so  zahlreich  und  so  wertvoll,  daß  es  ziemlich  leicht  ist,  sich  einen 
Begriff  zu  machen  von  der  Höhe,  auf  welche  zwanzig  Jahrhunderte 
fast  ununterbrochener  Arbeit  eine  der  umfangreichsten  und  schönsten 
Disziplinen,  welche  die  Geometrie  aufweist,  gebracht  haben. 

1)  S.  die  merkwürdige  Schrift:  The  romance  of  mathematics,  besprochen  in 
Nature,  May  8,  1888. 

2)  Vgl.  den  inhaltreichen  Artikel  von  F.  Dingeldey,  Kegelschnitte  und 
Kegelschnitt-Systeme  in  der  Encykl.  der  math.  Wiss.  Bezügl.  der  praktischen 
Anwendungen  siehe  Poppe  a.  0.     S.  99—110  und  194—209. 


IL  Abschnitt. 

Kurven  dritter  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 

Klassifikation. 

12.  Während  man  daran  war,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  zu 
entwickeln,  sammelte  sich  auch,  sozusagen  unbewußt,  das  Material 
für  die  Lehre  von  den  Kurven  höherer  Ordnung  an.  Unter  diesem 
nehmen  die  alten  Untersuchungen  über  einige  Kurven  dritter  und 
vierter  Ordnung,  die  wir  in  diesem  und  im  folgenden  Abschnitte 
behandeln  werden,  einen  hervorragenden  Platz  ein.  Jedoch  die  all- 
gemeine Theorie  der  Kurven  einer  bestimmten  Ordnung,  insbesondere 
die  der  Kurven  dritter  Ordnung,  konnte  nicht  entstehen,  und  entstand 
auch  nicht  eher,  als  nachdem  man  zu  den  Begriffen  „Ordnung  einer 
Kurve"  und  „allgemeine  Kurve  ihrer  Ordnung"  gelangt  war,  das  ist 
nach  der  Erfindung  der  kartesischen  Methode,  nach  welcher  diese 
Begriffe  naturgemäß  sich  ergeben.  Es  entspricht  dieser  Umstand  der 
Tatsache,  daß  seit  dem  Geburtsjahre  der  analytischen  Geometrie 
(1637) x),  weniger  als  30  Jahre  verflossen  waren,  als  Newton2),  indem 
er  eine  Klassifikation  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  ausführte, 
den  Grund  für  ein  methodisches  Studium  dieser  Kurven  legte.  Dieses 
Studium  wurde  von  da  an  mächtig  fortgesetzt  und  hat  inzwischen .  so 
viele  und  bedeutende  Resultate  gezeitigt,  daß  die  genannten  Kurven 
zu  denjenigen  geometrischen  Gebilden  gezählt  werden,  deren  Kenntnis 
beinahe  eine  vollständige  ist.3)  Als  Grundsteine  ihrer  Theorie  kann 
man  ansehen:  1.  Die  verschiedenen  Methoden,  sie  geometrisch  zu  kon- 
struieren, unter  denen  die  von  H.  Graßmann  einen  hervorragenden 
Platz  verdienen.4)     2.  Die  Sätze,  die  sich  auf  die  Konfiguration  ihrer 

1)  Im  J.  1637  wurde  nämlich  die  Geometrie  von  Descartes  veröffentlicht. 

2)  Vgl.  die  wertvolle  Abhandlung  von  W.  W.  EouseBall,  On  Newton 
Classification  of  cubie  curves  (Proc.  London  Math.  Soc,  XXII,  1891),  auf  welche 
wir  mehrmals  im  Verlaufe  dieses  Abschnitts  zurückkommen  werden. 

3)  Man  sehe  auch  übrigens  die  Lehrbücher  von  Plücker,  Salmon,  Cre- 
mona und  Clebsch-Lindemann  über  ebene  Kurven  im  allgemeinen  und  die 
beiden  Spezialarbeiten:  Durège,  Die  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Leipzig,  1871) 
und  Schroeter,  Die  Tlieorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Leipzig,  1888). 

4)  Vgl.  J.  Kühnert,  Die  Graßmannsche  Kr  zeugungsweise  von  ebenen  Kur- 
ven dritter  Ordnung  (Diss.  Tübingen,  1886);  H.  Fritz,   Über  die  erste  Graßmann- 
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Wendepunkte  beziehen.1)  3.  Den  Salmon sehen  Satz2),  der  aussagt, 
daß  das  Doppelverhältnis  der  vier  Tangenten,  die  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Knrve  (die  keinen  singulären  Punkt  besitzt) 
an  dieselbe  ziehen  kann,  konstant  ist;  der  Wert  dieses  Doppelver- 
hältnisses ist  eine  Größe,  die  durch  projektive  Transformationen  der 
Kurve  nicht  verändert  wird,  und  ist  auch  die  einzige  absolute  In- 
variante, welche  die  Kurve  besitzt.3) 

13.  Von  den  Sätzen  aus  der  zweiten  der  oben  angeführten 
Gruppen  richten  wir  unser  Augenmerk  zunächst  auf  den,  der  besagt, 
daß  eine  reelle  Kurve4)  dritter  Ordnung  wenigstens  einen  reellen 
Wendepunkt  besitzt.  Infolgedessen  können  wir  diesen  reellen  Wende- 
punkt zur  Ecke  As  des  Fundamentaldreiecks  eines  homogenen  Ko- 
ordinatensystems (xv  x2,  x3)  nehmen,  auf  welches  wir  die  reelle  Kurve 
dritter  Ordnung  r  beziehen,  und  die  entsprechende  Tangente  als  eine 
der  durch  A3  gehenden  Seiten,  a2  des  genannten  Dreiecks.  Die  Glei- 
chung der  Kurve  erhält  dann  folgende  Gestalt: 

*JC-t  —  OCn  1^*1  \p^\  ~T~  ^22    S  ~T~     83     S  ~T~  **  ^23    2    3  '  3 1  «^3*^1    1    ^  ^1 2    1    2j     \^Q       ik^=  ^hi) 

oder: 

%3^1  =  ^l  lA^ll  ^33   —   ^13)^1      1     (^22^33  ^23/  *^2    '    1^13^1  H~  ^23^2  "T  %3^37 

i     ^\Q'i2a33  ^13  ^23/^1  ^2_T 

Machen  wir  dann  eine  Koordinatenverschiebung,  die  durch  die  Formel 

Xs  —  (%i3Xi  -f-  ^23^2     i     ^33% 

bestimmt  wird,  so  kann  man  schreiben 

JUS)  Jj    q    ' wqo  JU-t       ~\~      \   tw-,  q      ~~      (Jj-t  4    Cvqq    )***'■*     f^O  |~~      \^*9<Ì  CvQO    CloO    )  tAS  n 

l     "  (%3  %3   —   ^12  tt33J  %1  ^2  ' 

Wenn  wir  nun  der  Einfachheit  halber  die  Bezeichnungen  ändern, 
so   sehen  wir  schließlich,   daß,  wenn  wir  das  System,  worauf  sie  be- 


sclie  Erzeugungsweise  von  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  und  deren  Analogon  im 
Baume  (Progr.  Darmstadt,  1889);  K.  Schmidt,  Untersuchungen  über  Kurven 
dritter  Ordnung  im  Anschlüsse  an  eine  Graßmannsche  Erzeugungsweise  (Diss. 
Gießen,  1908). 

1)  Vgl.  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra.  II.  Bd.  (II.  Aufl.,  Braunschweig 
1899),  S.  390  ff. 

2)  Théorèmes  sur  les  courbes  du  troisième  degré  (Grelles  Journ.  XLII,  1851). 

3)  Es  möge  auch  bemerkt  werden,  daß  die  Grundlagen  einer  systematischen 
Behandlung  der  Metrik  der  Kurven  dritter  Ordnung  in  der  Abhandlung  von 
J.  Thomae,  Über  orthogonale  Invarianten  der  Kurven  dritter  Ordnung  (Leipziger 
Ber.,  51,  1899,  S.  317—353)  sich  finden. 

4)  Wir  bezeichnen  im  allgemeinen  eine  Kurve  als  reell,  wenn  sie  durch 
eine  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  dargestellt  wird,  obwohl  sie  dann  auch 
nur  eine  endliche  Zahl  (Null  einbegriffen)  reeller  Punkte  enthalten  kann. 
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zogen  wird,  passend  wählen,  die  Gleichung  jeder  reellen  Kurve  dritter 
Ordnung  sich  auf  folgende  Form  bringen  läßt: 

OCaOOn  ==z  CtnOC-t  -f—  OQ/hOO-iOl/o  ~\     t) de) -Xh  Ä?«    i~  Cv%3ß9  •       v-"-/ 

Wird  nun  die  Seite  x2  =  0  des  Fundamentaldreiecks  ins  Unendliche 
projiziert,  so  daß  man  xx  =  x,  x2  =  1,  x3  =  y  setzen  kann,  so  geht 
Gleichung  (1)  über  in 

y2  =  a0x5  +  3axx2  +  3a2x  +  a3, (2) 

welche  Gleichung  in  kartesischen  Koordinaten  eine  Kurve  darstellt,  die 
man  divergente  Parabel  genannt  hat.  Projiziert  man  hingegen  die 
Seite  x3  =  0  ins  Unendliche  und  setzt  daher  x1=  x,  x2=  y,  x3=l,  so 
erhält  man  die  folgende  kartesische  Gleichung 

y  =  a0x3  +  3axx2y  +  3a%xy2  +  a3yz (3) 

Wir  werden  im  folgenden  auf  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  zurück- 
kommen, wollen  indessen  bemerken,  daß  Gleichung  (1)  noch  weiterer 
Umformungen  fähig  ist.  Wählen  wir  nun  in  der  Tat  die  Ecke  A% 
in  geeigneter  Weise,  so  läßt  sich  (1)  zurückführen  auf  folgende 
Gleichung  2  .  .  ,  2  \      n  (W 

Die  vom  Punkte  As  an  die  Kurve  gezogenen  Tangenten  haben  die 
Gleichungen  : 

vo    ==    \J  •  X-t     — —    \J  «  00a    ~~~    t/0-*    ====    \J  «  A/    U/o    "~~    Jb*     —    V/« 

und  daher  ist  ihr  Doppelverhältnis  &2;  dieses  ist  also  die  absolute 
Invariante  der  Kurve.  Bezeichnen  wir  nun  mit  q  einen  Proportionalitäts- 
faktor und  mit  A  einen  Parameter,  so  wird  der  Gleichung  (4)  genügt, 
indem  man  setzt 

qxx  =  l,     qx2  =  A3,     durch  qx3  =  Y (1  —  A2)  (1  —  k2X2). 

Setzt  man  aber  l  =  snu,  unter  der  Annahme,  daß  Je  der  Modulus 
dieser  elliptischen  Funktion  sei,  so  hat  man  weiter 

qxx  =  snu,       qx%  =  sn3u,       qx3  =  cnu  •  dnu     .     .     (5) 

Diese  Gleichungen  liefern  eine  parametrische  Darstellung  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  vermittels  der  (Ja  co  bischen)  elliptischen  Funk- 
tionen1), die  entsprechende  Bedingung  der  Kollinearität2)  dreier  Punkte 

lautet:  „,     .  „,     ,  „        n 

ux  -f-  u.2  +  u3  =  U. 

Auf  eine  analoge  Darstellung  durch  die  Weierstraßschen  ellip- 
tischen Funktionen  trifft  man,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  benutzt. 

1)  A.  Harnack,    tiber  die  Verivertung  der  elliptischen  Funktionen  für  die 
Geometrie  der  Kurven  dritten  Grades  (Math.  Annalen,  IX,  1876,  S.  1 — 51). 

2)  „Kollinearität"  bedeutet  hier  und  in  ähnlichen  Fällen  das  Liegen  auf 
derselben  Geraden. 
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Durch  eine  einfache  Verlegung  des  Koordinatenanfangs  verwandelt 
diese  sich  in  folgende  andere: 

y2  =  a0xs  +  3a2x  -\-  a3 (6) 

Betrachten  wir  nun  mit  Weierstraß  eine  Funktion  p,  die  mit  ihrer 
Abgeleiteten  p'  durch  die  Beziehung  verbunden  ist: 

und  setzt  man  3    

*  =  ]/-£-'&*,   y  =  p's,  ......   (7) 

so  wird  der  Gleichung  (6)  identisch  genügt)  und  somit  können  die 
Gleichungen  (7)  zur  parametrischen  Darstellung  der  Kurve  (6)  dienen. 
Unterwirft  man  die  letztere  einer  beliebigen  projektivischen  Trans- 
formation, so  ergibt  sich,  daß  jede  ebene  Kurve  dritter  Ordnung 
mittels  Gleichungen  folgender  Form  dargestellt  werden  kann 

QXt  =  aiS,)z  +  l.p'z  -f  c (*  =  l,  2,  3)     .     .     .     (8) 

Die   Bedingung    der  Kollinearität   dreier  Punkte   ist   auch    in   diesem 

FaUe  *  +  *  +  *.  =  0*). 

14.  Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  im  vorhergehenden  liefern  auch 
die  Antwort  auf  folgende  sehr  wichtige  Fragen:  Trifft  es  auch  für 
die  Kurven  dritter  Ordnung  zu,  wie  für  die  zweiter  Ordnung,  daß 
alle  aus  einer  einzigen  durch  Projektion  abgeleitet  werden  können?, 
und  im  verneinenden  Falle,  welches  sind  die  Fundamentaltypen,  aus 
welchen  man  durch  Projektion  die  Formen  aller  übrigen  erhalten 
kann?  Zur  Beantwortung  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (2)  und 
schreiben  sie,  wie  folgt: 

y2  =  ao  (x  ~  ai)  (x  ~  a2)  (x  ~~  aù  >    •   •   •   •   (2') 

wobei  wir  aQ  immer  positiv  nehmen  und  im  übrigen  die  Bezeichnungen 
so  wählen,  daß,  wenn  ax,  a2)  a3  reell  sind,  a±  <^  a2  <^  aB.  Dann  ist 
klar,  daß  Gleichung  (2')  ihrer  Natur  gemäß  und  infolge  der  Größe 
der  av  a2,  aB  nur  folgende  fünf  Fälle  darbieten  kann: 

I.  Oi,  «2,  «s  sind  reell  und  verschieden.  Dann  gibt  es  auf  der 
rr-Achse  die  Punkte  Av  A2,  As,  die  als  Abszissen  die  Werte  a1}  a2,  a3 
haben;  man  sieht,  daß,  um  reelle  Punkte  der  Kurve  zu  bekommen, 
die  Voraussetzung  nötig  ist:  at^x^a2,  oder  auch  #^«3;  es  ist 
leicht  daraus  abzuleiten,  daß  die  Kurve  aus  einem  Ovale  besteht,  das 
durch  die  Punkte  At  und  J.2  geht,  und  einem  unbegrenzten  Zweige, 


1)  Halphen,  Tratte  des  fonctions  ettiptiques  et  de  leurs  applications,  Bd.  II, 
(Paris,  1883)  Kap.  XI. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  2 
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der  durch  Az  geht;  sie  wurde  von  Newton  Parabola  campani- 
formis  cum  ovali  genannt1),  von  Cayley  Complex.2). 

II.  «i  ist  reell,  a*  und  az  konjugiert  imaginär.  Schreiben  wir 
Gleichung  (2^  für  diesen  Fall  folgendermaßen 

y2  =  aQ(x-  at)  [(x  -  pf  +  <f\, 

so  sehen  wir,  daß  wir  reelle  Punkte  der  Kurve  nur  dann  erhalten, 
wenn  x  ^  ax]  daraus  kann  man  die  Folgerung  ziehen,  daß  die  Kurve 
nur  aus  einem  einzigen  unbegrenzten  Zweige  besteht;  es  ist  die 
Parabola  pura  Newtons3),  die  Simplex  Cayleys.  —  Diese  Kurve 
ist  ebenso  wie  die  vorige  ohne  singulare  Punkte.  I  und  II  sind  auch 
die  typischen  Fundamentalformen  aller  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung 
mit  nicht  verschwindender  Diskriminante.  Ist  eine  Kurve  durch  ihre 
Gleichung  in  kartesischen  oder  homogenen  Koordinaten  gegeben,  so 
genügt  es,  um  zu  erkennen,  ob  sie  von  der  Form  I  oder  II  ist,  ihre 
Diskriminante  zu  berechnen;  ergibt  sich  diese  als  positiv,  so  ist  die 
Kurve  eine  Complex,  ist  sie  negativ,  so  ist  sie  eine  Simplex.4) 

Für  die  Kurven  I  und  II  ist  auch  in  vielen  Fällen  die  Anwendung 
folgender  kanonischer  Form  der  Gleichung  sehr  nützlich: 

die  man  erhält,  wenn  man  als  Fundamentaldreieck  dasjenige  der 
Wendepunktsdreiecke  nimmt,  welches  reell  ist;  sie  wurde  die  Grund- 
lage einer  neuen  und  bequemen  Parameterdarstellung,  welche  H.  Sievert 
ausführlich  untersuchte. 5) 

III.  a\  =  «2  und  «3  reell.     Die  Gleichung  (2')  wird  in  diesem 

y%  =  a0  (x  —  aj2  (x  —  a3) 
und  zeigt,  daß  der  Punkt  (a2,  0)  ein  isolierter  Punkt  der  Kurve  ist; 

1)  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis  (Londini,  1706),  neugedruckt  im  I.  Bd. 
von  J.  Neutonii  opuscula  mathematica  philosoxjihica  et  philologica  (Lausannae  et 
Genevae,  MDCCXLIV). 

2)  S.  die  Schriften  On  the  inflexions  of  the  cubical  divergent parabolas  (Quart. 
Journ.  Math.  VI,  1864);  On  the  Classification  of  cubie  curves  (Cambridge  Trans.  XI. 
Part  1, 1866)  und  On  the  cubical  divergent  parabolas  (Quart.  Journ.  Math.  IX,  1868), 
neugedruckt  in  Bd.  V  u.  VI  von  The  collected  papers  of  A.  Cayley  (Cambridge, 
1892—93). 

3)  Murdoch  (Neutonii  genesis  curvarum  per  umbras.  Londini,  1746)  unter- 
schied drei  Arten  der  reinen  Parabel,  die  er  ampullata,  campaniformis  und 
neutralis  nannte. 

4)  Diese  wichtige  Bemerkung,  welche  die  Gestalt  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  dem  Zeichen  ihrer  Diskriminante  verknüpft,  rührt  von  L.  Cremona  her  (s. 
die  Considerazioni  sulle  curve  piane  del  terz'  ordine,  Giom.  di  Mat.  II,  1864). 

5)  Die  Parameterdarstellung  der  Kurven  dritter  Ordnung  durch  Thetafwik- 
tionen  (Progr.  Bayreuth,  1905/6). 
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sie  enthält  ferner  unzählig  viele  reelle  Punkte,  die  den  Werten  x  ]>  a3 
entsprechen.  Von  Newton  wurde  diese  Parabola  punctata  von 
Cayley  Acnodal  genannt. 

IV.  «i  reell  und  a^  =  a$.     Aus  der  Gleichung 

y2  =  aQ  (x  —  ax)  (x  —  a2f 

geht  hervor,  daß  (a2,  0)  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  ist,  von  der  man 
alle  reellen  Punkte  erhält  durch  x  ^>  a.  Es  ist  die  Parabola  nodata 
Newtons,  die  Crunodal  Cayleys. 

V.  Wenn  schließlich  die  drei  Werte  ai,  a^  a%  unter  sich  gleich 
und  reell  sind,  so  kann  man  Gleichung  (2')  schreiben 

%f  =  a0(x-  a)3; 

die  entsprechende  Kurve  hat  eine  Spitze,  und  ist  daher  von  Newton 
Parabola  cuspidata,  von  Cayley  Cuspidal  genannt  worden. 

Aus  der  oben  in  kurzen  Zügen  gegebenen  Diskussion  ergibt  sich 
der  berühmte,  von  seinem  Entdecker,  Newton  „genesis  curvarum  per 
umbras"  betitelte  Satz,  der  die  zu  Anfang  dieser  Nr.  gestellten  Fragen 
beantwortet,  und  folgendermaßen  lautet:  Jede  ebene  Kurve  dritter 
Ordnung  kann  in  eine  der  fünf  divergenten  Parabeln  projiziert 
werden.1) 

Ein  Gegenstück  zu  diesem  Satze  bildet  ein  anderer  nicht  wenig 
bemerkenswerter,  den  wir  Chasles  verdanken.2)  Um  diesen  aufzu- 
stellen, benutzen  wir  die  Gleichung  (3)  und  bemerken,  daß  sie  eine 
Kurve  darstellt,  die  den  Koordinatenanfang  als  Mittelpunkt  hat,  da 
sie  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Vorzeichen  beider  Koordinaten 
umkehrt.     Schreiben  wir  sie  nun  in  der  Form 

y  =  a0  (x  -  axy)  (x  -  cc2y)  (x  -  cc3y)     .     .     .     .     (3') 

so  sieht  man,  daß  sie  eine  durchaus  analoge  Diskussion  zuläßt,  wie 
diejenige,  die  wir  bei  (2')  gemacht  haben,  daher  werden  die  ent- 
sprechenden E'urven  sich  ebenfalls  in  fünf  verschiedene  Kategorien 
einteilen  lassen.  Somit  ergibt  sich  hieraus  der  folgende  Satz  von 
Chasles:  Jede  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  kann  in  eine  der  fünf 
mit  Zentrum  versehenen  Kurven  dritter  Ordnung  projiziert  werden.3) 


1)  Dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  der  eingehenden  Untersuchungen  von 
J.  Kölmel:  Über  die  Ableitung  der  verschiedenen  Formen  der  Kurven  dritter 
Ordnung  durch  Projektion  und  Klassifikation  derselben  (Progr.  Ettenheim  1892, 
Mosbach  1895,  Baden-Baden  1904).  Über  dasselbe  Thema  s.  auch  die  schöne 
Abhandlung  von  H.  Wiener,  Die  Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Kegel 
dritter  Ordnung  in  13  Gattungen  (Halle  a.  S.  1901)  und  Emch,  Newtons  five  types 
of  plane  cubics  obtained  by  Steinerian  transformation  (Colorado  Studies,  I,  1904). 

2)  S.  Note  XX  des  Apercu  historique  (Bruxelles,  1837). 

3)  Diese  speziellen   Kurven  wurden   von  J.  Gromes  Teixeira  Chaslessche 

2* 
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15.  Bei  der  Einteilung  aller  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  in 
fünf  Kategorien  blieb  Newton  nicht  stehen;  indem  er  auch  die  Art 
und  Weise  betrachtete,  wie  sie  sich  im  Unendlichen  verhalten,  wies 
er  die  Existenz  von  12  Arten  nach,  zu  denen  noch  6  andere  hinzu- 
gefügt wurden.  Für  deren  Benennung  wandte  er  eine  Nomenklatur 
an,  deren  Wesen  aus  folgenden  seinen  Worten  hervorgeht:  „Enumerando 
curvas  horum  casuum  hyperbolam  vocamus  Inscriptam,  quae  tota 
jacet  in  assymptotòn  angulo  ad  instar  hyperbolae  conicae;  Circum- 
scriptam,  quae  asymptotos  secat  et  partes  abscissas  in  sinu  suo  am- 
plectitur;  Anibigenam,  quae  uno  crure  infinito  inscribitur  et  altero 
circumscribitur;  Converge ntem,  cujus  crura  concavitate  sua  se  in- 
vicem  respiciunt  et  in  plagam  eandem  diriguntur;  Divergentem 
cujus  crura  convexitate  sua  se  invicem  respiciunt  et  in  piagas  con- 
trarias diriguntur;  Cruris  contrariis  praeditam,  cujus  crura  in 
partes  contrarias  convexa  sunt,  et  in  piagas  contrarias  infinita;  Con- 
choidalem  quae  vertice  concava  et  cruris  divergenti  bus  ad  asympto- 
ton  applicatur;  Anguineam,  quae  flexibus  contrariis  asymptoton  se- 
cat, et  utrimque  in  crura  contraria  producitur;  Cruciformem,  quae 
conjugatam  decussat;  Nodatam,  quae  se  ipsa  decussat  in  orbem 
redeundo;  Cuspidatam,  cujus  partes  duae  in  angulo  contactus  con- 
currunt  et  ibi  terminantur;  Punctatam  quae  conjugatam  habet  in- 
finite parvam,  id  est  punctum;  et  Pur  am,  quae  per  impossibilitatem 
duarum  radicum,  ovali,  nodo,  cuspide  et  puncto  conjugato  privatur. 
Eodem  sensu  parabolani  quoque  convergentem,  divergentem,  cruris 
contrariis  praeditam,  cruciformem,  nodatam,  cuspidatam,  punctatam  et 
puram  nominabimus."  —  Außerdem  nannte  Newton  den  Hyper- 
bolismus  einer  Kurve  diejenige  Kurve,  die  man  aus  der  Gleichung 
in  kartesischen  Koordinaten  erhält  durch  die  Transformation  x  =  x, 

y'  =  m--1).     Die    Bezeichnung    der    übrigen    von   ihm    angewendeten 

Namen  ergibt  sich  aus  der  folgenden  Tabelle,  die  seine  Klassifikation 
zusammenfaßt.  Zu  dieser  Klassifikation  gelangte  der  große  Geometer 
indem  er  durch  geeignete  Transformation  der  Koordinaten  die  karte- 
sische  Gleichung  aller  Kurven  dritter  Ordnung  auf  vier  kanonische 
Formen  zurückführte,  die  auch  in  der  folgenden  Tabelle  angeführt 
sind;  in  der  letzten  Spalte  ist  die  Zahl  der  Spezies  jeder  Gattung 
angegeben,  wobei  die  Zahl  derjenigen  Spezies,  die  von  späteren  Kom- 
mentatoren hinzugefügt  wurden,  besonders  angeführt  ist. 


Kubiken  genannt;  in.  s.  Tratado  de  las  curvas  especiales  notables   (Madrid,  190ö) 
S.  92,  oder  Obras  sobre  mathematicas,  IV  (Coimbra,  1908)  S.  143. 

1)  Vgl.  den  Aufsatz  von  F.  Gomes  Teixeira,  Sobre  os  hyperbolismos  das 
conieas  (Porto  Annaes  II,  1907).  Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Bezeichnung 
zentraler  Hyperbolismus  von  Cayley  eingeführt  wurde,  um  den  Hyperbolismus 
eines  Kegelschnittes  mit  Zentrum  zu  bezeichnen. 
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I. 

xif  +  ey  =      ■ 

ax3  +  bx2  +  ex  +  d 


a>0 
Hyperbolae  re- 
dundantes 
oder 
Hyperbolicae 
a<0 
Hyperbolae  defi 
cientes 
oder 
Ellipsicae 

Hyperbolae . 
parabolicae 


adiametrales 
monodiametrales 
tridiametrales  2-\-2 

asymptotibus  coneurren- 

9 


9  Species 
12  +  2    "   „  . 


a=0 


tibus 
adiametrales 


monodiametrales 
adiametrales 

monodiametrales 


6 


1  =  0 
Hyperbolis- 
mi  conicae 


hyperbo 
lismi 
centrales 


c>0,  hyp.  hyper 
bolae 

e<0,  „   ellip- 
sae 

c=0,  „   para- 
bolae 


4  +  2 
4 


H. 


xy  =  ax3  +  bx2  +  ex  +  d.    Tridens1)  1        „ 

HL 
y2  =  ax3  +  bx2  +  ex  +  <£     Parabola  divergens  (vgl.  oben)      5        „ 

IV. 
y  =  ax3  +  bx2  +  ex  +  d.      Parabola  cubica  von  Wallis2)      1        „ 

16.  Die  Newtonsche  Klassifikation  erlitt  im  Laufe  der  Zeit  Um- 
wandlungen und  erfuhr  Verbesserungen,  jedoch  die  angewendete 
Nomenklatur  wurde  beibehalten,  weil  man,  auch  als  man  ihre  Mängel 
bemerkt  hatte,  es  für  unnötig  erachtete  die  Namen  zu  verändern,  da 
die  Gelegenheit,  sich  ihrer  zu  bedienen  so  selten  ist.  Es  sind  je- 
doch jetzt  ca.  vierzig  Jahre  her,  als  ein  Landsmann  Newtons,  F.  W. 
Newman,  es  für  ratsam  hielt,  einen  vollständigen  Wandel  zu 
schaffen,  indem  er  Namen  einführte,  die  er  der  Botanik,  der  Archi- 
tektur oder  dem  gewöhnlichen  Leben  entlehnte.3)  Seine  Vorschläge 
wurden  jedoch  mit  Gleichgültigkeit  aufgenommen  und  fielen  alsbald 
der  Vergessenheit  anheim.  Wenn  wir  sie  hier  aus  dem  Grabe,  in 
dem  sie  ruhen,  wieder  hervorrufen,  so  tun  wir  dies  nicht,  um  ihnen 
wieder  neues   Leben   einzuflößen,    sondern   gezwungen  von   der  Herr- 

1)  Vgl.  F.  Gomes  Teixeira,  Tratado  S.  63,  Obras  IV,  S.  103. 

2)  F.  Sibiriani,  Alcune  proprietà  metriche  della  cubica  del  Wallis  (Period. 
matern.,  XXI,  1906). 

3)  S.  den  Aufsatz:  On  curves  of  the  third  degree,  here  called  „tertians". 
(Brit.  Ass.  Rep.,  Exeter  1869). 
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schaft  des   hier   zu  behandelnden  Stoffes.     Wir  begnügen  uns  daher 
auch,  bloß  die  Namen  und  die  zugehörige  Gleichung  anzuführen. 


1.  ays  =  x2. 

2.  y2  ==  ax3  +  bx2  -\-cx-\-  d 


3.Ì 

4. 
5. 
6. 
7.1 


►  ay2  =  x3+  cx  +  d  < 


(c  =  d  =  0. 

c>0,d>0. 

c=0,d>0. 
{c=0,d<0. 


>ay2=x3—3b2x  +  2c3 


c=b. 

c=-b. 

c<b. 


9 
10 

11.  xy2  =  a3. 

12.  xy2  =  3b2(a-x). 

13.  x(y2  +  b2)  =  aby. 

14.  x(y2-b2)  =  aby. 

15.  x(y2-b2)  =  ab\ 

16.  xy2  =  mx2  +  nx  +P,  m  >  0 
17.Ì 
18. 
19. 

20.  / 

21.  \i2xy2  =  (a  —  x)3 
22 


xy2  =  m  [(x + b)2 -f c2] 


23. 


[i2  x  y2  =  (a  —  x)  [b  —  x) 


The  Whip-Snake. 

Peitschensehnur. 
The  Calyx. 

Kelch. 
The  Lily. 

Lilie. 
The  Tulip. 

Tulpe. 
The  Hyacinth. 

Hyazinthe. 
The  Convolvulus. 

Winde. 
c>0,c>b,     The  Pink. 

Nelke. 
Fuchsia,or  Fucia  or  knottedCaly  x 

Fuchsia  od.  Knotenkelch. 
Anti-Fucia  or  studded  Calyx. 

Umgekehrte  Fuchsie  od.  Nagelkelch. 
Bulbus. 

Zwiebel. 
The  Palmstems. 

Palmenstamm. 
The  Archer's  Bow. 

Schützenbogen. 
The  twisted  Bow. 

Geschweifter  Bogen. 
The  Pilaster. 

Pilaster. 
The  Archway  or  Tunnel. 

Schwibbogen  od.  Tunnel. 
The  Vas. 

Vase. 
c+0.   The  Urn. 

Urne. 
(c=0.   The  studdet  Goblet. 

Nagelbecher. 
(c  +  0.  The  Goblet. 
&<0  Becher. 

(c==0.  The  knotted  Goblet. 

Knotenbecher. 
The  Pyramid. 

Pyramide. 
[a>&.        The  Festoon  or  Cirrus. 

Guirlande  od.  Bänke. 
a<&.        The  overstudded  Hillock. 

Hügel  mit  Nagel  oben. 


&>0- 
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24. 
25. 
26. 
27.  \ 

28 
29 


[i2xy2  =  {a  —  x)(b-\-  xf 


•  (i2xy2= — #3-f  3  bx2+3cx+d 


The  understudded  Hillock. 

Hügel  mit  Nagel  unten. 
a>8&.      The  Capito  (great  Head). 

Dickkopf. 
a  =  86.      The  Cassis  (Helmet). 

Helm. 

d>63.  The  Tumulus  or  Mons. 

Grabhügel  od.  Berg. 
d=b3.   The  Tombstone  or  Cippus. 

Grabstein  od.  Säulenstumpf. 
d<bs.   The  Sphinx. 

Sphinx. 

30.   p2xy2  =  {m  —  x)(n  —  x)(j>  —  x).       Mountain  and  Moon. 

Berg  und  Mond. 

d>b%.  Mountain  and  Tarn. 

Berg  und  See. 
d=b3.  Bell  and  Clapper. 

Glocke  und  Klöppel. 
d<b3.   Clock  and  Pendulum. 

Uhr  und  Pendel. 


.  (i2xy2=(m— x)(n+x)  (p-\-x) 


31.1 

32 

33 

34.  q2  =  a2  tg  co  +  b2. 

35.  q2  cos  2  co  =  a2  tg  oo  +  b2. 


36.  Ì 
37 


^,2^2/2  =  #(#  —  «)2  — J—  & 


The  Cornutus. 
Gehörnte  Kurve. 

The  Butterfly. 
Schmetterling. 

a  4=0.  The  Trijuga  or  Triga. 

Dreigespann. 
a  =  0.  The  starry  Triga. 

Gestirntes  Dreigespann. 

The  Crane. 

Kran. 
Crane  and  Sack. 

Kran  mit  Sack. 
Swing  and  Chair. 

Schaukel  und  Stuhl. 
The  Trophy. 

Trophäe. 
The  knotted  Flower-pot. 


38 .  [i2xy2  =  (x  —  n)3. 

39.  [i2xy2  =  (x  —  m)2(x  —  n). 

40.  (i2xy2  =  (x  —  m)(x  —  n)(x  —  p). 

41.  yt,2xy2  =  (x  —  m)(x  +  n)(x  +  p) . 

42.  [i2xy2  =  (x  —  m)(x-\-n)2. 

Blumentopf  mit  Knoten. 

Unter  den  soeben  aufgezählten  Kurven  befinden  sich  einige,  die 
einer  unbestimmten  algebraischen  Quadratur  unterworfen  werden  können  ; 
einige  von  diesen  sind  jene,  welche  die  Nummern  22 — 26,  39  und  42 
haben  und  im  allgemeinen  alle  diejenigen,  die  sich  durch  eine  Glei- 
chung von  folgendem  Typus  darstellen  lassen: 


y 


ax  -i  / 


x  -\-  Sm 
x  —  m  ' 
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solche  Kurven  sind  von  M.  Marie  —  der  sie  zuerst  betrachtet  hat  : — 
Tre  fies  genannt.1) 

17.  Überlassen  wir  es  dem  Leser;  über  die  Vorteile  und  Güte 
der  Newmanschen  Nomenklatur  sich  ein  Urteil  zu  bilden,  und  be- 
merken, daß  alle  Kurven  dritter  Ordnung,  mit  denen  wir  uns  hier  zu- 
nächst beschäftigen  werden,  mit  Doppelpunkten  versehen  sind,  oder 
durch  die  zyklischen  Punkte  (vgl.  Nr.  7)  hindurchgehen,  oder  auch 
sich  dieser  beiden  Besonderheiten  erfreuen;  wir  halten  es  daher  für 
angemessen,  in  den  beiden  folgenden  Kapiteln  die  hervorragenderen 
Eigenschaften  der  rationalen  und  der  zirkulären  Kurven  dritter 
Ordnung  auseinanderzusetzen.2) 

Zuvor  wollen  wir  jedoch  noch  drei  besondere  Kurven  dritter  Ord- 
nung erwähnen,  welche  weder  der  einen,  noch  der  andern  der  soeben 
erwähnten  Kategorien  angehören: 

Die  erste  gehört  zur  Klasse  der  physikalisch-mathematischen 
Kurven,  indem  sie  folgendes  mechanisches  Problem  löst:  „Gegeben 
auf  einer  horizontalen  Geraden  zwei  Punkte  A  und  B\  eine  Kurve  r 
zu  finden,  derart,  daß,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt  derselben  ist, 
die  Zeit  des  Herabgleitens  und  Aufsteigens  eines  schweren  Punktes 
auf  den  beiden  Geraden  AP  und  PB  konstant  ist."  Nimmt  man 
als  Achsen  die  Gerade  AB  und  die,  welche  die  Strecke  AB  =  2a 
senkrecht  halbiert,  so  findet  man  bald  als  Gleichung  der  Kurve 
Agende  ya,+  ((,_y)»      y,.  + (.  +  ,)■  _ 

V  gx  V  gx 

N.  Fu  ss,  der  diese  Gleichung  aufgestellt  hat3),  bemerkte,  daß  die 
dargestellte  Kurve  in  ihrer  Form  viele  Analogien  mit  der  Konchoide 
der  Alten  (Nr.  66ff.)  darbietet. 

Die  zweite  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  drei 
gegebenen  Geraden  ein  konstantes  Produkt  bilden.  Ihre  kartesische 
Gleichung  lautet  daher 

(x  cos  cct  +  y  sin  at  —  p±)  •  (x  cos  cc2  +  y  sin  cc2  —  p2) 

■  (x  cos  «3  -J-  y  sin  a3  —  p3)  =  a3. 

Die  Kurve  hat  drei  reelle  Wendepunkte  im  Unendlichen,  und  wurde 
von  Korneck,  der  sich  mit  ihr  beschäftigt  hat,  kubische  Hyperbel 


1)  Realisation  et  usage  des  formes  imaginaires  en  geometrie  (Nouv.  Ann.  Math., 
3e  Ser.,  XI,  1892). 

2)  Man  hat  auch  die  orthischen  Kurven  dritter  Ordnung  untersucht, 
d.h.  diejenigen,  welche  zum  Paar  der  zyklischen  Punkte  apolar  sind;  die  Polar- 
kegelschnitte der  Punkte  der  Ebene  in  bezug  auf  eine  solche  Kurve  sind  alle 
gleichseitige  Hyperbeln.  Vgl.  C.  E.  Brooks,  A  note  on  the  orthie  cubie  curves 
(3.  Hopkins  Univ.  Circulars,  1904). 

3)  De  descensu  gravium  super  arcu  lemniscatae  (Mem.  de  St.  Pétersbourg,  IX, 
1824). 
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genannt1);  sie  ergibt  sich  auch  als  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte von  gegebenem  Inhalt,  die  drei  gegebene  Geraden  berühren; 
nebenher  wollen  wir  bemerken,  daß  der  analoge  Ort  der  Mittelpunkte 
der  Kegelschnitte,  die  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen,  von  der 
sechsten  Ordnung  ist. 

Die  dritte  hat  in  kartesischen  Koordinaten  die  Gleichung 

xy(x  +  y)  =  a3;2) 

sie  liegt  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Gerade  x  —  y  =  0  und  hat 
drei  reelle  Wendepunkte  im  Unendlichen  ;  die  entsprechenden  Tangenten 
haben  die  Gleichung  x  =  0,  y  =  0,  x  -j-  y  =  0.  Ihre  Hessesche 
Kurve  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden  komplex- 
konjugierten Geraden  dargestellt  durch  die  Gleichung 

x2  -f  ccy  -f-  y2  =  0.3) 


Zweites  Kapitel. 

Allgemeines  über  die  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung. 

18.  Von  den  in  Nr.  14  bezeichneten  divergenten  Parabeln  sind 
drei  je  mit  einem  singulären  Punkte  versehen;  schneiden  wird  diese  mit 
einem  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  betreffende  singulare 
Punkt  ist,  so  entsteht  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten 
der  Kurve  und  den  Werten  eines  Parameters  X,  wodurch  bestätigt  wird 
daß  die  Kurve  rational  ist.  Projizieren  wir  eine  solche  Kurve  in  be- 
liebiger Weise,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Formeln: 

^>^.  =  af0/l3  +  au22-f-a.22  +  a.3       (i=i,2,3)     .     .     .     (1) 

wo  q  ein  Proportionalitätsfaktor  und  X  der  Parameter  ist.  Diese  liefern 
die  gemeinsame  parametrische  Darstellung  für  alle  die  oc8  rationalen 
Kurven   dritter  Ordnung,    die   es  in   einer  Ebene  gibt.4)     Führen  wir 


1)  Eine  mathematische  Abhandlung  über  den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
punkte von  Kegelschnitten,  von  denen  drei  Tangenten  oder  drei  Punkte  nebst  der 
Fläche  gegeben  sind  (Progr.  Oels,  1868). 

2)  J.  Alvera,  Die  Kurve  dritten  Grades  xy(x  -j-  y)  =  as  (Diss.  Rostock, 
1873). 

3)  Zu  anderen  Kurven,  die,  wie  die  hier  zuletzt  betrachtete,  drei  in  einen 
Punkt  zusammenlaufende  Asymptoten  haben,  gelangt  man,  wenn  man  diejenigen 
Kurven  dritter  Ordnung  aufsucht,  in  bezug  auf  welche  es  oc1  Punkte  gibt, 
deren  erste  Polare  ein  Kreis  ist  (m.  s.  den  Aufsatz  von  Stuyvaert,  Point  remar- 
quable  dans  le  plan  d'une  cubique;  Nouv.  Ann.  Math.,  3e  Serie,  XVIII,  1899);  nur 
eine  Asymptote  einer  solchen  Kurve  ist  reell,  und  wenn  a,  ß  die  Winkel  sind, 
welche  sie  mit  den  zwei  anderen  bildet,   so  besteht  die  Gleichung 

cot  (a  —  ß)  =  cot  a  —  cot  ß . 

4)  S.  hierüber  Igel,  Über  ebene  Kurven  dritter  Ordnung  mit  einein  Doppel- 
punkt (Math.  Ann.  VI,  1873). 
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nun  die  Bedingung  an  dafür,  daß  die  drei  Punkte  (a),  (/3),  (y)  in  ge- 
rader Linie  liegen1),  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  Pro- 
dukt der  beiden  Matrizen 


'10 

an 

«12 

«13 

as 

9 

a 

a 

1 

'20 

«21 

«22 

«23 

p 

ß2 

ß 

1 

'30 

«31 

«32 

«33 

ys 

f 

Y 

1 

a? 

gleich  Null  ist;  daher  wird  man  haben: 

1     -(a  +  ß  +  y)     ßy  +  ya  +  aß     -aßy 


«10 
«20 
«30 


a 


ii 


a. 


a. 


*33 


=  0 


(2) 


oder  auch,  wenn  man  mit  Jc0,  Jc1}  Jc2,  k3  die  Determinanten  bezeichnet, 
die  man  aus  der  Matrix 


10       "11       "12       "13 

tvon  W-oi  Woo  (Xao 


"20 


"30 


"21 


"32 


erhält,  indem  man  der  Reihe  nach  die  erste,  zweite,  dritte,  vierte 
Vertikale  aas  streicht 

K  +  lct(a  +  ß  +  y)+lc2(ßy  +  ra  +  aß)  +  1c3aßy  =  0.    .     .     (2') 

Setzen  wir  die  a,  ß,  y  einander  gleich,  so  verwandelt  sich  Gleichung 
(2)  oder  (2')  in  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  a  die  drei  Wendepunkte 
der  Kurve  bestimmen.     Die  sich  ergebenden  Gleichungen  sind: 


oder 


"20 


3co2 

—  CO 

«12 

«13 

«22 

«23 

«39 

«33 

(3) 


k0  +  3/4  co  -f  3&2  co2  +  £3  co3  =  0 (3') 

Mit  Hilfe  von  (2)  oder  (2')  ist  es  sehr  leicht,  aus  diesen  Gleichungen 
abzuleiten,  daß  die  drei  Wendepunkte  der  Kurve  in  gerader 
Linie  liegen;  davon  ist  einer  oder  alle  drei  reell,  je  nachdem  die 
Diskriminante  von  (3') 

D  =  (k0hz-hJc2y-^c1lc3-J^)-(koh-h12)   ...     (4) 
positiv  oder  negativ  ist.  —  Einem  Doppelpunkte  der  Kurve  entsprechen 


1)  Wir  bezeichnen   hier   und  im  folgenden   mit  (iL)   den   dem  Werte  X  des 
Parameters  entsprechenden  Punkt. 
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zwei  Werte  d1}  d2  des  Parameters;  diese  müssen  so  beschaffen  sein, 
daß,  wenn  man  irgend  einen  Punkt  (A)  auf  der  Kurve  annimmt,  in 
bezug  auf  A  der  Kollinearitäts-Bedingung  für  die  drei  Punkte  (ó\)  (ß2)  (A) 
identisch  genügt  wird.     Gleichung  (2')  ergibt  dann: 

Daraus  folgt,  daß  ä±  und  ö2  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

1     -6     S2 


=  0 


(5) 


Die  Diskriminante  dieser  Gleichung  ist  ebenfalls  _D,  und  daher  ist 
der  Doppelpunkt  der  Kurve  ein  Knotenpunkt  oder  ein  isolierter,  je 
nachdem  D  positiv  oder  negativ  ist.  Dieser  Umstand  zugleich  mit 
einem  oben  hervorgehobenen  führt  zu  dem  Schlüsse:  Eine  rationale 
Kurve  dritter  Ordnung  besitzt  einen  oder  drei  reelle  Wendepunkte, 
je  nachdem  sie  einen  Knoten-  oder  isolierten  Punkt  hat.  Im  Falle 
T>  =  0,  wenn  die  Kurve  eine  Spitze  hat,  hat  sie  einen  einzigen,  natür- 
lich immer  reellen,  Wendepunkt. 

Aus   Gleichung  (1)   folgt,    daß    die  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  (X)  und  (ji)  die  Gleichung  hat: 


"10 


"20 


"30 


"31 


"12 


"32 


"13 


0 


(6) 


0         3     —(X+(i)    Xp         0 

0         0  1     —(A+fO    3A|u, 

Setzen  wir  insbesondere  ft  =  X,  so  ergibt  sich,  daß  die  Gleichung  der 
Tangente  im  Punkte  (A)  sich  folgendermaßen  darstellt: 


(7) 


Daraus  geht  hervor,  daß  die  betrachtete  Kurve  im  allgemeinen  vierter 
Klasse  ist. 

19.  Die  gewöhnliche  Gleichung  der  von  uns  betrachteten  Kurve 
würden  wir  erhalten,  wenn  wir  aus  Gleichung  (1)  A  eliminierten.  Wir 
wollen  diese  Rechnung  nicht  ausführen1)   und  lieber  die  einfachsten 


xl 

a10 

«ii 

«12 

«13 

x2 

«20 

«21 

a22 

«23 

xs 

«so 

aBl 

«32 

«33 

0 

3 

—  2X 

A2 

0 

0 

0 

1 

—  21 

3A2 

1)  Man  findet  dieselbe  bei  Clebsck-Lindemann,   Vorlesungen  über  Geo- 
metrie I  (Leipzig  1876)  S.  887. 
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kanonischen  Formen,  auf  welche  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung 
zurückführbar  ist,  je  nachdem  sie  einen  Knoten-,  Rückkehr-  oder  iso- 
lierten Punkt  hat,  aufstellen. 

a)  Im  ersten  Falle,  wenn  wir  als  Ecke  A3  des  Fundamentaldreiecks 
den  singulären  Punkt  der  Kurve  wählen,  so  ist  sie  durch  folgende 
Gleichung  darzustellen: 

Setzen  wir  x2  =  Xxx,  so  ergibt  sich 

qxx  =  ml,     qx2  =  ml2,     qx3  =  c0  -}-  cx/l  +  c2a2  -f  c3a3, 
und  daher  die  Bedingung  der  Kollinearität  der  drei  Punkte  (a)  (ß)  (y) 

aßy  =  k     .........     (9) 

indem  wir  der  Kürze  halber  k  = setzen. 

Ist  überdies  die  Kurve  symmetrisch  in  bezug  auf  eine  Achse  und 
nimmt  man  diese  als  Abszissenachse,  so  erhält  die  kartesische  Gleichung 
der  Kurve  das  Aussehen 

x(x2  +  Jcy2)  =  ax2  -f-  by2, 

wobei  ß<0  angenommen  werden  muß,  da  wenn  &>0  die  Kurve  einen 
isolierten  Punkt  hätte2).  Befindet  sich  der  Doppelpunkt  im  Unend- 
lichen, so  kann  die  Kurvengleichung  geschrieben  werden  in  der  Form 

x2y  +  aby  —  a2x  =  0 

wo  ab  <  0  genommen  werden  muß;  wäre  ab  >  0,  so  hätte  die  Kurve 
einen  isolierten  Punkt  im  Unendlichen  und  stellte  dann  eine  Newton- 
sche  Serpentine  (anguinea)  dar3). 

b)  Wenn  hingegen  die  Kurve  eine  Spitze  hat,  ist  ihre  Gleichung 
in  homogenen  Koordinaten  auf  folgende  Form  zu  bringen4) 

also  hat  sie  die  parametrische  Darstellung 

Q  X-t   —  A  ,       Q  Xn  —  A  ,       0  Xn  =  -L  , 

und  statt  der  Gleichung  (9)  erhält  man  folgende  Kollinearitäts- 
bedingung 

a  +  /3  +  y  =  0 (11) 

1)  Em.  Weyr,  Zur  Geometrie  der  Kurven  dritter  Ordnung  (Zeitsehr.  Math. 
Phys.  XV,  1870). 

2)  E.  N.  Barisien  (im  Intermédiaire ,  VII,  1900,  S.  79—80)  hat  vorge- 
schlagen, die  durch  obige  Gleichung  dargestellten  Kurven   cubiques   ellipti- 

ques,  paraboliques  oder  hyperboliques  zu  nennen,  je  nachdem  k-^,0. 

3)  Vgl.  F.  Gomes  Teixeira,  Tratado  S.  59,  Obras  IV,  S.  97. 

4)  G.  Salmon,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven,  deutsch 
v.  W.  Fiedler  (Leipzig,  1873)  S.  221. 
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c)  Wenn    schließlich   die   Kurve   einen  isolierten  Punkt  hat,   so 
wird  man  ihre  Gleichung  schreiben  können1): 


/  /vi      À         I  /V>      ä\    /vi        __      /vi 


(12) 


und  jene  hat  dann  folgende  parametrische  Darstellung 

qx1  =  1jt12,     qx2  =  1(1  -f  A2),     qx3  =  XB. 
Die  Kollinearitätsbedingung  ist 

cc+  ß  +  y-aßy  =  0 (13) 

Setzen   wir  allgemein  1  =  tgZ,   so  wird  diese    zu  tg(a  +  &  +  c)  =  0, 
a  +  6  +  c==0  (mod.  ä)2) (14) 

Diese  Formeln  wenden  wir  auf  die  Untersuchung  der  Stein  er- 
sehen Polygone  an3),  die  einer  rationalen  ebenen  Kurve  dritter 
Ordnung  einbeschrieben  werden  können.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen 
wir  als  „Fundamentalpunkte  des  Polygons"  die  beiden  Punkte  (tx) 
und  (t2)  der  Kurve;  wir  nehmen  auf  derselben  einen  dritten  beliebigen 
Punkt  (|1);  verbinden  diesen  mit  (rj  und  bestimmen  den  dritten 
Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  mit  der  Kurve  (|2);  wir  verbinden 
(|2)  mit  (r2)  und  nennen  den  Punkt,  in  welchem  diese  Gerade  die 
Kurve  nochmals  trifft  (|3)  ...     So  erhalten  wir  nach  2n  Operationen 

auf  der  Kurve  2n  +  3  Punkte,  fa),  fa),  (li),  (l2),  (£3) (la«)» 

(£271  +  1)7  zwischen  deren  Parametern  eine  der  folgenden  Gruppen  von 
2n  Bedingungen  bestehen,  je  nachdem  die  Kurve  einen  Knoten-,  Rück- 
kehr- oder  isolierten  Punkt  hat: 


rl  §1  b-2 
rl  £3  fe4 


r  t  t      —  Z- 

*i  +  li  +  £2         =  0, 

*!  +    g,  +    t  =   0, 


r   fc      P  —1c 


(15) 


%%  4-  |8  + 

To   +    £4  + 


=  0 
=  0 


ri  ~r  §2  M  _  1  +  §2  7t 


0, 


r2   ~H    ^2»   +    ?2«  +  l    —    "- 


(16) 


1)  Daselbst  S.  226. 

2)  Eine  andere  Ableitung  dieser  Bedingung  findet  man  bei  K.  Zahradnik, 
Contribution  à  la  théorie  des  cubiques  cuspidales  (Nouv.  Ann.  Math.,  3e  Sei-., 
XVIII,  1899). 

3)  Diese  Anwendung  findet  sich  für  die  Kurve  mit  Knotenpunkt  entwickelt 
in  einem  Aufsatze  von  Em.  Weyr,  Über  Kurven  dritter  Ordnung  mit  einem 
Mittelpunkt  (Math.  Ann.  III,  1871);  für  die  übrigen  in  demjenigen  vom  Verf., 
1  poligoni  di  Steiner  nelle  cubiche  razionali  (Prager  Ber.,  1896). 
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h  +  xi  +  xi 

* l    l     %$  ~T~  %4. 

^0, 

^2  ~f~  ^2    i~  X3 
^2  "T  ^4  "T  #5 

=  0 
=  0 

.  Minori.  57^ 

(17) 

^1  +  ^2^-1  +  ^2»^^?  ^2  +  X2n  +  ^271  +  1  =  ^ 

Sollen  nmi  die  angeführten  Operationen  zu  einem  geschlossenen  poly- 
gonalen Linienzuge  führen,  also  zu  einem  Steinerschen  Polygon,  so 
muß  £2n  +  i  =  £i  sem-  Machen  wir  diese  Veränderung  in  den  Be- 
ziehungen (15),  (16),  (17)  und  multiplizieren  dann  die  n  Gleichungen 
(15)  miteinander  oder  addieren  die  n  Beziehungen  (16)  oder  (17)  und 
zwar  diejenigen,  die  in  derselben  Vertikalreihe  stehen,  so  ergeben 
sich  aus  den  resultierenden  Gleichungen,  wenn  man  sie  in  geschickter 
Weise  vergleicht,  folgende  Beziehungen  für  die  beiden  Fundamental- 
Punkte 

x\  =  %\  .  .  (18)         t±=H  ■  •  (19)         nt±  =  nt2  (mod.  %)  .  .  (20) 

Jede  derselben  wird  zur  Bestimmung  eines  der  Punkte  (tj)  (t2)  dienen 
können,  wenn  man  den  anderen  kennt.  Wenn  nun  n  ungerade,  so  ist 
die  einzige  reelle  Lösung  von  (18)  t1=^t2}  wenn  aber  n  eine  gerade  Zahl 
ist,  so  kann  man  auch  setzen  tt=  —  t2;  dies  zeigt:  In  einer  Knrve 
dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  gibt  es  nur  solche  Steinersche 
Polygone,  deren  Seitenzahl  ein  Vielfaches  von  4  ist;  ist  nun  eine 
Zahl  dieser  Art  gegeben  und  auf  der  Kurve  beliebig  ein  Punkt  an- 
genommen, so  gibt  es  nur  einen  einzigen  ihm  zugeordneten  Punkt 
der  Kurve,  der  mit  ihm  ein  Paar  Fundamentalpunkte  bilden  kann. 
Die  Gleichung  (19)  dagegen  wird  nur  befriedigt  durch  t2  =  %x  und 
also:  Auf  einer  Kurve  mit  Spitze  gibt  es  keine  Steinerschen  Poly- 
gone im  eigentlichen  Sinne.     Aus  (20)  endlich  ergibt  sich 

*2=*i+^>       (*Äli  2>  3'  •  •  •>  »-1) 

und  demnach:  Auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  isoliertem  Punkte 
gibt  es  Steinersche  Vielecke  jeder  geraden  Ordnnng  2n;  nimmt  man 
einen  Punkt  der  Kurve  beliebig  an,  so  gibt  es  noch  n  —  1  weitere, 
von  denen  jeder  mit  diesem  ein  Paar  Fundamentalpunkte  eines 
Steinerschen  2n-Ecks  bildet. 

20.  Die  parametrischen  Darstellungen,  die  mit  solcher  Leichtig- 
keit zu  diesen  Resultaten  führten,  dienen  auch  im  allgemeinen  dazu, 
in  vorzüglicher  Weise  alle  Fragen,  die  die  Geometrie  der  rationalen 
Kurve  dritter  Ordnung  betreffen,  zu  behandeln.  Z.  B.  eignen  sie  sich 
zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  eines  Systems  von  Punkten 
von  denen  jeder  der  Tangentialpunkt  des  folgenden  ist1).    Mit  dieser 

1)  Durège,  Übe)-  fortgesetztes  Tangentenziehen  an  Kurven  dritter  Ordnung 
mit   einem  Doppel-   oder  Bückkehrpunkte    (Math.  Ann.  I,    1869).     Eine  ähnliche 
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speziellen  Frage  wollen  wir  uns  hier  nicht  aufhalten,  wollen  jedoch  be- 
merken, daß  man  durch  Anwendung  der  Gr  aß  mann  sehen  Begriffe  und 
Methoden  zu  einer  einfachen  Konstruktion  jeder  Kurve  dritter  Ord- 
nung mit  Knotenpunkt  gelangt1),  ebenso  zu  ihrer  Hesseschen  Kurve2). 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  auf  das  Problem  der  Rekti- 
fikation der  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  hinweisen.  Die  Auf- 
gabe hängt  im  allgemeinen  von  hyperelliptischen  Integralen  vom  Ge- 
schlechte 3  ab,  vereinfacht  sich  jedoch  in  speziellen  Fällen.  So  werden 
wir  sehen,  daß  die  gerade  Kissoide  (Kap.  4)  und  die  semikubische  Parabel 
(Abschn.  V,  Kap.  2)  elementar  rektifizierbar  sind;  so  hat  G.  Salmon  vor 
fast  sechzig  Jahren3),  und  neuerdings  Gr.  de  Longchamps4)  bemerkt,  daß 
die  elliptischen  Integrale  genügen,  um  alle  rationalen  zirkulären  Kurven 
dritter  Ordnung  zu  rektifizieren;  so  fand  endlich  G.  Darboux5),  daß  die 
Krümmungslinien  der  Enneperschen  Minimalflächen  algebraisch  rek- 
tifizierbare Kurven  dritter  Ordnung  sind.  Endlich  stellte  sich  und  löste 
Raffy6)  das  Problem  der  Bestimmung  aller  rationalen  Kurven  dritter 
Ordnung,  deren  Rektifikation  durch  Funktionen  von  niederem  als  dem 
dritten  Geschlechtes  sich  ausführen  läßt,  und  durch  eine  erschöpfende 
Untersuchung,  deren  Wiedergabe  wir  uns  hier  versagen  müssen,  ge- 
langte er  zu  folgendem  Satze: 

Von  den  rationalen  Kurven   dritter   Ordnung  sind  rektifizierbar: 

I.  Algebraisch:  Die  von  Raffy  caustiques-polaires  genannten, 
d.  h.  die  Kurven,  welche  man  entweder  als  negative  Fußpunktkurve  einer 
Parabel  in  bezug  auf  den  Brennpunkt  oder  als  Brennlinie  derselben 
Kurve  erklären  kann  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Lichtstrahlen 
normal  zur  Achse  sind  (vgl.  Nr.  49). 

IL  Durch  zirkuläre  Integrale  (d.  h.  durch  Integrale  der 
Form  f  f(x,  ]/ax2-{-  bx  -f-  c)  dx,  wo  f  eine  rationale  Funktion  be- 
deutet   1)  diejenigen,  welche  in  rechtwinkligen  kartesischen  Koordi- 

^3 g£ 

naten,  folgender  parametrischen  Darstellung  fähig  sind  :  x  =  a  —. —   — , 

y  =  a—. :    2)  die  (geraden  oder  schiefen)  semikubischen  Parabeln; 

3)  die  geraden  und  schiefen  Kissoiden. 


Frage  wurde  durch  C.  Bio  che  im  Aufsatze  Sur  les  cubiques  à  point  de  rebrousse- 
ment  (Nouv.  Ann.  Math.,  3e  Ser.,  XII,  1893)  behandelt. 

1)  F.  Dingeldey,    Über  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  (Math. 
Ann.  XXVII,  1886). 

2)  Id.,  Zur  Konstruktion  der  Hesseschen  Kurve  der  rationalen  Kurven  dritter 
Ordnung  (Math.  Ann.  XXVIII,  1887). 

3)  Higher  plane  Curves  (Dublin  1852,  S.  267). 

4)  Sur  la  rectification  de  quelques  courbes  remarquables  (Mathésis  VII,  1887). 

5)  Lecons  sur  la  théorie  generale  des  surfaces,  Bd.  I  (Paris,  1887)  S.  318. 

6)  S.   die  Abhandlung   Sur  la  rectification  des  cubiques  planes  unicursales- 
(Ann.  Ec.  norm.,  3C  Ser.,  VI,  1889). 


32  II.  Abschnitt:  Kurven  dritter  Ordnung. 

III.  Durch  Funktionen  vom  Geschlecht  1,  diejenigen,  die 
eine  der  folgenden  Singularitäten  aufweisen:  1)  zwei  Wendepunkte  im 
Endlichen  mit  einer  isotropischen1)  Tangente;  2)  eine  Spitze  im  End- 
lichen und  Berührung  mit  der  unendlich  fernen  Geraden;  3)  eine 
Spitze  oder  einen  Wendepunkt  im  Unendlichen;  4)  Durchgang  durch 
die  zyklischen  Punkte. 

IV.  Durch  Funktionen  vom  Geschlecht  2:  diejenigen,  welche 
entweder  1)  eine  Spitze  im  Endlichen  haben,  oder  2)  eine  einfache 
Berührung  mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  oder  endlich  3)  einen 
Doppelpunkt  im  Unendlichen. 

Mit  Berücksichtigung  der  Einzelheiten  dieses  Satzes  ist  der  Leser 
in  den  Stand  gesetzt,  die  analytische  Natur  der  Funktionen,  von  denen 
die  Rektifikation  aller  in  diesem  Abschnitte  betrachteten  Kurven  ab- 
hängt, ohne  unsere  Hilfe  zu  bestimmen. 


Drittes  Kapitel. 

Allgemeines  über  die  zirkulären  Kurven  dritter  Ordnung1.2) 

21.  Eine  zirkuläre  Kurve3)  dritter  Ordnung  oder  Kata- 
sp ir  ic  a 4)  ist  durch  sieben  oder  sechs  Punkte  bestimmt,  je  nachdem 
sie  vom  Geschlechte  1  oder  0  ist.  Ihre  Gleichung,  bezogen  auf  ein 
rechtwinkliges  kartesisches  Achsensystem,  kann  immer  auf  die  Form 
gebracht  werden 

(ax  +  ßy)  (x2  +  f)  +  ax2  +  2hxy  +  ~btf  +  2g x  +  2fy  +  c  =  0.  (1) 

Außer  den  zyklischen  Punkten  besitzt  die  Kurve  im  Unendlichen 
noch  einen  immer  reellen  Punkt,  nämlich  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Geraden  ax  -f-  ßy  =  0;    wenn  man  daher  die  x- Achse  parallel  zu 


1)  Man  nennt  bekanntlich  isotropisch  eine  Gerade,  wenn  sie  durch  einen 
zyklischen  Punkt  der  Ebene  geht. 

2)  Vgl.  C.  A.  Bjerkneß,  Sur  une  certame  classe  de  courbes  de  troisième 
ordre  rapportées  à  lignes  droites,  qui  dépendent  de  paramètres  donnés  (Journ.  f. 
Math.  LV,  1858);  J.  Casey,  On  bicircular  quartics,  art.  90 — 115  (Irish  Trans. 
XXIV,  1869);  L.  A.  Strnad,  Über  Cirkularkurven  dritten  Grades.  (Progr.  Realsch. 
Königgrätz,  1883)  (böhmisch);  F.  Fricke,  Über  ebene  Kurven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  imaginären  Kreispunkte  gehen  (Diss.  Jena,  1898). 

3)  Die  zirkulären  Kurven  werden  mißbräuchlich  bisweilen  zyklische 
Kurven  genannt,  wodurch  Verwechslungen  mit  Kreisrollkurven  (vgl.  Abschn.VII, 
Kap.  9)  herbeigeführt  werden. 

4)  Eine  von  E.  Laguerre  eingeführte  Bezeichnung  in  dem  Aufsatze  Sur  la 
courbe  enveloppée  par  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  donnés  etc. 
(Nouv.  Ann.  Math.,  2C  Serie,  XVIII,  1879;  (Euvres  de  Laguerre,  II,  Paris  1905,  S.  554) 
um  daran  zu  erinnern,  daß  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung  als  eine  spirische 
Linie  (vgl.  Absclm.  III,  Kap.  4)  mit  unendlich  fernem  singulären  Brennpunkte 
betrachtet  werden  kann. 
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dieser  Geraden  nimmt,  so  vereinfacht  sich.  Gleichung  (1)  und  wird  zu 

y(x2  -f  y2)  +  ax2  +  2hxy  +  by2  +  2gx  +  2fy  +  c  =  0     .     (2) 

In  jedem  der  zyklischen  Punkte  gibt  es  eine  bestimmte  Tangente  an 
die  betrachtete  Kurve;  die  beiden  so  erhaltenen  Geraden  sind  kon- 
jugiert imaginär  und  treffen  sich  in  einem  reellen  Punkte  F,  dem 
außerordentlichen  Brennpunkte  oder  Zentrum  der  Kurve,  dessen 
Koordinaten  , 

x=-h,    y  =  —3- (3) 

sind.  Nehmen  wir  diesen  Punkt  als  Koordinatenanfang,  indem  wir 
die  Richtung  der  Achsen  beibehalten,  so  bekommt  Gleichung  (2)  die 

(if  +  a)(x'+y*)  +  2gx  +  2fy  +  c  =  0        ...     (4) 

Von  jedem  zyklischen  Punkte  lassen  sich  vier  Gerade  ziehen,  die 
anderswo  die  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  be- 
rühren; es  entstehen  so  zwei  Büschel  von  je  vier  Strahlen,  die  nach 
dem  Salmonschen  Satze  projektiv  sind  (s.  Nr.  12).  Beachtet  man,  daß 
die  Projektivität  sich  auf  vier  verschiedene  Weisen  aufstellen  läßt, 
und  daß  ferner  jede  der  Tangenten,  die  von  dem  einen  Kreispunkte 
gezogen  sind,  die  von  dem  anderen  gezogenen  trifft  in  Punkten,  welche 
die  Brennpunkte  der  Kurve  sind,  so  sieht  man:  Die  16  Brennpunkte 
einer  zirkulären  Kurve  dritter  Ordnung  (von  denen  jedoch  nur  4  reell 
sind)  liegen  zu  je  vieren  auf  vier  (durch  die  zyklischen  Punkte  gehen- 
den Kegelschnitten,  d.  i.)  Kreisen,  ein  bemerkenswerter  Satz,  der  ge- 
wöhnlich „der  Hart  sehe  Satz"  genannt  wird1).  Für  eine  rationale 
zirkuläre  Kurve  gibt  es  nur  4  gewöhnliche  Brennpunkte,  wenn  sie 
einen  Knoten-  oder  isolierten  Punkt  besitzt,  1  nur,  wenn  sie  eine 
Spitze  hat. 

Jegliche  Parallele  zur  #-Achse  trifft  die  Kurve  (4)  in  zwei  in  end- 
licher Entfernung  belegenen  Punkten,  deren  Abszissen  man  durch 
Auflösung  der  entsprechenden  Gleichung  nach  x  erhält;  nimmt  man 
jedoch  y  =  —  a,  so  wird  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4)  unendlich 
groß,  und  daher  stellt  die  Gleichung 

y  +  a  =  0        (5) 

eine  Asymptote  der  Kurve  (4)  dar.  Diese  Asymptote  schneidet  übrigens 
die  Kurve  in  einem  Punkte  A,  dessen  Koordinaten  sind 


zar  —  c  /«\ 


2af  —  c 

und  der  der  Hauptpunkt  der  Kurve  heißt.   Mittellinie2)  nennt  man 

1)  Salmon- Fiedler,  Höhere  Kurven  (Leipzig,  1873)  S.  177;  s.  auch 
M. Disteli,  Die  Metrik  der  zirkulären  Kurven  dritter  Ordnung  im  Zusammen- 
hang mit  geometrischen  Lehrsätzen  Jacob  Steiners  (Zürich.  Ges.  XXXVIII,   1893). 

2)  Oder  „orthische   Gerade"    nach   R.  Dölle,    Orthogonale  Invariante   der 

Loria.  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.    I.  3 
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die  durch  den  Punkt  M,  den  Mittelpunkt  der  Strecke  FA,  parallel  zur 
Asymptote  gezogene  Gerade;  ihre  Gleichung  ist  daher 

y  +  T-° (?) 

Man  beachte  auch,  daß  Gleichung  (4)  als  das  Resultat  der  Elimination 
von  r2  aus    folgenden    beiden    Gleichungen    angesehen   werden    kann 


+  tf  =  r\     (y  +  a)tr*  +  2ß  +  2g(x-2-^)  =  0> 


diese  Bemerkung  in  geeigneter  Weise  interpretiert,  liefert  folgenden 
Satz  von  Czuber1):  Jede  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung  läßt  sich 
erzeugen  durch  ein  Strahlbüschel  und  ein  projektives  Büschel  kon- 
zentrischer Kreise;  der  Scheitel  des  Strahlbüschels  ist  der  Hauptpunkt, 
und  das  gemeinsame  Zentrum  aller  erzeugenden  Kreise  der  außer- 
ordentliche Brennpunkt  der  Kurve.  Daraus  folgt  als  Corollar  folgender 
Satz  von  Eckardt2):  Jede  durch  einen  Hauptpunkt  einer  zirkulären 
Kurve  dritter  Ordnung  gezogene  Gerade  trifft  außerdem  die  Kurve 
in  zwei  Punkten,  die  gleichen  Abstand  vom  außerordentlichen  Brenn- 
punkte haben. 

22.  a)  Bemerkenswert  ist  der  Fall,  daß  die  Kurve  dritter  Ordnung 
durch  ihren  außerordentlichen  Brennpunkt  geht,  oder  auch,  was  das- 
selbe ist,  daß  die  beiden  Kreispunkte  auf  ihr  „konjugiert"  sind;  dieser 
wurde  von  Schröter3)  und  Durège4)  untersucht  infolge  der  Be- 
merkung von  Salmon5),  daß  eine  solche  Kurve  der  Ort  der  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte  einer  Schar  ist;  daher  der  Name  Fokalkurve,  den 
sie  in  der  Geometrie  führt;  in  der  Kinematik  dagegen,  wo  sie  eine 
wichtige  Rolle  spielt,  heißt  sie  Kreispunktkurve6).  Im  vorliegen- 
den Falle  müßte  man  in  der  vorigen  Gleichung  c  =  0  setzen.  Die 
Gleichungen  (4)  und  (5)  werden  dann 

ti  +  'a)(a?  +  tf)  +  2gx  +  2fy-0  (4');    x  =  ^,y  =  -a.       (5') 


Zirkularkurven  3.  Ordnung  (Diss.  Jena,  1905),  eine  lesenswerte  Arbeit,  wo  die 
Metrik  der  genannten  Kurven  gründlich  untersucht  wird. 

1)  Die  Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  unendlich  fernen 
Kreispunkte  gehen  (Zeitschr.  f.  Math.  XXXII,  1887.) 

2)  Vgl.  Durège,  Über  eine  leichte  Konstruktion  der  Kurve  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  imaginären  Kreispunkte  geht  (Zeitschr.  Math.  u.  Phys.  XIV,  1869; 
s.  auch  X,  1865). 

3)  Über  eine  besondere  Kurve  dritter  Ordnung  und  eine  einfache  Erzeugungs- 
art der  allgemeinen  Kurve  dritter  Ordnung.     (Math.  Ann.  V,  1872). 

4)  Über  die  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  den  geometrischen  Ort  der  Brenn- 
punkte einer  Kegelschnittschar  bildet.     (Das.) 

5)  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  deutsch  v.  Fiedler.  2.  Aufl. 
(Leipzig,  1878)  S.  355  u.  397. 

6)  Vgl.  R.  Müller ,  Konstruktion  der  Fokalkurve  aus  sechs  gegebenen  Punkten 
(Zeitschr.  f.  Math.  XL,  1895). 
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Demnach,  ergibt  sich  (4')  durch  Elimination  von  X  aus  den  Glei- 
chungen 

woraus  folgt:  Jede  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  ihren 
außerordentlichen  Brennpunkt  selbst  enthält,  läßt  sich  erzeugen 
durch  ein  Strahlenbüschel,  welches  eben  jenen  Brennpunkt  zum 
Scheitel  hat  und  ein  projektives  Kreisbüschel,  indem  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  Kreises  des  Büschels  auf  dem  entsprechenden  Strahl  und 
auf  der  Mediane  der  Kurve  liegt. 

b)  Eine  andere  bemerkenswerte  Gruppe  von  zirkulären  Kurven 
dritter  Ordnung  ist  diejenige,  die  gebildet  wird  von  solchen,  die  sym- 
metrisch in  bezug  auf  eine  Achse  sind:  nehmen  wir  diese  als  x- Achse 
und  als  Anfang  den  reellen  Punkt,  in  welchem  sie  die  Kurve  schneidet, 
so  kann  man    als    allgemeine   Gleichung   derselben   folgende  nehmen: 

x(x2  +  y2)  +  ax2  +  by2  +  ex  =  0 (8) 

Gehen  wir  nun  zu  Polarkoordinaten  über,  so  erhalten  wir  die  andere: 

9    ,       a  cos2  w  4-b  sin2  a    ,  ^ 

Q   +  9 r-  e  =  0. 

s  s  COS  CO 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  daß  c  =4=  0;  nennen  wir  nun  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  q±  und  q2,  so  haben  wir  q1q2  =  ci  und  daher  wird 
die  Kurve  (8)  in  sich  selbst  transformiert  durch  eine  Inversion,  die 
zum  Zentrum  den  Koordinatenanfang  und  zur  Potenz  c  hat1).  Zwei 
andere  analoge  Inversionen  gibt  es,  wenn  die  Kurve  von  der  Sym- 
metrieachse in  zwei  weiteren  reellen  Punkten  geschnitten  wird. 

Zu    dieser   Gruppe    gehört    z.  B.    die    Kurve    mit  der  Gleichung 

x3  —  6px2  -\-  xy2  -f  p2x  —  4p3  =  0 , 

deren  Konstruktion  durch  zwei  Hyperbeln  Varignon  angegeben  hat2) 
und  welche  er  zur  Untersuchung  der  Wendepunkte  Rolle  vorlegte  im 
Verlaufe  der  bekannten  Disputation,  die  zwischen  diesen  berühmten 
Mathematikern  über  den  Wert  der  Infinitesimal-Methode  statt  fand. 
Varignon  nannte  sie  Concho'ide,  weil  sie  eine  Ähnlichkeit  in  der 
Gestalt  mit  einem  Zweige  der  Konchoide  des  Nikomedes  (s.  Abschn. 
III,  Kap.  5)  aufweist. 

c)  Eine  dritte  Gruppe  wird  gebildet  von  den  zirkulären  und 
rationalen  Kurven;  nimmt  man  zwei  rechtwinklige  Achsen,  die  den 
Doppelpunkt  als  Koordinatenanfang  haben,  so  hat  man  für  die  Kurve 


1)  Daraus  ergibt  sich  u.  a.,  daß  die  Tangenten  an  die  Kurve  in  den  beiden 
Punkten,  die  auf  einer  Geraden  durch  den  Koordinatenanfang  liegen,  mit  dieser 
Geraden  gleiche  Winkel  bilden. 

2)  S.  den  an  Leibniz  gerichteten  Brief  v.  23.  Mai  1702,  veröffentlicht  in 
Leibniz  mathem.  Schriften,  herausg.  von  Gerhardt,  IV  (Halle,  1859)  S.  101. 

3* 
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folgende  Gleichung: 

(x2  +  y2)  (ctx  +  ßy)  +  ax2  +  2hxy  +  by2  =  0 .       .     .     (9) 
Diese  führt  zu  folgender  parametrischen  Darstellung 

y  =  -^t 


Aus  ihr  folgt,   daß  ein  beliebiger  Kreis,  der  durch  den  Koordinaten- 
anfang geht,    also    durch   eine  Gleichung   von  folgendem  Typus   dar- 
gestellt wird:  „   ,     „       _,.         _  „ 
ö                                   j2  +  \f  —  2%x  —  2rjy  =  0 , 

die  Kurve  noch  in  zwei  Punkten  trifft,  die  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt werden: 

{a  +  2a|)  +  2A(fc  +  /J|  +  ccrj)  +  (6  +  2/fy);i2  =  0; 

damit  nun  diese  beiden  Punkte  zusammenfallen,  muß  sein 

(j8|  -  ai?)2  +  2(Ä/3  -&«)£  +  2(Ä«  -  a/3)^  +  (fc2  -  a&)  =  0. 

Diese  Gleichung  in  £  und  r\  stellt  eine  Parabel  dar;  nennt  man  nun 
den  Ort  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise,  die  durch  den  Doppel- 
punkt einer  rationalen  zirkulären  Kurve  dritter  Ordnung  gehen  und 
sie  anderswo  berühren,  Nebenevolute,  so  folgt:  Die  Nebenevolute 
einer  rationalen  zirkulären  Kurve  dritter  Ordnung  ist  eine  Parabel 1). 


Viertes  Kapitel. 

Die  Kissoide  des  Diokles. 

23.  Die  Probleme  der  Quadratur  des  Kreises,  der  Verdoppelung 
des  Würfels  und  der  Teilung  des  Winkels  in  gleiche  Teile  bildeten 
viele  Jahrhunderte  lang  das  Ziel  der  Anstrengungen  aller  hervor- 
ragenden Geometer;  viele  derselben  versuchten,  da  sie  einsahen,  daß 
die  „ebenen  und  körperlichen  Orter"  nicht  imstande  seien  sie  zu  lösen, 
die  Schwierigkeiten,  die  sich  der  Erlangung  einer  Lösung  entgegen- 
stellten, dadurch  zu  überwinden,  daß  sie  andere  Kurven  von  kom- 
plizierterer Erzeugung  anwandten;  so  entstanden  zahlreiche  Arten  von 
Kurven,  die  man  bezüglich  Quadratrix,  Duplikatrix,  Sektrix 
nannte.  Unter  denen  der  zweiten  Art  finden  wir,  außer  den  Kegel- 
schnitten, auch  die  bemerkenswerte  Kurve,  von  der  dieses  Kapitel  handelt. 
Erdacht  wurde  sie  von  Diokles,  einem  nur  wenig  bekannten  Geometer, 
der  sicherlich  später  als  Archimedes  gelebt  hat,  wahrscheinlich 
zwischen  250  und  100  v.  Chr.2)    In  welcher  Weise  er  sich  derselben 


1)  Dieser  Satz    für   den    Spezialfall  der  Kissoide  findet  sich  in  M.  Simon, 
Analytische  Geometrie  (Leipzig,  Göschen  1900)  S.  283. 

2)  Gr.  Loria,  Le  scienze  esatte  nell'  antica  Grecia.     Lib.  II,  n.  73. 
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zur  Verdoppelung  eines  Würfels  bedient  hat,  erfahren  wir  aus  dem 
Kommentar  des  Eutokius  von  Askalon  zum  zweiten  der  Bücher 
des  Archimedes   Über  die  Kugel  und  den  Cylinder1). 

Um  die  Entstehung  der  Diokleischen  Linie  klar  zu  machen,  be- 
trachten wir  einen  Kreis  r  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  zwei  zu  einan- 
der senkrechten  Durchmessern  AB  und  CD  (Taf.  I,  Fig.  1);  wir  nehmen 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  zwei  untereinander  gleiche  Bogen  AE 
and  AG,  ziehen  durch  G  die  Parallele  zu  AB,  diese  schneidet  CE 
in  einem  Punkte  M  der  Diokleischen  Kurve.  Daß  der  Ort  der 
Punkte  M,  welcher  von  Eutokius  mit  keinem  besondern  Namen  be- 
zeichnet wurde,  derselbe  ist,  den  Proklus  und  Pappus  Kissoide  nennen 
{%i66osi8i]Q  yQci[i{iri  von  i\  xCößog,  der  Epheu),  ist  außerordentlich 
wahrscheinlich,  wenn  auch  nicht  mathematisch  sicher,  da  keine  ältere 
Schrift  existiert,  in  welcher  sich  der  Name  Kissoide  mit  dem  Namen 
des  Diokles  verknüpft  findet.  Nichtsdestoweniger  wird  der  Ort  der 
Punkte  M  allgemein  die  Kissoide  des  Diokles  genannt. 

Bemerken  wir  noch,  daß,  wenn  CE  die  in  D  an  den  Kreis  ge- 
legte Tangente  d  in  F  schneidet,  sich  die  beiden  Strecken  CE  und 
MF  als  gleich  und  gleich  gerichtet  ergeben,  so  läßt  sich  die  Kis- 
soide einfacher  auf  folgende  Weise  konstruieren.  Man  trage  auf  je- 
dem von  C  ausgehenden  Strahle  CF  ein  Stück  FM  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet  mit  CE  ab.  Wenn  man  dagegen  FM' 
gleich  und  in  gleichem  Sinne  mit  CE  abträgt,  so  würde  man  eine 
neue  Kurve  erhalten,  welche  die  Begleitkurve  der  Kissoide 
heißt2). 

Die  Kissoide  des  Diokles  ist  augenscheinlich  symmetrisch  in  bezug 
auf  den  Durchmesser  CD  des  Erzeugungskreises  und  enthält  die  End- 
punkte A  und  B  des  dazu  senkrechten  Durchmessers.  Obwohl  sie  sieh 
ins  Unendliche  erstreckt,  so  betrachteten  die  Alten  nur  die  beiden  Bogen- 
stücke  innerhalb  des  Kreises  F,  die  von  C  bis  zu  den  Punkten  A  und  B 
gehen.  Diese  Bogen  begrenzen  zugleich  mit  dem  Halbkreise  ADB 
ein  Gebiet,  dessen  Gestalt  an  die  Blätter  des  Epheu  erinnert;  damit 
ergibt  sich  die  Erklärung  des  Namens  Kissoide.3)  Die  Existenz  der 
unendlichen  Zweige  scheint  erst  um  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts 
bemerkt  zu  sein;  tatsächlich  bemerkte  R  ob  er  vai  in  einem  an  Fermat 
gerichteten  Briefe  vom  4.  August  1640,  als  er  von  Kissoiden  spricht4), 


1)  Archimedes,  herausg.  von  Heiberg  III  (Leipzig,  1880)  S.  81  ff. 

2)  G.  Bellacchi  {Introduzione  storica  alla  teoria  delle  funzioni  ellittiche. 
Firenze,  1894,  S.  136)  nennt  sie  la  coniugata  della  cissoide. 

3)  Vielleicht  auch,  weil  die  Basis  des  Epheublattes  von  einer  solchen  Kurve 
begrenzt  wird.     (Anm.  des  Übersetzers). 

4)  Um  den  folgenden  Passus  zu  verstehen,  ist  nötig  zu  wissen,  daßRoberval, 
zusammen  mit  der  Kissoide  die  in  bezug  auf  die  Spitze  symmetrische  Kurve 
betrachtete. 
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daß  „ces  deux  lignes  courbes  sont  infìnies  de  leur  nature  et  ont  des 
asymptotes  paralleles  entre  elles,  ce  qu'on  m'a  assuré  avoir  été  déjà 
démonstré   par   un    auteur    dont    on   ne   m'a   pas  pu  dire  le  nom"1). 

Unabhängig  von  diesem  wurden  die  unendlichen  Zweige  der 
Kissoide  von  R.  de  Sluse  bezeichnet;  daher  schlug  Huygens  vor2), 
die  ganze  Kurve  die  Sluse  sehe  Kissoide  zu  benennen;  aber  obwohl 
dieser  Name  die  Billigung  des  Hauptinteressenten  gefunden  hatte3), 
so  wurde  er  doch  nicht  adoptiert,  und  man  fuhr  fort,  den  Ort  aller 
vorhin  definierten  Punkte  M  Kissoide  des  Diokles  zu  nennen;  in 
diesem  Sinne  genommen,  hat  dann  die  Kurve  die  Gerade  d  als  Wende- 
asymptote. 

24.  Nehmen  wir  nun  C  als  Pol  und  CD  als  Achse  eines  Polar- 
koordinatensystems q,  co  und  bezeichnen  den  Radius  des  gegebenen 
Kreises  mit  r,  so  erhalten  wir: 

9  =  CM  =  FF  =  CF-  CE  = —  -  2r  cos  co, 

s  cos  co  ' 

und  daher  ist  die  Polargleichung  der  Kissoide: 

2rsin2ca  ,*, 

"  COS  CO  ^   ' 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  erhalten  wir 

<*?  +  f)  =  2n/2, (2) 

woraus  hervorgeht,  daß  die  Kissoide  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ord- 
nung mit  C  als  Spitze  und  CD  als  entsprechender  Spitzentangente  ist. 
Schreiben  wir  Gleichung  (2)  folgendermaßen 

y    =  2r  —  x> 

so  tritt  deutlich  hervor,  daß  die  Gerade  d  eine  Wendeasymptote  ist. 
Betrachten  wir  hingegen  die  Begleitkurve  der  Kissoide,  so  werden 
wir  haben 

o  =  CM'  =CF  +  FW  =CF+CE  =  —  +  2r- cos  co. 

s  COS  03 

Die  Polar-  und  die  kartesische  Gleichung  sind  daher 
2r(l  4-  cos2  co)  9       xs  —  irx* 

q  =  — - — ! »    y  =  -n ; 

s  cos  co  7      u  2r  —  x    ' 

diese  Kurve  ist  also  auch  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung,  die 
symmetrisch  in  bezug  auf  die  Gerade  CD  ist  und  C  als  isolierten 
Punkt  hat. 

Die  angegebene  Erzeugungsweise  gestattet  uns  nicht,  die  Kurve 


1)  (Euvres  de  Fermat  II,  S.  201. 

2)  S.  den  Brief  an  R.  de  Sluse  v.  5.  April  1658  in  (Euvres  de  Huygens  II, 
S.  164. 

3)  S.  die  Antwort  Sluses  v.  17.  Apr.  1658,  ebendaselbst  S.  168. 
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in  einem  kontinuierlichen  Zuge  zu  zeichnen;  einer  solchen  aber  be- 
durfte Newton,  um  zu  erreichen,  daß  die  Kissoide  ebenso  wie  die 
Gerade  und  der  Kreis  (s.  Nr.  5)  zu  denjenigen  Kurven  gerechnet 
würde,  die  man  zur  Lösung  irgend  eines  Problems  anwenden  könne. 
Er  entdeckte  nun  eine  solche  höchst  bemerkenswerte,  die  man  aus 
folgendem  Satze  erkennt1):  „Ein  rechter  Winkel  FGH  (Taf.  I,  Fig.  2), 
dessen  einer  Schenkel  GF  eine  bestimmte  Länge  hat,  bewege  sich  mit 
dem  Punkte  F  auf  einer  festen  Geraden  r,  während  der  andere  Schenkel 
GH  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  E,  dessen  Abstand  von  r 
gleich  GF  ist,  geht:  dann  beschreibt  der  Mittelpunkt  M  von  FG  eine 
Cissoide."2)  Beweis:  Es  sei  0  der  Fußpunkt  des  von  E  auf  r  ge- 
fällten Lotes  und  D  die  Mitte  von  EO.  Dann  sind  die  Dreiecke  EFG 
und  EFO,  die  eine  gemeinsame  Hypotenuse  und  die  gleichen  Katheten 
EO  und  FG  haben,  kongruent,  daher  ist  <$:  FEO  =  EFG.  Wenn 
sich  nun  EO  und  FG  in  L  schneiden,  so  ist  Dreieck  LEF  gleich- 
schenklig, und  da  ED  (=  $EO)  =  FM  (=  $FG),  so  ist  DM  paraUel 
zu  E  F.  Ist  2Tder  Schnitt  von  DM  mit  der  zu.  EO  durch  .F  gezogenen 
Parallelen,  und  beschreibt  man  um  0  mit  OD  als  Radius  den  Kreis 
r  und  zieht  an  diesen  durch  den  D  diametral  gegenüber  liegenden 
Punkt  D'  die  Tangente  t,  so  ist  klar,  daß  der  Punkt  K  sich  auf  t 
befinden  wird.  Zeichnen  wir  auch  den  Schnittpunkt  N  der  Geraden 
DMK  mit  der  Peripherie  des  Kreises  T  und  den  Radius  ON,  so 
sind  die  beiden  Dreiecke  DON  und  MFK  gleichschenklig  und  kon- 
gruent, also  ist  DN  =  MK  und  daher  DM=  NX]  dies  beweist,  daß 
der  Ort  der  Punkte  M  eine  Kissoide  ist,  die  man  erhält  aus  dem 
Kreise  r  und  der  Tangente  t,  w.  z.  b.  w. 

Wichtiger  als  die  Newtonsche  organische  Erzeugung  der 
Kissoide  sind  vom  theoretischen  Standpunkte  einige  Ableitungsarten 
aus  der  Parabel,  auf  die  wir  jetzt  hinweisen  wollen. 

a)  Wir  betrachten  die  Parabel  y2  =  2px\  die  allgemeine  Gleichung 

ihrer  Tangente  lautet:  px  —  rjy  -{-  ~  =  0.  Das  Lot,  welches  vom  Ko- 
ordinatenanfang auf  die  so  dargestellte  Gerade  herabgelassen  wird,  hat 
als  Gleichung  rjsc  -f  py  =  0;  der  Ort  der  Fußpunkte  aller  derartigen 
Lote  hat  als  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  rj  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen,  d.  i. 

x  (x2  -f-  y2)  -f-  i£py2  =  0. 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  (2),  so  folgt:  Die  Fußpunkt- 
Kurve   des  Scheitels   einer  Parabel   ist   eine  Kissoide   des  Diokles. 


1)  Arithmétique  universelle,  übers,  v.  Beaudeux  (Paris,  1802)  S.  83. 

2)  Ein  analytischer  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  in  Magnus,  Samm- 
lung von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  (Berlin,  1833) 
S.  279. 
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b)  Beachten  wir  ferner,  daß  der  zum  Koordinatenanfang  in  bezug 
auf  die  Gerade  px  —  r\y  -{--—=  0  symmetrische  Punkt  die  Koordi- 
naten hat  p„i  „s 

^  ~     ,v,2  i  „i>        y  ~ 


p2  +  7]"  9         p2  +  ri2' 

und  eliminieren  wir  daraus  r\,  so  findet  man: 

x  (x2  +  y2)  -f-  py2  =  0. 

Folglich:  Der  Ort  der  zum  Scheitel  einer  Parabel  in  bezug  auf  die 
Tangenten  symmetrischen  Punkte  ist  eine  Kissoide  des  Diokles.1) 

c)  Da  ferner  der  zum  Scheitel  der  gegebenen  Parabel  in  bezug 
auf  die  Tangente  symmetrische  Punkt  der  Scheitel  einer  zur  gegebenen 
kongruenten  Parabel  ist,  welche  auf  dieser  rollt,  so  kann  man  auch 
sagen:  Wenn  eine  Parabel  auf  einer  kongruenten  rollt,  sie  immer 
von  außen  berührend,  so  beschreibt  der  Scheitel  eine  Kissoide.2) 

d)  Wenn  man  auf  die  Parabel  y2  =  2px  die  Transformation  durch 
reziproke  Radienvektoren  vom  Zentrum  0  und  der  Potenz  Ti2  anwendet, 

yfc2 
so   kommt   man  zur  Kissoide  mit  der  Gleichung  x  (x2  +  y2)  =  y-  y2- 

Dieselbe  Transformation  ausgeführt  für  zwei  Kegelschnitte  mit  Zentrum, 

die  durch  die  Gleichung  -j  —  2 —  +  |j  =  0  dargestellt  werden,  liefert 

die  beiden  Kurven  dritter  Ordnung: 

Jc2(h2x2±a2y2)  =  ab2(x2  +  y2)x, 

die  beide  zirkulär,  rational  und  symmetrisch  in  bezug  auf  Ox  sind;  die 
von  der  Ellipse  hergeleitete  hat  im  Koordinatenanfang  einen  isolierten 
Punkt,  die  von  der  Hyperbel  abgeleitete  einen  Knotenpunkt  daselbst. 
Adoptieren  wir  die  Nomenklatur  von  J.  Neuberg3),  so  heißt  die  erstere 
Hyperkissoide  oder  acnodale  Kissoide,  die  andere  Hypokissoide 
oder  crunodale  Kissoide;  der  Name  cuspidale  Kissoide  wäre 
demnach  synonym  mit  der  Kissoide  des  Diokles. 

25.  Da  die  Kissoide  eine  rationale  Kurve  ist,  so  wird  man  die 
kartesischen  Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  darstellen  können.  In  der  Tat,  kombiniert  man  (2)  mit 
der  Gleichung  x  =  Xy}  so  erhält  man 

x==T^rv>  y=  *(i  +  ;i2)'4)  .  •  •  •  (3) 
Darà as  folgt  als  Bedingung  der  Kollinearität  für  die  3  Punkte  (a),  (ß),  (y) 
u  +  ß  +  y  =  0 (4) 

1)  Mirman,  Sur  la  cissoide  de  Dioclès  (Nouv.  Ann.  Math.,  31'  Serie,  IV,  1885V 

2)  Hendricks,  Demonstration  of  a  proposition  (Analyst,  IV,  1877). 

3)  Sur  quelques  systèmes  de  lignes  articulées  (Liege,  1886)  S.  33. 

4)  K.  Zahradnik,  Theorie  der  Cissoide  auf  Grundlage  eines  rationalen 
Parameters  (Prager  Ber.  1873). 
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und  als  Bedingung  der  Konzyklität  (des  auf  einem  Kreise  Liegens) 
für  die  vier  Punkte  (a),  (ß),  (y),  (ß) 

a+ß+?+d=0 (5) 

Die  Sehne  (a)  (ß)  hat  die  Gleichung 

(1  +  a2  +  ccß  +  ß2)  x  -  aß  (a  +  ß)  y  -  2r  =  0;     .     .  (6) 

im  speziellen  Falle,  für  die  Tangente  im  Punkte  («)  ist  die  Gleichung 

(l+Sa*)x-2a*y-2r  =  Q (7) 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  entsprechenden  Normalen 

2aéx  +  (1  +  3a2)  ay  -  2r  (1  +  2a2)  -  0 .     .     .     .  (8) 

Aus  (7)  kann  man  eine  Konstruktion  der  Tangente  an  die  Kissoide 
ableiten:  sie  liefert  nämlich  als  Ausdruck  für  die  Sub  tangente 

4c8r  x(2r —  x) 

(1  +  a2)  (1+3  a2)   =      3r  —  X    ' 

und  daher  kann  man  die  Subtangente  selbst  durch  Konstruktion  einer 
vierten  Proportionale  erhalten.1)  Sucht  man  hingegen  die  Umhüllungs- 
kurve der  durch  (8)  dargestellten  Geraden,  so  findet  man  folgende 
Gleichung  (in  welcher  a  =  2r) 

y4-  +  ^a?y*  +  ~a!ix  =  0, 

welche  die  Evolute  der  Kissoide  darstellt.2)  Schließlich,  sucht  man 
den  Pol  der  Geraden  (7)  in  bezug  auf  den  Kreis  x2  +  y2  =  R2,  so 
findet  man  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 


|(i  +  H    »  —  * 


dessen  Ort  zur  Gleichung  hat: 


(x 


2rJ  8r 


f 


Der  Ort  selbst  ist  somit  eine  semikubische  Parabel  (s.  Abschn.  V, 
Kap.  2);  man  sieht  also:  Die  polarreziproke  Figur  einer  Kissoide  in 
bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Zentrum  in  der  Spitze  ist  eine  semi- 
kubische  Parabel3). 


1)  Diese  Methode  wurde  im  Grunde  von  Fermat  angegeben  als  Anwen- 
dung seiner  Methode  der  Maxima  und  Minima  (CEuvres  de  Fermat  I  S.  159  und 
III  S.  141);  ein  anderes  Verfahren  rührt  von  Roberval  her,  s.  Observation^  sur 
la  composition  des  mouvements  et  sur  les  touchantes  des  lignes  courbes  (Mém. 
de  l'Ac.  des  Sciences  VI;  Paris,  1730);  ein  drittes  werden  wir  in  Nr.  29  kennen 
lernen. 

2)  Educ.  Times,  Question  2415  (gelöst  von  Watson  und  Dale,  IX,  1868); 
vgl.  Salmon-Fiedler,  Ebene  Kurven  S.  92. 

3)  Eine  von  Juel  gemachte  Bemerkung  in  Tidsskriffc  Math.,  3.  Ser.,  III,  1873. 
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Als  letzte  Anwendung  der  Gleichung  (3)  suchen  wir  die  Hüll- 
kurve aller  Sehnen,  welche  die  Kissoide  mit  ihren  Krümmungskreisen 
gemeinsam  hat.  Beachten  wir,  daß  Gleichung  (5)  uns  zeigt,  daß  der 
Schmiegungskreis  an  die  Kissoide  im  Punkte  (a)  sie  ferner  im  Punkte 
(—  3  a)  schneidet,  so  hat  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  die 

Gleichung  ..       _   ON  _   „         _         _ 

°  (1  +  le?)x  -  6a3?/  —  2r  =  0, 

differenziert  man  nach  cc,  so  erhält  man  a  =-7r- ,     und    daher    durch 
Elimination  von  a  die  Gleichung: 


36  2r  —  x  > 


die  folgenden  Satz  beweist:  Die  Hüllkurve  der  Sehnen,  die  eine 
Kissoide  mit  ihren  Krümmungskreisen  gemeinsam  hat,  ist  eine  der 
gegebenen  affine  Kissoide.1) 

26.  Zu  einer  anderen,  nicht  weniger  nützlichen  parametrischen 
Darstellung  gelangt  man,  wenn  man  die  Polargleichung  (1)  der  Kurve 
mit  denjenigen  kombiniert,  welche  die  kartesischen  mit  den  Polar- 
koordinaten verknüpfen.     Man  erhält  so  folgende  neuen  Gleichungen 


=  2r  •  sin2 


COS°0} 


2r-sin2(o,        y  =  2r— — (9) 

Hiervon  wollen  wir  einige  Anwendungen  machen.  Bezeichnen 
wir  mit  S  den  Inhalt  des  gemischtlinigen  unendlichen  Dreiecks,  welches 
von  dem  Durchmesser  CD  (Taf.  I,  Fig.  1),  der  halben  Asymptote  und 
der  entsprechenden  Hälfte  der  Kissoide  begrenzt  ist,  so  ist  klar,  daß 

x=2r  tu  =  27t 

S  =  /  y  •  dx  =  8r2  I  sin4o  •  da  =  8r2^-r-  y  =  y  3jrr2. 

x  —  0  oj  =  0 

Da  nun  8  die  Hälfte  der  zwischen  der  Kissoide  und  ihrer  Asymptote 
liegenden  Fläche  ist,  so  kann  man  folgern:  Der  Flächeninhalt  des  von 
der  Kissoide  und  ihrer  Asymptote  begrenzten  Teiles  der  Ebene  ist 
dreimal  so  groß  als  der  erzeugende  Kreis.2) 


1)  K.  Zahradnik,  Beiträge  zur  Theorie  der  Cissoide  (Arch.  Math.  Phys., 
LVI,  1876).  S.  ferner  von  demselben  Verfasser  Eigenschaften  gewisser  Punkttripel 
auf  der  Cissoide,  Arch.  Math.  Phys.,  2e  Reihe,  VI.  S.  392). 

2)  Dieser  schöne  Satz  wurde  von  Permat  (Dezember  1661?)  dem  Carcavi 
mitgeteilt  (s.  CEuvres  de  Fermat  II,  S.  454),  dieser  übersandte  ihn  am  1.  Januar 
1662  an  Huygens  {CEuvres  de  Huygens  IV,  S.  2—6)  zugleich  mit  einem  Blatte, 
welches  den  von  Fermat  selbst  gelieferten  Beweis  enthielt  {CEuvres  de  Fermat 
I.  S.  285  und  III  238).  Unten  auf  diesem  Blatte  setzte  Huygens  folgende  An- 
merkung hinzu:  „J'ai  demonstré  cette  proposion  4  (ans)  auparavant".  Erwiesen 
ist  diese  Behauptung  durch  einen  Briefentwurf,  geschrieben  von  dem  großen 
holländischen  Geometer  im  April  1658  {QZuvres  de  Huygens  II,  S.  170—73),  dessen 
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Betrachten  wir  noch  das  gemischtlinige  Dreieck,  welches  die 
Radien  OA  und  OC  der  Grundkreises  r,  sowie  den  Kissoidenbogen 
AMC  als  Seiten  hat,  so  ist  dessen  Inhalt  gleich 

n 
T 

8r2  I  sin4 co  •  da; 
o 
durch  teilweise  Integration  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

C  •  a         7                sin3«  •  cos  ai    ,     3    C  •   o        -i 
I  sin4«  •  ara  = 1-  —  I suro»  •  ara 

sin8«  •  coso       3 sino  cosa)       3gj       3a>        3sin2<»        sin2a>  ■  sin  2oj 
^  4  8  ""IT^Ü  16  8  ' 

folglich  ist  die  Fläche  des  Dreiecks  C0AMC=  ^-  -  2r2. 

Um  dieses  Resultat  zu  interpretieren,  ziehen  wir  die  Tangente  in 
A  und  C  an  den  erzeugenden  Kreis  und  bezeichnen  deren  Schnitt 
mit  iV;  infolge  der  vorigen  Relation  haben  wir  dann  für  die  Fläche 
des  Dreiecks  CMANC 


it  r 


r2 .      gibt  aber    den   Flächeninhalt    des    gemischtlinigen  Dreiecks 

CZANC  (wo  Z  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreisbogens  AC)  und  demnach 

Fläche  CMANC  =  3  -Fläche  CZANC. 

eine  elegante  Beziehung,  die  von  Huygens  entdeckt  wurde.1) 

Betrachten  wir,  was  noch  allgemeiner,  das  von  dem  Kissoiden- 
bogen CM  und  den  Koordinaten  seines  Endpunktes  CU  und  HM 
gebildete  Dreieck,  so  zeigt  die  vorhin  angestellte  Berechnung,  daß 
sein  Flächeninhalt  gegeben  wird  durch 

3(r2ra  —  -|r2sin2ra)  —  r2sin2ra  •  sin2ra. 

Zieht  man  nun  noch  die  Grerade  CG,  so  erkennt  man,  daß  die  in  der 
Klammer  stehende  Größe  nichts  anderes  ist  als  der  Flächeninhalt  des 
Kreissegmentes  CZGC,  während  die  Größe  r2sin2ra  •  sin2ra  den  Inhalt 
des  Dreiecks  CUM  angibt;  wir  schließen  daher 

Fläche  CHMC  =  3  •  Segment  CZG  C  -  Dreieck  CR M, 


wesentlicher  Inhalt  im  folgenden  Jahre  von  Wallis  in  Tractatus  duo  de  cicloide 
et  cissoide  etc.  (Oxoniae,  1659)  veröffentlicht  wurde.  Die  Priorität  von  Huygens 
über  Fermat  scheint  hiernach  unbestreitbar. 

1)  Brief  an  Wallis  v.  6.  Sept.  1658  (CEuvres  de  Huygens  IE,  S.  212). 
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eine  Beziehung  von  bemerkenswerter  Allgemeinheit ,  die  von  Johann 
Bernoulli  entdeckt  ist.1) 

Indem  wir  bekannte  Formeln  anwenden  und  der  Kürze  wegen 
statt  2r  a  schreiben,  erhalten  wir  folgenden  Ausdruck  für  das  Vo- 
lumen V,  das  erzeugt  wird  durch  Rotation  der  Fläche  zwischen 
Kissoide  und  ihrer  Asymptote  um  die  Tangente  CN 

rt 

y  =  »  «  =  2 

\V  =  %\  (a2  —  x2)  dy  =  :za3  /  (3sin2eo  -J-  sin4ra  —  2s'm6co)dco 

y  =  0  <o  =  0 

oT,,         1  TT,      1-3         Tt  ~   1   •   3   •   5     7t~\  o       hit 

=  ^ L3  '  Y  •  Y  +  ¥71  •  Y  "  2  <TTT7l5  Yj  =  *a"  * T> 

oder  auch,  wenn  wir  wieder  für  a,  2r  schreiben 

V=2Ö7C2r3. 

Wenn  wir  anderseits  das  durch  Rotation  des  gegebenen  Kreises  um 
dieselbe  Tangente  CN  entstandene  Volumen  mit  V  bezeichnen,  so 
haben  wir  —  023 

und  also  „      -^= 

7=5  7, 

eine  von  Huygens  mitgeteilte  Gleichheit2),  die  sich  leicht  in  Worte 
kleiden  läßt.  Sei  nun  x  die  Abszisse  des  Schwerpunktes  der  be- 
treffenden Kissoide,  so  hat  man  nach  der  Pappus-Guldinschen  Regel 
2nxg  •  2S  =  V.  Setzen  wir  die  Werte  für  S  und  V  ein,  so  ergibt  sich 

3xn  =  òr,  oder  auch  - — - —  =  —  ; 
9  '  2  r  —  xg        1  ' 

damit  ist  bewiesen:  Der  Schwerpunkt  der  Kissoidenfläche  teilt  die 
Strecke  der  Symmetrietachse,  zwischen  Spitze  und  Asymptote  in  zwei 
Teile,  von  denen  der  zur  Spitze  hin  gelegene  fünfmal  so  groß  ist 
als  der  andere. 

Bezeichnen  wir  in  ähnlicher  Weise  mit  U  das  Volumen,  das  durch 
Rotation  der  Kissoide  um  ihre  Asymptote  entsteht,  und  benutzen  die 
vorigen  Formeln,  so  finden  wir: 

U=2S  ■  2n  (2r  -  xg)  =  3jrr2  ■  2 sc  (2r-  y)  =  2«V  =  2%r-%r2i 

und  demnach:  Das  durch  Rotation  der  Kissoide  um  ihre  Asymptote 
erzeugte  Volumen  ist  gleich  dem  des  Ringes,  der  durch  entsprechende 


1)  Remarques  sur  le  lime  intitulé  Analyse  des  infiniment  petits  par  M. 
Stone  in  Joh.  Bernoullis  opera  IV,  S.  175 — 76.  Eine  andere  Interpretation  der  all- 
gemeinen Formeln  derselben  Kurve  findet  sich  in  der  0.  a.  Analytischen  Geometrie 
von  M.  Simon,  S.  286. 

2)  S.  den  Brief  an  R.  de  Sluse  vom  5.  April  1668  und  an  Wallis  vom 
6.  Sept.  1658  ((Euvres  de  Huygens  II,  S.  163  u.  212). 
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Rotation  des  gegebenen  Kreises  erzeugt  wird.  Es  ist  dies  ein  schöner 
Satz  von  R.  de  Sluse1),  der  neuerdings  die  Aufmerksamkeit  einiger 
Geometer  auf  sich  gezogen  hat.2) 

27.  Andere  ähnliche  Volumina  wurden  von  Cotes  berechnet3), 
der  sich  auch  mit  der  Berechnung  der  Fläche  beschäftigt  hat,  die 
durch  Rotation  der  Kissoide  um  ihre  Spitzentangente  entsteht;  seinem 
Beispiele  folgte  Johann  Bernoulli4);  wir  wollen  sie  jedoch  über- 
gehen und  dieses  Kapitel  beschließen,  indem  wir  das  letzte,  die  Kis- 
soide betreffende  metrische  Fundamentalproblem  behandeln,  nämlich 
ihre  Rektifikation. 

Aus  (2)  ergibt  sich  für  den  Bogen  s  der  Kissoide  gerechnet  von 
der  Spitze  an  folgender  Ausdruck: 


J    2r  —  x\     2r  —  x 


S 

0 

um  diese  Integration  auszuführen,  setzen  wir 

2r  =  a,        z"  =  ^ZT (10) 

und  erhalten: 


oder 


(*-V]0(2  +  i/T) 
2    ~ö  (,+y8)(s-yD 


dz 


(") 


Newton  hat  eine  geometrische  Konstruktion  von  s  angegeben; 
wir  wollen  uns  dabei  nicht  aufhalten,  sondern  die  Gleichung  (11)  an- 
wenden, um  einen  bemerkenswerten  Satz,  den  wir  Paul  Fuß  ver- 
danken, zu  beweisen.5)  Kombinieren  wir  zu  dem  Zwecke  Gleichung 
(2)  mit  (10),  so  findet  man: 


daher  liefert  (11): 


02  —  4)~2' 


3  

•y.      9     (*'-4)2  ,  1/3  ]n   (g-T/s)  (2  +  V3) 

1  ^r[og(z  +  yii){2-7T) 


z-  —  3 


1)  S.  Note  2  auf  S.  44. 

2)  S.  die  Aufsätze  über  das  de  Slusesche  Theorem  v.  P.  Gilbert, 
Massau  und  C.  Le  Paige  in  Mathésis  VI,  1886. 

3)  Harmonia  mensurarum  (Cantabrigiae,  1722)  S.  90 — 92. 

4)  S.  die  18  erwähnten  Remarques  S.  178 — 179. 

5)  S.  die  letzte  dieser  Fragen  behandelt  in  der  Abhandlung:  Quantum  dif- 
ferat  longitudo  arcus  curvae  ab  asymptota  utraque  in  infinitum  usque  protensa 
inquiritur  (Mém.  Acad.  St.-  Pétersbourg,  5e  Serie,  IX,  1824). 


daher 

s  —  y 
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Entwickelt  man  nun  in  eine  Reihe,  so  findet  man 

=  —  2  -f-  Glieder  mit  negativen  Potenzen  von  z\ 

r     (i -VF) (2  + vi)         n.  ,      .. 

t/3 ,      V         z  )\  )      n  .  Glieder  mit  nega- 

2    °  A + Yl)U  -  vi)        tiven  Pot- von  *'■> 

läßt  man  nun  x  bis  oo  wachsen,  so  wächst  auch  z  bis  oo,  und  man  hat 
lim  (s  -  y)  =  a  ]/3  log  (2  +  ]/3)  -  2a; 

folglich  ist  die  Differenz  zwischen  der  Gesamtlänge  der  Eissoide  nnd 
der  Asymptote  eine  endliche  Größe, 

2a]/3-log(2+]/3)  — 4a. 


Fünftes  Kapitel. 
Verallgemeinerungen  der  Kissoide. 

28.  Die  Erzeugung  der  Kissoide  bietet  vielfache  Verallgemeine- 
rungen dar,  von  denen  einige  nicht  ohne  Interesse  sind. 

Vorerst  kann  man  annehmen,  daß  die  Punkte  C  und  D  nicht 
die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  sondern  ebensogut  die  einer  Sehne 
seien  (Taf.  I,  Fig.  3).  Behalten  wir  alle  Bezeichnungen  des  vorigen 
Kapitels  bei,  sowie  daß  DF  Tangente  des  Kreises  bleibt,  und  be- 
zeichnen mit  a  den  Winkel  der  Sehne  CD  mit  dem  Radius  CO, 
nehmen  C  als  Pol  und  CD  als  Polarachse,  so  finden  wir 

Q  =  CM  =  EF=  CF-  CE=  -lll0^  _  2rcos(<o-a) 
s  cos  (ob  -j-  a)  v  ' 

oder  reduziert  2 r sin2 cd  ns 

Q  =  : ; r  • (  1  ) 

s         cos  (co  -f-  a)  v  y 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  ist  allgemeiner  als  die 
durch  (1)  in  Nr.  24  dargestellte  und  geht  auf  diese  zurück,  wenn  a  =  0; 
sie  heißt  schiefe  Kissoide  zum  Unterschiede  von  der  Diokleischen, 
welche  öfters  auch  die  gerade  Kissoide  genannt  wird.  —  Gehen  wir 
zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  verwandelt  sich  (1)  in  folgende 

(x2  +  y2)  (x  cos  a  —  y  sin  a)  =  2ry2 (2) 

aus  der  man  leicht  ableitet,  daß  die  entsprechende  Kurve  C  zur 
Spitze  hat,  mit  CD  als  Spitzentangente;  ferner  geht  auch  sie  durch 
die  zyklischen  Punkte  der  Ebene. 
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Die  schiefe  Kissoide  hat  geringere  Wichtigkeit  als  die  des  Diokles; 
nichts  desto  weniger  trifft  man  auf  sie  bei  einigen  Gelegenheiten;  als 
Beispiel  möge  folgendes  dienen:  v2  =  2pu  sei  die  Gleichung  einer 
Parabel,  bezogen  auf  ein  schiefwinkliges  Achsensystem  mit  dem  Achsen- 
winkel a;  setzt  man 

%  =  u-\-v  ■  cos«,      y  =  v-sma,      demnach  u  =  x  —  y  cot  a ,     v  =  -¥—. 
1       s  '  y  '  sina' 

so  wird  man  erhalten 

y%  =  2p  sin  a  (x  cos  a  —  y  sin  a) 

als  Gleichung  der  betrachteten  Parabel  in  rechtwinkligen  Koordinaten. 
Macht  man  die  durch  folgende  Formeln  bestimmte  Transformation 
durch  reziproke  Radien 

_       k2x'  k2y 

^  =  ^+y"2'       y  =  x'*-\-y's' 

so  bekommt  man  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve 

k* 
0'2  +  y'2)  0»'  cos  «  —  y  sin  a)  =  ^Tii^  V*, 

welche  mit  (2)  verglichen  auf  folgenden  Satz  schließen  läßt:  Bei 
einer  beliebigen  Inversion,  deren  Zentrum  auf  einer  Parabel  liegt, 
verwandelt  sich  diese  Kurve  in  eine  schiefe  Kissoide  (vgl.  Nr.  24d). 

29.  Mit  noch  größerer  Allgemeinheit  kann  man  auf  folgende 
Weise  die  Konstruktion  der  Diokleischen  Kurve  erweitern:  „Gegeben 
sei  ein  Kegelschnitt  r,  auf  ihm  ein  Punkt  C  und  eine  Gerade  d  in 
seiner  Ebene;  man  ziehe  durch  C  eine  beliebige  Gerade  r,  die  r  zum 
zweitenmal  in  E  und  die  Gerade  d  in  F  schneidet;  man  trage  auf  r 
die  Strecke  CM  gleich  und  im  gleichen  Sinne  wie  EF  ab:  der  Ort 
der  Punkte  M  ist  eine  Kissoidalkurve"1).  Es  ist  leicht  einzusehen^ 
daß  die  so  entstandenen  Kurven  dritter  Ordnung  sind  und  den  festen 
Punkt  zum  Doppelpunkt  haben;  auch  ist  die  Tatsache  bemerkenswert, 
daß  alle  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  sich  durch  dieses  Verfahren 
konstruieren  lassen,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  die  unendlich 
ferne  Gerade  zur  Wendepunktslinie  haben2).  Hierin  besitzt  man  also  eine 
nützliche  Methode,  die  Eigenschaften  aller  rationalen  Kurven  dritter 
Ordnung,  mit  Ausnahme  der  eben  angegebenen,  zu  untersuchen.3) 

Führt  man  den  Verallgemeinerungsprozeß  noch  weiter  aus,  so 
gelangt   man    zu   folgender    sehr   ausgedehnten   Gruppe    von    Kurven: 


1)  K.  Zahradnik,  Cissoidalkurven  (Axch.  Math.  Phys.  LVI,  1874). 

2)  G.  de  Longchamps,  Sur  les  cubiques  unicursales  (Nouv  corr.  math. 
IV,  1878  oder  Progresso  I,  1891);  K.  Zahradnik,  Einheitliche  Erzeugung  der 
bekannten  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  als  Zissoidalen  (Prager  Ber.  1906) 
und  Einige  Bemerkungen  zu  den  zirkulären  Zissoidalen  als  Fußpunktskurven 
(Ib.  1909). 

3)  G-.  St  in  er,  Metrische  Eigenschaften  der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkte  (Monatshefte  Math.  Phys.  IV,  189.3). 
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„Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  Kurven  rt  und  P2  gegeben  und  ein 
fester  Punkt  0;  durch  diesen  ziehe  man  einen  beliebigen  Strahl,  der 
die  Kurven  bezüglich  in  den  Punkten  Px  und  P2  trifft,  auf  dem 
Strahle  bestimme  man  den  Punkt  P  so,  daß  OP  =  OPx  —  OP2  sei. 
Der  Ort  r  der  Punkte  P  ist  eine  allgemeine  Kissoide"1).  Wenn 
man  die  Polargleichungen  der  beiden  Kurven  J^  und  F2,  Qx  =  fx(G>), 
q2  =f^{p)  kennt,  so  findet  man  alsbald  die  von  r±  als  q  =  /-1(g>) — /g (<*>). 
Nennen   wir   nun    die  polaren  Subnormalen  von  T,  rif  r2  bezüglich 

sn,  s„  ,  s„  ,    so    hat    man    s„  =  ^- ,   s„  =  ~ .   s„  =  ~-    und    daher 

sn  =  sni  —'S  »  Daraus  folgt,  wenn  man  die  Tangenten  an  die  Kurven 
rx  und  r2  konstruieren  kann,  man  alsbald  sn  und  s  hat,  und  also 
auch  sn}  daß  man  dann  auch  imstande  ist,  die  Tangente  in  allen 
Punkten  der  Kurve  r  zu  konstruieren2).  Durch  Anwendung  dieser 
Idee  ist  man  nicht  nur  im  stände,  die  Tangente  an  die  Kissoide  des 
Diokles  auf  eine  von  der  durch  Fermat  (s.  Nr.  25)  angeführten  ver- 
schiedenen Weise  zu  ziehen,  sondern  man  kann  auch  an  die  schiefe 
Kissoide  und  alle  Kissoidalkurven  die  Tangente  ziehen. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß,  wenn  rx  und  r2  algebraische 
Kurven  von  der  Ordnung  nx  und  n2  sind,  die  resp.  Jcx  und  Jc2  Mal  durch  den 
Punkt  0  (den  „Pol")  gehen  und  Je  unendlich  ferne  Durchschnittspunkte 
besitzen,  r  eine  dritte  algebraische  Kurve  ist,  deren  Ordnung  i.  a.  durch 

2  nxn2  —  (nxJc2  -f-  n2Jcx  -\-  Je) 
ausgedrückt  ist.3) 

Es  soll  noch  bemerkt  werden,  daß  in  der  dargelegten  Konstruk- 
tion der  allgemeinen  Kissoiden  die  Kurven  rx  und  r2  auch  zusammen- 
fallen können;  es  entsteht  dann  folgende  Konstruktion:  Gegeben  eine 
Kurve  A  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene,  nennen  wir  Px  und  P2  zwei 
der  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  einem  durch  0  gezogenen  Strahle  r, 
und  nimmt  man  auf  der  Transversalen  einen  Punkt  P,  so  daß  OP  =  PxP2, 
so  ist  der  Ort  der  Punkte  P  eine  Kissoide.  Ist  z.  B.  A  ein  Kreis  mit 
dem  Radius  a  und  hat  der  Punkt  0  vom  Mittelpunkte  C  die  Ent- 
fernung b,  so  hat  die  Kissoide  (für  0  als  Pol  und  OC  als  Achse)  die 

Polargleichung:  

p  =  2j/a2  —  b2  sin2  ra. 

Die  Kurve  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  eine  Lemniskate  von 


1)  L.  c.  Schulz  von  Straßnicky,  Über  die  Zissoide  der  Kurven  (Baum- 
gartners  Zeitschr.  für  Phys.  und  Math.,  VIII,  1830);  G.  de  Longchamps,  Ass. 
fr.  1885;  Gr.  Peano,  Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (Torino,  1887) 
S.  85 — 86.  Einige  Aufgaben  über  diese  Kurven  sind  im  Aufsatze  Sur  une  pro- 
priété  de  la  strophoide  et  sur  les  cubiques  qui  coìncident  avec  leurs  cissotdales 
(Nouv.  Ann.  Math.,  4e  Ser.,  VI,  1906)  von  J.  Gomes  Teixeira  aufgelöst. 

2)  Peano,  a.  a.  0. 

3)  H.  Wie  leitner,  Spezielle  ebene  Kurven  (Leipzig,  1908)  S.  3. 
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Booth  (Abschn.  III,  Kap.  4),  und  wenn  b  =  a]/2  eine  Bernoullischo 
Lemniskate. 

Unter  den  zuletzt  allgemein  definierten  Kissoiden  findet  sich  eine 
zirkuläre,  symmetrische  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auf  den  ersten 
Blick  nicht  in  diese  Kategorie  zu  gehören  scheint1).  Ihre  Entstehungs- 
weise ist  folgende  (vgl.  Taf.  I,  Fig.  4)  :  „Gegeben  ist  ein  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  r,  sowie  eine  feste  Tangente  des- 
selben a;  man  betrachte  nun  eine  bewegliche  Tangente  b,  deren  Be- 
rührungspunkt B,  und  deren  Schnitt  mit  a  C  sei;  der  Ort  der 
Mittelpunkte  M  der  Strecke  BC  ist  dann  die  fragliche  Kurve."  Nehmen 
wir  0  als  Koordinatenanfang  und  das  von  0  auf  a  gefällte  Lot  OA 
zur  #-Achse,  so  können  wir  als  Koordinaten  von  B  nehmen  bezüglich 
r- cos  co,  r- sin  co;  die  Gleichung  der  Tangente  b  ist  daher 

r  cos  co-f-^/sinco  —  r  =  0. 
Die  Koordinaten  von  C  sind  x  =  r,  y  =  r — = ,  daher  werden  die 

;   a  sin  a       ' 

Koordinaten  von  M  ausgedrückt  durch 

r  M    .  ,  r  I  .  .   1  —  cos  oa\  /0, 

tf  =  Y(l+coSco),     3/  =  Y(sinco+     ^    j  .     .     .     (d) 

Diese  parametrische  Darstellung  beweist  inzwischen  die  Rationalität 
der  fraglichen  Kurve.     Eliminieren  wir  co,  so  ergibt  sich 

4#02  +  2/2)  =  r2(r-f-3#) (4) 

Die  Kurve  selbst  ist  also  eine  zirkuläre,  symmetrische  Kurve  dritter 
Ordnung,  die  den  Punkt  B  l — — ,  0]  als  isolierten  Punkt,  0  als  Brenn- 
punkt und  die  «/-Achse  als  Wendeasymptote  hat.  Um  zu  zeigen,  daß  sie 
eine  Kissoide  ist,  bezeichnen  wir  den  A  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  mit  D  und  die  entsprechende  Tangente  mit  d.  Ziehen  wir  DB 
und  OC,  so  sind  diese  parallel,  indem  beide  zugleich  senkrecht  auf  AB 
stehen.  Wir  ziehen  durch  M  die  Parallele  zu  beiden,  diese  trifft  die 
Radien  OB  und  OD  in  ihren  Mittelpunkten  E  bezw.  B  und  schneidet 
d  in  F.  Die  rechtwinkligen  Dreiecke  DFB  und  BME  sind  kon- 
gruent, also  BF=ME,  und  daher  BM=EF.  Polglich  ist  der 
Ort  der  Punkte  M  eine  Kissoide,  die  entsteht,  wenn  man  B  als  den 

festen  Punkt  und  die  Gerade  d  und  den  Kreis  um  0  mit  —  be- 
schrieben als  Fundamentalkurven  nimmt.  —  Wir  wollen  endlich  be- 
merken, ohne  dies  weiter  zu  beweisen,  daß  man  die  soeben  gekenn- 
zeichnete Kurve  auch  erhält,  wenn  man  einen  Kreis  einer  geeigneten 
quadratischen  Transformation  unterzieht.2) 


1)  Y.  Jerabek,  Sur  une  cubique  circulaire  (Mathésis,  2.  Serie,  Vili,  1898). 

2)  V.  Retali,  Sur  une  cubique  circulaire  (Daselbst). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.    I.  4 
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30.  Zu  einer  andern  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auch  eine  wirk- 
liche Verallgemeinerung  der  Kissoide  ist,  gelangt  man  durch  folgende 
Konstruktion  (Taf.  I,  Fig.  5):  „Gegeben  ein  rechter  Winkel  OBC, 
auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  0  und  C  festliegen,  man  ziehe  durch 
C  einen  beliebigen  Strahl,  der  BO  in  D  trifft;  in  D  errichte  man 
die  Senkrechte  zu  DC  und  projiziere  auf  diese  den  Punkt  0  in  M. 
Der  Ort  der  Punkte  M  ist  eine  Kurve,  die  wegen  ihrer  Schlingenform 
Ophiuride  (o  o(ptg,  Schlange,  und  ij  ovQa,  Schwanz)  genannt  ist."1) 
Nehmen  wir  0  als  Pol,  die  zum  Schenkel  BO  Senkrechte  als  Polarachse, 
setzen  OB=b,  BC  =  c,  so  haben  wir 

#D  =  c-tgco,     OD  =  6-c-tgto,     OM  =  OD -sin  co. 

Die  Polargleichung  der  Ophiuride  ist  daher: 

,    •               sin8»  /EN 

p  =  osino  —  c , (5) 

T  COS  00  '  y    J 

und  ihre  kartesische  Gleichung 

X(X*  +  f)  =  y{bX  -  Cy) (6) 

Die  Ophiuride  ist  also  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung,  die 
0  zum  Doppelpunkt  hat;  die  bezüglichen  Tangenten  sind  die  Gerade 
OC  und  die  Parallele  durch  0  zu  BC  und  die  Krümmungsradien  in 

0    der  zwei  entsprechenden    Kurvenzweige    sind   resp.   gleich  —  und 

— — — — 2).    Lassen  wir  in  (6)  &  =  0  werden,  so  erhalten  wir  wieder 

die  Kissoide  des  Diokles;  damit  ist  erwiesen,  daß  die  Ophiuride  eine 
Erweiterung  derselben  ist.  Zu  demselben  Schlüsse  gelangen  wir  auch, 
wenn  wir  beachten,  daß  die  durch  Gleichung  (6)  dargestellte  Kurve 
die  Fußpunktkurve   der  Parabel  y2  =  2  ex   in   bezug  auf  den  Punkt 

(o,  y)  ist:  demnach:  Die  Fußpunktkurve  einer  Parabel,  in  bezug  auf 

einen  Punkt  der  Scheiteltangente,  ist  im  allgemeinen  eine  Ophiu- 
ride3), im  speziellen  (Nr.  24)  eine  Kissoide,  wenn  der  Punkt  der 
Scheitel  selbst  ist.  Aus  Gleichung  (6)  ergibt  sich  folgende  para- 
metrische Darstellung: 

1)  Uhlhorn,  Entdeckungen  in  der  höheren  Geometrie  (Oldenburg,  1809) 
S.  12.  Vgl.  auch  Blasel,  Die  Zissoide  und  eine  ihr  verwandte  Kurve  (Progr., 
Neiße  1881). 

2)  Dieser  Satz,  sowie  der  im  Folgenden  auftretende  über  die  Krümmung 
einer  Kurve  in  einem  vielfachen  Punkte  sind  aus  dem  Aufsatze  von  G.  Loria  Sur 
la  courbure  d'une  Tigne  plane  dans  un  point  quelconque.  (Porto  Annàes  II,  1907) 
entlehnt. 

3)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  wurde  die  Ophiuride  betrachtet  von 
Matthiesen  {Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  der  literalen  Glei- 
chungent  Leipzig  1878,  S.  940—41)  im  Verlaufe  einer  Beleuchtung  der  Plato- 
nischen Methode  (s.  Loria,  Le  scienze  esatte  usw.  Lib  I,  n.  62)  zur  Lösung  des 
Delischen  Problems. 
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aX  —  cX*  aXi  —  cX3 


x  1    i   12    ;       y 


1+1«      >  V  l-{-l2 

Die  Parameter  der  drei  Wendepunkte,  von  denen  nur  einer  reell  ist, 
sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

aera3  +  3c2  co2  —  3aca  -f-  d2  =  0, 

die  Wendepunkte  selbst  liegen  auf  der  Geraden 

3cx  +  ay  -f-  a2  =  0 
usw. 


Sechstes  Kapitel. 

Die  Cartesische  Parabel. 

31.  Um  ein  allgemeines  Beispiel  einer  Kurve  anzurühren,  auf 
welche  die  von  ihm  entdeckten  Methoden  angewandt  werden  können, 
betrachtete  Descartes  die  auf  folgende  Weise  erzeugten  Linien1): 
„In  einer  Ebene  sei  eine  Kurve  T  und  ein  mit  ihr  unveränderlich 
verbundener  Punkt  A  gegeben,  ferner  ein  fester  Punkt  i*7*,  man  denke 
sich  die  Kurve  translatorisch  bewegt  und  bestimme  für  jede  Lage 
den  Schnittpunkt  mit  der  jeweilig  zugehörigen  Geraden  FA;  der  Ort 
der  so  erhaltenen  Punkte  ist  eine  Cartesische  Kurve".  Die  Konstruk- 
tion kann  als  eine  spezielle  Transformation  ebener  Figuren  angesehen 
werden.  Um  sie  in  Formeln  zu  kleiden,  nehmen  wir  die  vom  Punkte  A 
während  der  gedachten  Bewegung  beschriebene  Gerade  zur  x- Achse, 
und  das  vom  Punkte  F  auf  sie  gefällte  Lot  zur  y-  Achse.  Wenn  nun 
y  =  f(x)  die  Gleichung  der  Kurve  in  ihrer  Anfangslage  ist,  y0  die 
Ordinate  von  F  und  l  die  Abszisse  von  A  in  der  Anfangslage,  so 
werden  v  ,. 

»-«•  +  •).     ^ri  +  f,-1 

die  Gleichungen  von    F  und   der   Geraden  FA  in  einer  beliebigen 
Lage  der  Bewegung  sein.     Durch  Elimination  von  a  erhält  man 

*     '  \  y0—y) 

als  Gleichung  der  Cartesischen  Kurve. 

Ist  JT  eine  Gerade,  so  kann  man  erkennen,  daß  die  erhaltene 
Kurve  erzeugt  wird  durch  die  Schnitte  entsprechender  Elemente  eines 
Strahlenbüschels  und  eines  projektiven  Büschels  paralleler  Strahlen, 
sie  ist  eine  Hyperbel.  Ist  JT  ein  Kreis,  so  ist  die  erzeugte  Kurve 
eine  Konchoide  desNikomedes  (Abschn.  III,  Kap.  5).  Wenn  schließ- 
lich r  eine  Parabel  ist,  so  entsteht  eine  Kurve,  die  von  Descartes 
besonders   betrachtet  wurde2)   und   daher  Parabola  cartesiana  ge- 

1)  La  geometrie  de  Bene  Descartes  (Nouv.  édition.    Paris,  1886)  S.  18. 

2)  Ebendas.  S.  19. 

4* 
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nannt  wird1).  Aridere  nannten  sie  Trident  des  Cartesius2),  andere, 
um  hervorzuheben,  daß  die  Kurve  aus  zwei  getrennten  Zügen  bestehe, 
nannten  die  beiden  Teile  parabolische  Conchoiden3)  oder  jeden 
Begleitkurve  der  Paraboloide  des  Cartesius4). 

Sei  nun  «/2  =  2p %  die  Gleichung  der  erzeugenden  Parabel,  so  ent- 
steht die   der  Cartesischen  Parabel   durch  Elimination  von  a  aus  den 

Gleichungen:  x 

f  =  2p(x  +  a),     _  +  |-  =  l, 

lautet  also  ,.*/.. «  ■> 

Die  Cartesische  Parabel  ist  also  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die 
durch  den  festen  Punkt  F  geht;  sie  hat  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  x- Achse  als  Doppelpunkt.5)  Die  entsprechenden  Tangenten  sind 
diese  Achse  und  die  unendlich  ferne  Gerade;  die  Kurve  besitzt  außer- 
dem einen  Wendepunkt,  usw.  Roberval  hat  gelehrt,  die  Tangente 
an  sie  zu  konstruieren. 6)  Die  Cartesische  Parabel  steht  unter  den  spe- 
ziellen Kurven  dritter  Ordnung  in  bezug  auf  ihr  Alter  nur  der  Kissoide 
des  Diokles  nach,  sie  ist  aber  viel  weniger  wichtig  und  weniger  be- 
kannt als  diese. 


Siebentes  Kapitel. 

Das  Folium  Cartesii. 

32.  Eine  der  unmittelbarsten  und  wichtigsten  Dienstleistungen 
der  Definition  der  Koordinaten  und  des  Begriffes  der  Gleichung  eines 
geometrischen    Ortes    ist    die    Möglichkeit,    Kurven,    deren    Punkt- 


1)  Dieser  Name  findet  sieb,  schon  in  der  Enwmeratio  Unearum  tertii  ordinis 
von  Newton. 

2)  G.  Bellavitis  Sulla  classificazione  delle  curve  del  terz'  ordine  (Mem.  Soc. 
Ital.  Scienze  XXY,  Teil  II,  1851,  S.  24);  G.  Bellacchi,  Lezioni  ed  eserzizi  di 
àlgebra  complementare  Bd.  I  (Firenze,  1898),  S.  43,  wo  noch  allgemeinere  Kurven 
betrachtet  sind. 

3)  De  FHöpital,  Sections  coniques  (Paris,  1720)  S.329.  M.G.Agnesi,  In- 
stituzioni  analitiche  ad  uso  della  gioventù  (Milano,  1748)  I,  S.  209;  Montucla, 
Histoire  des  mathématiques,  Nouv.  ed.  II  (Paris,  1799)  S.  144. 

4)  De  l'Hòpital,  Analyse  des  infiniment  petits.  2e  Aufl.  (Paris,  1705)  S.  23. 
Agnesi  op.  cit.  II,  S.  506. 

5)  Daher  gehört  sie  zur  Klasse  von  Kurven,  welche  Gegenstand  der  folgenden 
Arbeiten  wurden:  A.  Greiner,  Über  orthogonale  Invarianten  der  Kurven  3.  Ord- 
nung mit  unendlich  fernen  Doppelpunkten  und  ihre  geometrische  Bedeutung  (Diss. 
Jena,  1902);  J.  Thomae,  Über  orthogonale  Invariante  und  Kovariante  bei  Kurven 
3.  Ordnung  mit  unendlich  fernem  Doppelpunkte  (Leipziger  Berichte  55,  1903). 

6)  Observations  sur  la  composition  des  mouvements  (Mém.  de  PAcademie 
Roy  ale  des  Sciences,  VI,  Paris  1730);  dort  findet  sich  der  Name:  Parabole  de 
M.  des  Cartes. 
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konstruktion  oder  Entstehung  durch  kontinuierliche  Bewegung  man 
nicht  kennt,  dennoch  in  die  Geometrie  einzuführen.  Eine  solche  unter 
den  älteren  Linien  —  alt,  sofern  es  die  analytische  Geometrie  ist  — 
wird  durch  folgende  Eigenschaft  charakterisiert:  „Für  jeden  Punkt  der 
fraglichen  Linie  ist  die  Summe  der  Kuben  seiner  rechtwinkligen  karte- 
sischen  Koordinaten  gleich  dem  rechtwinkligen  Parallelepipedon,  das  als 
Kanten  eben  diese  Koordinaten  und  eine  gegebene  Länge  hat.  Die  Kurve, 
um  die  es  sich  handelt,  hat,  wenn  man  diese  Länge  mit  3  a  bezeichnet, 
die  Gleichung  J+tf-Saxn (1) 

Die  Diskussion  ergibt  leicht,  daß  sie  im  Koordinatenanfang  einen 
Knotenpunkt  hat  mit  den  Koordinatachsen  als  zugehörigen  Tangenten; 
in  dem  von  den  positiven  Richtungen  der  Geraden  gebildeten  Winkel 
hat  die  Kurve  das  Aussehen  eines  zum  Winkelhalbierer  dieser  Geraden 

symmetrischen  Blattes.    Die  Länge  des  Blattes  ist  — .     In  den  beiden 

anliegenden  Winkelräumen  besitzt  die  Kurve  zwei  unendliche  Zweige, 
die  zueinander  symmetrisch  sind  in  bezug  auf  jenen  Winkelhalbierer 
und  sich  asymptotisch  der  Geraden  x  -f-  y  +  a  =  0  nähern,  jenseits 
welcher  sich  keine  reellen  Punkte  der  Kurve  befinden.    Der  Krümmungs- 

3a 
radius  der  entsprechenden  Kurvenzweige  in  0  ist  gleich  — --1) 

Zu  diesen  Schlüssen  konnten  die  ersten  Bearbeiter  der  analytischen 
Geometrie  nicht  gelangen,  weil  sie  noch  nicht  die  fundamentalen  Be- 
stimmungen über  die  Vorzeichen  der  Koordinaten  getroffen  hatten 
und  aus  Scheu  vor  dem  Unendlichen,  nicht-endliche  Werte  der 
Koordinaten  ausschlössen  Infolgedessen  entging  ihnen  die  Existenz 
der  beiden  unendlichen  Zweige  der  Kurve  (1),  dafür  fügten  sie  zur 
Ergänzung  des  Blattes,  welches  nur  einen  Teil  der  Kurve  bildet,  die- 
jenigen, die  symmetrisch  zu  den  Achsen  und  zum  Koordinatenanfang 
liegen,  hinzu.  So  entstand  eine  Gruppe  von  vier  Blättern,  die  ein 
gewisses  Analogon  zum  Blütenkelche  des  Jasmin  bildet,  oder  auch 
eine  Gruppe  von  vier  Schleifen,  deren  Gesamtheit  an  den  Knoten 
einer  Halsbinde  erinnert;  so  erklärt  sich  der  Name  Fleur  de  Jasmin 
und  Galante,  mit  welchem  Roberval  die  betrachtete  Kurve  be- 
zeichnete, und  den  andere  in  der  Folge  annahmen.  Jedoch  aus  er- 
klärlichen Gründen  genießt  weder  der  eine  noch  der  andere  von 
diesen  beiden  Namen  heute  den  Vorzug:  man  nennt  die  Kurve  C ar- 
tesisches Blatt  (Folium  Cartesii)  zum  Andenken  an  den  Geometer, 
der  sie  zuerst  erwähnt  hat. 

Wer  hat  wohl  zuerst  diese  Benennung  angewandt?  Diese  Frage 
wurde  zweimal2)   und   in    verschiedener  Form   von  P.  Tann  er  y  auf- 

1)  Intermédiaire  III,  1896,  S.  85  und  IV,  1897,  S.  125. 

2)  S.  Note  2  auf  S.  50. 
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geworfen,  ohne  jedoch  eine  endgültige  Antwort  zu  erhalten1).  Um 
diese,  den  Leser  jedenfalls  überraschende  Tatsache  zu  erklären,  be- 
merken wir  zunächst,  daß  der  älteste  Hinweis  auf  die  Kurve  (1)  sich 
in  einem  Briefe  findet,  den  Descartes  im  Januar  1638  an  P.  Mer- 
senne  richtete,  damit  er  ihn  dem  Fermat  mitteile2);  daselbst  findet 
sich  die  Definition  in  Worten,  wie  wir  sie  zu  Anfang  dieses  Kapitels 
mitgeteilt  haben,  als  auf  eine  Kurve  sich  beziehend,  auf  welche  die 
Tangentenkonstruktion  des  berühmten  Senators  von  Toulouse  nicht 
anwendbar  sei.  Die  Kurve  wird  mit  einem  Namen  nicht  bezeichnet, 
und  die  Definition  wird  mit  einer  Figur  begleitet,  die  beweist,  daß 
die  Gestalt  der  Kurve  Descartes  unbekannt  war.  Sieben  Monate 
später  (am  23.  August  1638)  machte  dieser  große  Geometer  die  Kon- 
struktion der  zur  Symmetrieachse  parallelen  Tangente  bekannt,  indem 
er  „la  plus  grande  largeur  de  la  feuille"  ableitet3).  „Soit  ACKFA", 
beginnt  er4),  „l'une  des  feuilles  de  cette  courbe  dont  l'essieu  est  AH 
et  le  plus  grand  diamètre  de  la  feuille  est  AK";  und  diese  Worte 
—  bei  denen  sich  zum  erstenmal  das  Wort  „feuille"  findet  —  be- 
weisen, daß,  obwohl  Descartes  hochmütig  versicherte,  daß  die  Gestalt 
der  Kurve  „se  voit  à  l'oeil  sans  aucun  esprit  ni  science"5)  die  Gestalt 
selbst  ihm  in  der  Tat  völlig  unbekannt  war;  eine  bemerkenswerte 
Tatsache,  wenn  man  bedenkt,  daß  die  Geometrie  eine  Jahr  bevor  diese 
Worte  geschrieben  wurden,  veröffentlicht  worden  war.  Der  Name 
„Blatt  des  Cartesius"  findet  sich  nicht  bei  R  ob  er  vai,  der  in  einem 
Briefe  an  Fermat  vom  1.  Juni  1638 6)  den  Ausdruck  „sa  (d.  i.  Des- 
cartes) figure  qui  est  une  espèce  d'ovale"  anwendet;  aber  in  einem 
Briefe  von  Huy gens  an  Leibniz  vom  17.  September  1693  findet  sich 
die  Bezeichnung  „la  feuille  de  Mr.  des  Cartes  ou  de  Roberval"7),  je- 
doch an  diese  Nomenklatur  hielt  sich  der  berühmte  Niederländer 
nicht,  da  er  in  einem  älteren  Briefe  vom  12.  Januar  1693,  der  auch 
an  Leibniz  gerichtet  war,  folgende  Umschreibung  anwendet:  „La 
courbe  dont  l'équation  est  x3  -f-  ys  =  nxy  que  M.Descartes  reporte 
dans  sa  lettre  65e  du  3e  vol.  et  qu'il  a  considerò  aussi  bien,  que 
M.  Hudde"8),  anderswo  zieht  er  es  vor,  ihr  überhaupt  keinen  Namen 


1)  Daselbst  IV,  1897,  S.  19  und  237;  V,  1898,  S.   128. 

2)  (Euvres  de  Descartes,  ed.  Tannery  et  Adam,  I  (Paris,  1897)  S.  490. 

3)  (Euvres  de  Descartes  ed.  Tannery  et  Adam,  II  (Paris,  1897)  S.  316. 

4)  Daselbst  S.  313. 

5)  Das.  S.  98.  Derselbe  Gedanke  findet  sich  in  einem  Briefe  an  P.  Mersenne 
vom  27.  Juli  1638  in  anderer  Form  wieder,  wo  es  heißt:  „Et  Mr  de  Roberval 
me  semble  aussy  vain,  avec  son  Galand  qu'une  femme  qui  attaché  un  ruban  à 
ses  cheveux  affin  de  paroistre  plus  belle;  car  il  n'a  en  besoin  d'aucune  industrie, 
pour  trouver  la  figure  de  cette  ligne  co  urbe,  puisque  j'en  lui  avais  envoyé"  la 
définition.     (Das.  S.  274.) 

6)  (Euvres  de  Fermat  II,  S.  150—51. 

7)  Leibniz  ed.  Gerhardt  II  (Berlin  1850)  S.  161.         8)  Das.  S.  153. 
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zu  geben1).  Dagegen  wurde  der  für  die  Kurve  von  ihrer  angeblichen 
Ähnlichkeit  mit  einer  Bandschleife  hergenommene  Name  von  Des- 
cartes2), Fermat3),  Leibniz4)  und  von  Barrow5)  angewendet. 
Ohne  ihr  einen  Namen  beizulegen,  betrachteten  sie:  Schooten  — 
der  im  V.  Buche  seiner  Exercitationum  mathematicarum  (Leyden,  1657) 6) 
eine  Konstruktion  derselben,  die  er  Hudde  verdankt,  an  einer  Figur 
darlegt,  in  welcher  die  Kurve  als  aus  einem  einzigen  Blatte  gebildet 
dargestellt  wird  — ,  der  Marquis  de  l'Hopital,  in  seiner  Analyse  des 
infiniment  petits  (Paris,  1696)7),  und  Johann  Bernoulli  in  den 
Lectiones  mathematicae,  die  er  in  den  Jahren  1691 — 92  hielt8).  Die 
Bezeichnung  „Blatt"  findet  sich  im  18.  Jahrhundert;  so  in  der  Histoire 
de  VAcadémie  des  Sciences  für  das  Jahr  1706,  wo  sich  S.  94  folgende 
Bemerkung  findet,  die  sich  wahrscheinlich  auf  die  Kurve,  um  die  es 
sich  hier  handelt,  bezieht:  „Monsieur  Carré  a  donne  en  trois  manières 
différentes  la  quadrature  d'une  co  urbe  appelé  Folium  ou  feuille  a  cause 
de  son  contour";  so  nannte  Moivre  die  Kurve  (1)  „the  Foliate"9),  und 
später  bemerkten  Bragelogne10)  und  Cramer11),  daß  „la  partie  fìnie 
d'une  courbe,  qui  renferme  un  espace,  s'appelle  feuille".  Schließlich 
hat  D'Alembert,  indem  er  dem  „folium  de  Descartes"  einen  be- 
sonderen Artikel  in  der  Encyclope'die  methodique  widmete,  ohne  Zweifel 
dazu  beigetragen,  den  Gebrauch  dieses  Namens,  dessen  Anfänge  sich 
zweifellos  in  den  vorhin  angeführten  Briefen  von  Descartes  (23.  Aug. 
1638)  und  Huygens  (17.  Sept.  1693)  finden,  in  der  ganzen  zivilisierten 
Welt  zu  verbreiten. 

Zu  den  schon  erwähnten  wollen  wir  noch  den  Namen  ligne  in- 
clinée  hinzufügen,  mit  welchem  das  Blatt  in  einem  von  P.  Tannery 
untersuchten  Manuskripte  des  17.  Jahrhunderts  bezeichnet  wird.  Aus 
der  folgenden  Zeit,  in  welcher  die  Gestalt  der  Kurve  genau  bestimmt 
wurde,  sollen  zwei  Punkte  erwähnt  werden:  Erstens,  daß  Huygens, 
in  einem  an  den  Marquis  de  l'Hopital  den  29.  Dezember  1692  ge- 
richteten Briefe  die  richtige  Gestalt  und  die  Asymptote  der  Kurve 
angegeben  hat12)  und  zweitens,  daß  sowohl  die  erwähnte  Schrift  von 


1)  (Euvres  de  Huygens  IV,  S.  283,  312,  315.         2)  Das.  S.  33. 

3)  (Euvres  de  Fermai  II,  S.  169. 

4)  Brief  an  Huygens  v.  10.  (20.)  März  1693,  wo  es  heißt:  „la  galande  de 
Mr.  de  Roberval".     {Leibniz  ed.  Gerhardt  II,  S.  158.) 

5)  Lectiones  geometricae  (London,  1670). 

6)  Daher  derv.  Fermat  u.  anderen  angewandte  Namen  curva  Schootenii. 

7)  IL  Aufl.  (Paris,  1705)  S.  15  und  42. 

8)  Joh.  Bernoulli  Opera  III,  S.  403. 

9)  A  ready  description  and  quadrature  of  a  curve  of  the  third  order  resembling 
that  commonly  called  the  foliate  (Phil,  trans.  Nr.  345). 

10)  Mém.  de  VAcad.  des  Sciences,  Paris  1730,  S.  165. 

11)  Introduction  à  Vanalyse  des  lignes  courbes  algébriques  (Genève  1750)  S.  9. 

12)  (Euvres   de   Huygens,  X   (La  Haye,  1905)   S.  351.     Diese   Bemerkungen 
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Mo i vre  als  auch  die  Lectiones  von  Joh.  Bernoulli  mit  exakten  Zeich- 
nungen der  Kurve  versehen  sind. 

33.  Der  von  Descartes  am  23.  August  1638  geschriebene  Brief 
enthält  noch  einen  weiteren,  sehr  bemerkenswerten  Passus,  nämlich 
folgenden:  „Au  reste,  puis  que  je  vois  qu'il  (Roberval)  a  pris  plaisir 
à  considerer  la  figure  de  cette  ligne  laquelle  il  nomme  une  Galand 
ou  une  fleur  de  Jasmin,  je  lui  en  veux  ici  donner  une  autre,  qui  ne 
merite  pas  moins  que  celle-là  les  mèmes  noms  et  qui  est  neanmoins 
beaucoup  plus  aisée  a  descrire,  en  ce  que  l'invention  de  tous  ses  poins 
ne  depend  d'aucune  equation  cubique.  Celle  cy  donc  est  teile  qu'ayant 
pris  AK  pour  l'aissieu  de  l'une  de  ces  feuilles,  et  en  AK  le  point 
N  a  discretion,  il  faut  seulement  faire  que  le  carré  de  l'ordonnée  LN 
soit  au  carré  du  Segment  AN  comme  l'autre  segment  NK  est  à  l'ag- 
gregat  de  tout  AK  et  du  triple  d'  AN  et  ainsi  on  aura  le  point  L, 
c'est  à  dire  tous  ceux  de  la  courbe,  puisque  le  point  N  se  prend  à 
discretion.  Je  pourrais  luy  donner  une  infinite  d'autres  lignes,  qui  ne 
seroient  pas  d'une  nature  plus  composée  que  celle  la  et  toutefois  qui 
representoiraient  des  fleurs  et  des  galans  beaucoup  plus  doubles  et 
plus  beaux;  etc."1)  Bringen  wir  diese  Definition  in  Formeln,  so  er- 
sieht man,  daß  die  neue  Kurve  die  Gleichung  hat: 

y2        l  —  x 


x*       l-\-3x 


(2) 


Nun  beachten  wir,  daß,  wenn  wir  als  Koordinatenachsen  die  Winkel- 
halbierer  zwischen  den  alten  Achsen  nehmen,  die  Transformierungs- 
gleichungen 

sind.     Infolgedessen  geht  (2)  über  in 

Da  diese  von  derselben  Gestalt  ist,  wie  Gleichung  (1),  so  ist  die  Kurve 
Descartes'  nicht  verschieden  von  dem  Folium.  Daß  dies  dem  Ver- 
fasser des  Discours  de  la  méthode  bekannt  gewesen,  wird  durch  den- 
selben Brief  von  Descartes2)  an  Mersenne  bewiesen,  worin  sich 
folgender  Satz  findet:  „I'oubliois  à  vous  dire  que  la  nou velie  ligne 
que  j'ai  proposée  au  sieur  Roberval  à  la  fin  de  la  4e  page  de  cete 
lettre  est  toute  la  mesme  que  l'autre,  ce  que  je  fais  pour  me  rire  de 
luy  s'il  ne  le  reconnoìt  pas  à  cause  qu'il  s'est  vanté  la  connoistre  comme 
le  cercle."     Wenn   demnach  Descartes   die    Identität    der  durch  die 


wurden  als    „sehr  schön  und  ganz  neu"   von  de  l'Hopital  gefunden;  m.  s.  das. 
S.  390. 

1)  (Euvres   de   Descartes   ed.  Tannery   et  Adam   (Paris,  1897)    S.  316—17. 

2)  0.  a.  0.  S.  336. 
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Gleichungen  (1)  und  (2)  dargestellten  Kurven  erkannt  hat,  so  ist  diese 
Tatsache  von  großer  Bedeutung,  indem  sie  beweist,  daß  er  imstande 
war,  wenigstens  in  besonderen  Fällen,  eine  Transformation  der  Koor- 
dinaten auszuführen. 

Die  Transformation  der  Gleichung  (1)  in  (2)  ist  nicht  bloß  von 
historischem  Interesse,  sondern  kann  auch  benutzt  werden,  um  die 
Kurve  zu  konstruieren.  Es  seien  (s.  Taf.  I,  Fig.  6)  M  und  M1  zwei 
Punkte  der  Kurve  (2)  symmetrisch  zur  x-  Achse  gelegen  ;  dann  ist  MM1 
parallel  zu  07  und  schneidet  OX  in  einem  Punkte  N.  Beschreiben 
wir  nun  einen  Kreis,  der  durch  0  geht  und  dessen  Zentrum  auf  OX 
liegt,  und  projizieren  von  0  aus  auf  diesen  die  Punkte  M  und  Mx 
in  W  und  M±'}  so  wird  auch  W  Jf/,  senkrecht  zu  OX  sein  und  ein 
paralleles  Strahlenbüschel  projektiv  zu  dem  ähnlich  entstandenen  der 
Geraden  MMt  beschreiben.  Umgekehrt:  Es  sei  eine  Projektivität 
zwischen  den  Punkten  N  und  N'  auf  OX  gegeben*  man  ziehe  durch 
N'  die  Parallele  zu  0  Y  und  bestimme  deren  Schnitte  M ',  Mx'  mit  dem 
Kreise;  projiziert  man  diese  von  0  aus  auf  die  durch  N  zu  OY  ge- 
zogene Parallele,  so  erhält  man  zwei  Punkte  M  und  Mv  deren  Ort, 
wenigstens  in  speziellen  Fällen,  ein  Folium  Cartesii  ist.  Um  dies  zu 
zeigen,  nehmen  wir  an,    es    sei  B  der   Radius    des   Hilfskreises   und 

axx  -f-  ßx  -f-  yx  +  8  =  0 

die  Gleichung  der  Projektivität  zwischen  N  und  N'}  so  hat  man  (wenn 
y  und  y  die  Ordinaten  von  M  und  M'  sind): 

x'{2B-x')  =  y'\         «-■ *. 

Wenn  man  nun  x  und  y  eliminiert,  erhält  man  als  Gleichung  des 
Ortes  der  Punkte  M,  Mx 

2Bxi        ßx  +  d  _  0 
£C2  -|-  2/2        ax-\-  y 
oder  auch 

(2R  +  ß)xs  +  ßxy*  +  (R7  +  d)x*  +  dyK     ...    (3) 

Diese  Gleichung  ist  allgemeiner  als  (2),  stimmt  aber  mit  ihr  überein, 
wenn  man  setzt: 

Infolgedessen  wird  die  projektive  Beziehung  zwischen  den  Punkten 
N,  N'  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

'  —  7?  3xJrl . 

sie  kann  daher  durch  die  Bestimmung  erhalten  werden,  daß  den 
Werten  x  =  0,  —  l,  oo  die  Werte  entsprechen  x'  =  B,  oo,  dB. 
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Außer  dieser  direkten  Konstruktion  des  Foliums,  wurde  noch  eine 
andere  von  Gr.  de  Longchamps1)  angegeben,  während  noch  andere 
sich  als  auf  besonderen  geometrischen  Transformationen  beruhend  er- 
weisen2); auf  einige  derselben  werden  wir  im  folgenden  noch  zurück- 
kommen (s.  Nr.  47). 

34.  Aus  Gleichung  (1)  folgt,  daß  die  Hessesche  Kurve  des  da- 
durch dargestellten  Poliums   ein  anderes  Folium  ist,   d.  h.  die  Kurve 

#3  +  y3  +  I  a>%y  =  0. 

Aus  derselben  Gleichung  ergibt  sich  folgende  Polargleichung  der  Kurve: 

3  a  sin  a  •  cos  m 
"        sin3  es  -|-  cos3  <a  ' 

die  in  vielen  Fällen  recht  nützlich  ist,  z.  B.  um  die  Fläche  der  Kurve 

3aa 
zu  berechnen3);  so   wird  man   im    speziellen  finden,  daß  — -    sowohl 

den  Flächeninhalt  der  Schleife  als  auch  den  des  zwischen  der  Asymptote 
und  den  beiden  unendlichen  Zweigen  belegenen  Teiles  ausdrückt4). 
Die  Rektifikation  der  Kurve  läßt  sich  hingegen  nicht  elementar  be- 
wirken, sondern  erfordert  elliptische  Integrale  (vgl.  Nr.  20). 

Aus  derselben  Gleichung  (1)  ergibt  sich  folgende  parametrische 
Darstellung:  ^/  3q^ 

X       l+lz>         y       l  +  V> 
und  daraus  die  Bedingung  für  die  Kollinearität  der  drei  Punkte  (a)  (ß)  (y) 

aßy  +  1  =  0. 

Die  drei  Wendepunkte  der  Kurve  befinden  sich  also  alle  im  Unend- 
lichen, und  nur  einer  ist  reell.  Die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  (X)  ist 

(A4-  2  k)  x  -  (223-  1)  y  +  3<a2  =  0. 

Die  der  Asymptote   erhalten  wir,  wenn  wir  k  =  —  1   machen,   daher 

ist  sie  . 

x  -\-  y  +  a  =  0. 

Weiter  wollen  wir  uns  nicht  mit  dem  Cartesischen  Folium  befassen, 
da  es  eine  Kurve  von  geringem  Interesse  ist,  indem  sie  sich  bei  keinem 

1)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  Téquerre,  S.  104 — 05. 

2)  Intermédiaire  Y,  1898,  S.  102—04. 

3)  Die  Einzelheiten  der  Berechnung  finden  sich  in  J.  A.  Serret,  Lehrbuch 
der  Differential-  und  Integralrechnung.  Nach  A.  Hamacks  Übersetzung. 
III.  Aufl.  neu  bearbeitet  von  G.  Scheffers  (künftig  als  Serret-Harnaclc-Scheffers 
zitiert)  II  (Leipzig,  1907)  S.  270—271.  Über  die  ersten  Quadraturmethoden  vgl. 
G.  Loria,  Curve  piane  speciali  nel  carteggio  di  C.  Huygens  (Bibl.  math.,  3.  Reihe, 
VE,  1906,  S.  271—274). 

4)  Andere  verwandte  elegante  Sätze  finden  sich  in  P.  Mansion,  Sur  cer- 
taines  courbes  carrables  algébriquement  (Nouv.  Corresp.  math.  I,  1878). 
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geometrischen  Problem  zeigt1).  Gr.  Bellavitis  glaubte,  daß  die  Kurve 
die  Inverse  der  gleichseitigen  Hyperbel  sei,  den  Scheitel  als  Pol  ge- 
nommen2); es  läßt  sich  jedoch  leicht  einsehen,  daß  dies  nicht  der 
Fall  ist3). 

Bemerken  wollen  wir  nur  noch,  daß  man  als  Verallgemeine- 
rungen der  Kurve  ansehen  kann  sowohl  alle  diejenigen,  die  durch 
Gleichung  (3)  dargestellt  werden,  deren  Erzeugung  wir  erörtert  haben, 
als  auch  diejenigen,  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellt  werden: 

ay3  +  bxz  =  abxy  -f-  c3  (x  -+-  y).*) 

Noch  weiter  gehend  und  wichtiger  ist  die  Verallgemeinerung,  die  aus 
der  Betrachtung  der  Kurven  von  folgender  Gleichung  hervorgeht: 

Gibt  man  dem  n  einen  beliebigen  ganzzahligen  Wert,  so  erhält  man 
dementsprechend  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  2w  +  l,  die 
im  Koordinatenanfang  einen  2w-fachen  Punkt,  und  als  Asymptote  die 
Gerade  x -\- y  =  (—l)n  ■  a  hat;  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade, 
ist  das  Verhalten  der  Kurve  im  Anfangspunkt  verschieden;  usw. 


Achtes  Kapitel. 

Die  Fokale  von  Quetelet  oder  schiefe  Strophoide,   die  Logocyklika 
von  Booth  oder  gerade  Strophoide. 

35.  Wir  betrachten  einen  Rotationskegel  mit  der  Spitze  V  (vgl. 
Taf.  I,  Fig.  7).  Sei  g  eine  Erzeugende  und  t  eine  Tangente  senk- 
recht zu  g.  Jede  Ebene  %  durch  t  geführt,  schneidet  den  Kegel  in 
einem  Kegelschnitt  F,  dessen  Brennpunkte  Mx  und  Jf2  seien;  der  Ort 
derselben,  wenn  sich  %  um  t  dreht,  ist  eine  gewisse  Kurve  3>.  Da 
Mx  und  M2  sich  auf  der  Senkrechten  zu  t,  die  durch  den  Berührungs- 
punkt A  geht,  befinden,  so  liegt  die  Kurve  auf  einer  durch  A  gehen- 
den, zu  t  senkrechten  Ebene,  d.  b.  auf  einer  von  A  durch   die  Achse 


1)  Es  gibt  übrigens  zwei  Monographien  über  diese  Kurve:  Erdmann,  Das 
Descartessche  Folium  in  seiner  Verallgemeinerung  (Progr.  Münster,  1871);  Rych- 
licki,  Das  Folium  von  Descartes  (Progr.  "Wongrowitz,  1882). 

2)  Sulla  classificazione  delle  curve  di  terz'  ordine  (Mem.  della  Soc.  Ital.  delle 
Scienze  XXV,  Teil  2,  1851)  S.  23. 

3)  Diese  ist  vielmehr  eine  Strophoide  (Michel,  Demonstration  élémentaire 
d'une  théorème  connu,  Jonrn.  Math.  spéc.  4.  Serie,  IV,  1895). 

4)  Reichenbach,  Diskuss.  der  durch  d.  Gleich.  axs-\-bys=abx-\-cs(x-\-y) 
dargestellten  krummen  Linie  (Münster,  1872). 

5)  Von  diesen  Kurven  ist  die  Rede  in  den  Questions  7772  u.  7840  der  Educ. 
Times  (XLIV,  1886,  S.  88 — 90);  jedoch  ihre  Haupteigenschaften,  sowohl  wie  die 
Quadratur  finden  sich  in  Cesàro-Kowalewski,  Mg.  Analysis  und  Integral- 
rechnung, S.  585  und  796. 
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des  Kegels  gehenden  Ebene  6.  Beachten  wir  nun,  daß  infolge  eines 
bekannten  Satzes  von  Dandelin  und  Quetelet  es  genügt,  die  Be- 
rührungspunkte der  in  den  Kegel  eingeschriebenen  Kugeln,  die  %  be- 
rühren, zu  bestimmen,  um  Mx  und  Ms  zu  finden;  die  beiden  Kugeln 
werden  von  6  in  zwei  größten  Kreisen  geschnitten,  und  daher  läßt 
sich  die  Kurve  <&  konstruieren,  ohne  daß  man  aus  der  Ebene  6  heraus- 
geht, durch  folgendes  Verfahren.  Man  zeichne  die  beiden  Erzeu- 
genden g'  und  g"  des  gegebenen  Kegels,  die  in  die  Ebene  6 
fallen,  ebenso  den  Spurpunkt  A  der  Tangente  t\  von  A  ziehe 
man  eine  beliebige  Transversale,  die  g"  in  B  schneide,  dann 
zeichne  man  die  beiden  Kreise,  welche  g',  g"  und  AB  be- 
rühren; ihre  Berührungspunkte  mit  der  letzteren  sind  die 
Punkte  der  Kurve  d>.  Diese  Konstruktion  kann  in  bemerkens- 
werter Weise  vereinfacht  werden.  Man  zeichne  den  Mittelpunkt  P 
von  M1 M2  bzw.  AB',  die  analogen  Punkte  P  liegen  dann  alle  auf 
einer  Parallelen  p  zu  g" .  Diese  Gerade  p  wird  dann  durch  die  Mittel- 
punkte H  und  D  der  Strecken  AV  und  AK  gehen,  wenn  K  einen 
Punkt  von  g"  bedeutet,  derart,  daß  VK  =  VA,  also  VKA  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ist.  Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  VA  =  af 
VB  =  h,  AB  =  c,  so  ist  bekanntlich 

AMl-  ^=4±-c  ,        BMX  -  Z^±l±_c 

und    da   ^P=y,     so    ist    PM1  =  PM2  =  °^ , 
aber 


PD~jBK-^i, 


Nennen  wir  nun  die  Gerade  AK  q,  so  ergibt  sich,  daß  die  Kurve 
0  auch  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden  kann:  Gegeben  ein 
Winkel  pq  und  ein  Punkt  A  auf  seinem  Schenkel  q;  man 
ziehe  durch  A  eine  beliebige  Gerader,  welche^  in  P  schnei- 
det; diejenigen  Punkte  Mif  M2  von  r,  die  denselben  Abstand 
von  P  haben  wie  D  von  P,  gehören  der  Kurve  d>  an. 

Betrachten  wir  dagegen  statt  des  Kegels  einen  geraden  Zylinder 
und  verfahren  wie  vorhin,  so  sehen  wir,  daß  der  Ort  der  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte,  die  auf  ihm  von  den  durch  eine  zu  einer  Erzeugen- 
den g  senkrechten  Tangente  t  gehenden  Ebenen  %  erzeugt  werden, 
eine  Kurve  ist,  die  ganz  in  der  Ebene  6  liegt,  die  durch  die  Achse  des 
Zylinders  und  den  Berührungspunkt  A  von  t  geht  (vgl.  Taf.  I,  Fig.  8  ). 
Man  erkennt  überdies,  daß  die  besprochene  Kurve  sich  auf  folgende 
Weise  in  der  Ebene  6  konstruieren  läßt:  Gegeben  zwei  Parallele  g 
und   g"   und    auf   der    ersteren    ein  Punkt  A\    man   ziehe  die 
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Transversale  AB  und  bestimme  auf  AB  die  Berührungs- 
punkte Mt  und  M2  derjenigen  beiden  Kreise,  die  außerdem 
die  Geraden  #'  und  g"  berühren:  diese  gehören  jener  Kurve  an. 
Nennen  wir  P  den  Mittelpunkt  von  M1M2,  so  wird  der  Ort  der 
Punkte  P  die  Halbierungslinie  p  des  Streifens  g  g"  sein.  Ziehen  wir 
durch  A  die  Gerade  q  senkrecht  zu  g,  g",  seien  JD  und  K  die  Schnitte 
mit  p  und  g" ,  und  schließlich  0X  und  02  die  Mittelpunkte  der  ge- 
nannten Kreise,  so  sind  offenbar  die  Dreiecke  PMX  0X  und  P M2  02 
einander  als  auch  dem  Dreiecke  PDA  kongruent  und  daraus  ergibt 
sich  insbesondere,  daß 

PMt  =  PM2  =  PD. 

Im  vorliegenden  Falle  läßt  sich  also  die  Kurve  d>  auf  dieselbe  Weise 
wie  im  allgemeinen  Falle  zeichnen,  indem  man  sich  als  Fundamental- 
elemente des  Punktes  A  und  des  rechten  Winkels  der  Geraden  p 
und  q  bedient.  Es  ist  klar,  daß  dieselbe  Konstruktion  sich  auch  so 
ausdrücken  läßt:  Gegeben  ein  System  von  sich  in  einem  Punkte  be- 
rührenden Kreisen  und  ein  Punkt  A  auf  ihrer  gemeinsamen  Tangente; 
der  Ort  der  Endpunkte  derjenigen  Durchmesser  dieser  Kreise,  die 
durch  A  gehen,  ist  eine  Kurve  <2>  in  bezug  auf  einen  Zylinder1). 

36.  Es  war  gegen  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  als  die 
Kurve  0  ihren  Einzug  in  die  mathematische  Literatur  hielt;  schon 
im  Jahre  1757  wurde  sie  im  IV.  Bande  der  Instituti  Bononiensis  Com- 
mentarti veröffentlicht;  diese  enthielten  zwei  Abhandlungen  von  Gregor 
Casali,  betitelt  De  conico/rum  sedionum  focis,  die  gänzlich  den  Kurven 
<&  gewidmet  waren.  Ihr  Ursprung  geht  jedoch  noch  ungefähr  ein 
Jahrhundert  zurück;  dies  bezeugt  in  der  Tat  Casali;  sie  wurden 
früher  schon  von  Guido  Grandi  in  einer  nicht  herausgegebenen  Ab- 
handlung2) und  von  Evangelista  Torricelli  behandelt;  so  erklärt  sich 
der  von  Casali  zur  Bezeichnung  der  Kurve  CE>  angewendete  Name 
Pteroides  torricellanea3).  Demnach  hätte  es  den  Anschein,  daß 
man  die  Erfindung  der  betreffenden  Kurve  auf  den  berühmten  Schüler 
Galileis  zurückführen  müßte,  wenn  nur  nicht  zwei  Briefe  existierten, 
die  im  Jahre  1645  an  ihn  gerichtet  waren,  und  in  denen  eine  plani- 
metrische  Definition  der  Kurve  0  in  bezug  auf  einen  Zylinder  zu 
lesen  ist  und  sogar  der  von  Casali  angewendete  Name.  Die  bezüg- 
lichen Briefe4)  wurden  von  Rom  aus  an  Torricelli  von  F.  de  Verdus 
geschrieben,  jenem  „gentilhome  bourdelois"  und  Herausgeber  der  be- 
rühmten   Observations   sur   la   composition   des   mouvements   et  sur   le 


1)  Balitrand,  Note  sur  la  strophoide  (Journ.  math.  spéc.  3.  Serie,  III,  1889). 

2)  Nach  Franchini  (Saggio  sulla  storia  della  matematica,  Lucca  1821,  S.  226) 
hat  G.  Grandi  zuerst  die  Kurvengleichung  bestimmt. 

3)  Von  tò  TttSQÓv,  der  Flügel. 

4)  Veröffentlicht  zugleich  mit  anderen  von  B.  Boncompagni  im  Bullettino 
di  bibliografia  usw.  VIII,  1875. 
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nioyen  de  trouver  les  touchantes  des  lignes  courbes  von  Roberval;  von 
diesen  Briefen  ist  der  eine  vom  19.  Mai  1645  datiert,  der  andere  ist 
unbekannten  Datums,  ist  jedoch  früher  als  der  vorige  und  später  als 
ein  dritter  vom  15.  März  1645.  Der  wesentliche  Inhalt  derselben  ist 
übereinstimmend,  indem  sie  beide  „die  Beschreibung  einer  Linie,  die  in 
Frankreich  Ala  oder  Pteroide  genannt  wird",  enthalten,  die  de  Verdus 
„an  einem  der  letzten  Tage"  bekommen  hatte,  und  die  Anwendung 
der  Methode  der  Tangenten,  die  unter  dem  Namen  Roberval  geht, 
auf  dieselbe.  Daraus  geht  dann  hervor,  daß  die  Erfindung  der  be- 
trachteten Kurve  sicherlich  nicht  Torricelli  gebührt,  sondern  einem 
französischen  Mathematiker,  der  vielleicht  Roberval  selbst  gewesen  ist. 

Die  auf  einen  Zylinder  bezüglichen  Kurven  <X>  scheinen  nicht  so- 
bald untersucht  zu  sein,  weder  in  Frankreich,  wo  sie  das  Licht  er- 
blickten, noch  in  Italien,  wohin  sie  verpflanzt  waren,  noch  anderswo; 
indem  A.  de  Moivre  im  Jahre  1755  ihre  Konstruktion  in  der  Ebene 
fand1),  bemerkte  er  die  Ähnlichkeit  der  Gestalt  mit  dem  Folium 
Cartesii,  und  gab  auch  die  Quadratur  an.  Wir  glauben  nicht  irre  zu 
gehen,  wenn  wir  behaupten,  daß  es  diese  Arbeit  des  berühmten  eng- 
lischen Mathematikers  ist,  der  man  das  Eindringen  derartiger  Kurven 
in  die  sonst  verbreiteten  Lehrbücher  verdankt;  wie  z.  B.  die  Insti- 
tuzioni  analitiche  ad  uso  della  gioventù  italiana  der  Dua  Maria  Gaetana 
Agnesi  (I,  Milano,  1748,  S.  378—80  und  391—92),  die  Analyse  des 
lignes  courbes  algébriques  von  G.  Gramer  (Genève,  1750,  S.  411)  und  die 
Institutiones  analyticae  von  V.  Ri  coati  und  G.  Saladini  (Bononiae 
1765,  I,  S.  328). 

Die  stereometrische  Definition  der  Kurve  0,  die  Casali  mit  so 
großer  Gelehrsamkeit  bearbeitet  hatte,  blieb  unbekannt  und  begraben  in 
den  Abhandlungen  der  Akademie  zu  Bologna,  bis  B.  Tortolini  im  Jahre 
1860  es  für  nützlich  erachtete,  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  wieder 
auf  die  Arbeit  des  hervorragenden  Italieners  zu  lenken2),  veranlaßt 
hierzu  durch  den  Umstand,  daß  von  A.  Quetelet  im  Jahre  1819  diese 
selbe  Definition  wieder  gefunden  war;  sie  ist  in  der  Tat  der  Kern  der 
Dissertatio  de  quibusdam  locis  geometricis  (Gand),  wo  die  Kurven  0 
Fokalen3)  oder  reguläre  Fokalen  genannt  werden,  jenachdem  sie 
sich  auf  einen  Kegel  oder  Zylinder  beziehen.  Die  Queteletsche  Inaugural- 
Dissertation  wurde  der  Ausgangspunkt  der  Dandelinschen  Unter- 
suchungen (Memoire  sur  quelques  propriétes  remarquables  de  la  focale 
parabolique]  Mém.  Acad.  Belgique  II,  1822),  der  von  E.  Külp  (De  curva 
focali  regulari]  Mannheim  1823)  und  von  M.  Chasles   (Apercu  histo- 

1)  S.  die  schon  zitierte  Abh.  A  ready  description  and  quadrature  of  a 
curve  of  the  third  order  resembling  that  commonly  called  the  foliate  (Phil,  trans. 
Nr.  345). 

2)  S.  die  bibliographische  Revue  Sulla  curva  logociclica  (Ann.  di  Mat.  III). 

3)  Andere  gebrauchen  den  Namen  Focales  à  noeud. 
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rigue,  Note  IV),  während  die  unzähligen  in  Frankreich  über  die  Kurve 
3>  gemachten  Untersuchungen  größtenteils  ihren  Ursprung  in  einer 
im  Jahre  1840  den  Lyceen  als  Preisaufgabe  gestellten  Frage  haben, 
die  1861  im  Examen  für  die  Zulassung  zur  École  normale  in  Paris 
wieder  vorgelegt  wurde1).  Es  ist  nicht  unsere  Absicht,  vollständige 
Angaben  hierüber  zu  machen,  bemerken  müssen  wir  jedoch,  daß  die 
ältesten  derselben  in  der  Note  von  Midy,  Sur  le  folium  de  Descartes 
(Nouv.  Ann.  Math.  III,  1849)  enthalten  sind2),  und  daß  die  erste  Arbeit, 
in  welcher  sich  der  heute  allgemeine  Name  Strophoide  findet  (von 
ó  6tQÓ(pog,  Wendung),  der  für  die  Kurve  d>  angenommen  ist3),  die  mit 
dem  Titel  La  strophoide  in  den  Nouv.  Ann.  Math.  V,  1846  ist,  die  man 
Montucci  verdankt  und  die  oft  irrtümlicher  Weise  G.  Ritt  zuge- 
schrieben wurde.  —  Ferner  wurde  die  reguläre  Fokale  oder  gerade 
Strophoide  (so  genannt  zum  Unterschiede  von  der  allgemeineren 
schiefen  Strophoide)  neuerdings  von  anderen  erforscht  und  zwar 
von  Lehm us,  der  sie  ihrer  Gestalt  wegen  Kukumaeide  nannte4), 
von  Booth,  der  wegen  ihrer  Beziehungen  zu  den  Logarithmen  und 
zum  Kreise  sie  mit  dem  Namen  Logocyklika  belegte5),  und  von 
Rum m er,  der  an  ihr  viele  Eigenschaften  entdeckte,  die  mit  dem  Be- 
griffe der  harmonischen  Gruppe  zusammenhängen  und  sie  deswegen 
als  harmonische  Kurve  bezeichnete6). 

37.  Die  Gleichung  der  schiefen  oder  geraden  Strophoide  wird 
leicht  abgeleitet,  wenn  man  sich  der  zuletzt  in  Nr.  35  dargelegten 
Definition  bedient.  Bezeichnet  man  den  Winkel  pq  mit  a,  nimmt  A 
als  Pol,  q  als  Polar-Achse,  so  ergibt  sich  aus  dem  Dreiecke  APD, 
wenn  AD  =  a  gesetzt  wird 


1)  Der  Wortlaut  derselben  ist:  Gegeben  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
homofokaler  Kegelschnitte  und  ein  Punkt  ihrer  Ebene;  gefragt  wird  1)  welches 
ist  der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  diesem  Punkte  an  die 
genannten  Kurven  gezogenen  Tangenten  ;  2)  welches  ist  der  geometrische  Ort  der 
Fußpunkte  der  von  dem  gegebenen  Punkte  zu  den  Kurven  gezogenen  Normalen; 
3)  welches  ist  der  Ort  der  Fußpunkte  der  Senkrechten,  die  von  dem  gegebenen 
Punkte  auf  seine  Polaren  in  bezug  auf  die  gegebenen  Kegelschnitte  gefällt  werden. 

2)  Daselbst  ist  die  Kurve  durch   die  Gleichung  y  =  x  1/  definiert, 

ähnlich  der  Gleichung  y  =  x  l/— rä~    ^r  °*as  F°lium  Cartesii. 

3)  H.  Brocard  und  P.  Tannery,  Intermédiaire  IV,  1897,  S.  87. 

4)  Aufgaben  aus  der  höheren  Mathematik  (Berlin,  1842)  S.  120.  Der  Name 
Kukumaeide  war  aber  bereits  von  Uhlhorn  {Entdeckungen  in  der  höheren 
Geometrie,  Oldenburg,  1809,  S.  57)  an  die  Kurve  [(x  -j-  «)2+  2/2]^=  «s2/8  7er" 
geben  worden,  die  augenscheinlich  eine  gerade  Strophoide  ist. 

5)  On  the  logocyclic  curve  and  the  geometrical  origine  of  logarithmes  (Quart. 
Journ.  Math.  HI,  1860).  Vgl.  A  treatise  on  some  new  geometrical  methods  I  (London,  187  7). 

6)  Neue  Sätze  über  eine  krumme  Linie  mit  vorzugsweise  geometrischer  Ab- 
leitung (Heidelberg,  1868). 
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ct  _  AP  _  BP 

sin  (<b  -|-  a)        sm  a        sin  ra  ' 
daher 

Ap=     >g.rin«  ^p 


sin  (a  -\-  a)'  sin  (eo  -|-  a)  ' 

und  da  nach    der  Konstruktion    die  Radienvektoren  der  Punkte  Mx 
und  M2  gleich  AP  +  DP  sind,  so  folgt,  daß 

sin  a  +  sin  co 


sin  (od  -f-  a) 
iung   der  schiefen 
wird  diese  zu 


(i) 


die  Polargleichung   der  schiefen  Strophoide  ist1).     Wenn  a  =  — ,    so 


0  =  a      MBm"'    oder  auch  '9  =  a<tg  (t  ±  f  )     "     '     (2) 

welche  Gleichungen  die  gerade  Strophoide  darstellen.  Gehen  wir  zu 
kartesischen  Koordinaten  über,  so  verwandelt  sich  (1)  in  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  in  x  und  y,  aus  welcher  sich  jedoch  der  Faktor 
x  •  sin  a  —  y  •  cos  a  abscheidet.     Nach  Wegschaffung   desselben   bleibt 

(x2  +  y2)  (x  sin  a  +  y  cos  a  —  2a  sin  a)  -f-  a2  (x  sin  a  —  #  cos  a)  =  0  (3) 

als  Gleichung  der  schiefen  Strophoide,  und  demnach 

(x2+y2)(x-2a)  +  a2x  =  0,    oder    y  =  ±(x-a)']/    x        (4) 

als  Gleichung  der  geraden  Strophoide,  deren  Asymptote  die  Gerade 
x  =  2  a  ist.  In  beiden  Fällen  ist  die  Strophoide  eine  zirkuläre  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  durch  den  Punkt  A  geht,  und  wenn  gerade, 
symmetrisch  ist  in  bezug  auf  die  Gerade  q.  Verlegen  wir  den  Anfang 
nach  dem  Punkte  D,  setzen  also  x  —  a  =  x'  und  zur  Abkürzung 
cotga  =  y,  so  werden  (3)  und  (4)  in  die  folgenden  übergehen: 

(V+r2/)(V2+^)  +  a(x2-2yxy-y2)  =  0       .     .     (5) 
s>'2  +  2/2)  +  «(*'2-2/2)  =  02)    .         ...     (6) 

1)  Man  kann  GH..  (1)  in  folgenden  beiden  Formen  schreiben 

a  —  co  .     a  —  co 

cos  — - —  sin 

2  2 

q  =  a r— ,        Q  =  a : 

cos  — J- —  sin  — i — 

2  2 

Unter  den  schiefen  Strophoiden  ist  wegen  der  Anwendung  auf  die  Kreis- 
teilung diejenige  besonders  bemerkenswert,  bei  welcher  a  =  —  ;  vgl.  den  Artikel 

Freeths  Nephroid  (Proc.  Lond.  Math.  Soc.  X,  1879). 

2)  Aus  Gl.  (6)  folgt,  daß  die  von  J.  de  Vargas  y  Aquirre  (Catalogo  general 
de  curvas,  Madrid  Acad.  Mem.,  XXVI,  1908,  S.  495)  Cornu'sches  Blatt  genannte 
Kurve,  nichts  anderes  als  eine  gerade  Strophoide  ist.  —  Setzt  man  ferner 

Y2x'=  £  4  7],  J/2  y  =  |  —  7],  2]/2a  =  —  3a 
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Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  die  Strophoide,  die  gerade  sowie  die 
schiefe,  D  zum  Doppelpunkt  hat,  und  daß  die  zugehörigen  Tangenten 
zueinander  senkrecht  stehen1).  Nehmen  wir  diese  als  neue  Achsen, 
so  nimmt  die  Kurvengleichung  folgende  Gestalt  an: 

(ax  +  by)(x2  +  y2)-cxy  =  0 (7) 

Setzt  man  dagegen  in  (6)  x'  =    TL  ,  y  =  — 3 ,  so  erhält  man 

2l/2a^=^-\     .......     (8) 

welche  Gleichung  von  De  Moivre  wegen  ihrer  Analogie  mit  der  des 
Folium  Cartesii  (vgl.  Nr.  33)  hervorgehoben  wurde.  Mit  Benutzung  von 
(5)  erkennt  man,  daß  die  Koordinaten  des  singulären  Brennpunktes 
der  Strophoide  (Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  Kreispunkten)  sind 

,_  1  —  y  r y  (1  —  y) 

X    —  0/  ~      .        ä  «       ti    —  (ai  ~~\      ;        ä     * 

i  +  r'    9  i-f-y2 

Kombinieren  wir  dagegen  die  Gleichung  (7)  mit  y  =  Xx,  so  finden  wir 

CK  CK  /A\ 

X==  (a+bl)(l+iy       y  =  (a  +  ò^CL  +  il2)    •     •     '     -     \y) 

als  parametrische  Darstellung  der  Kurve,  die  für  viele  Fälle  sehr 
nützlich  ist,  und  von  welcher  wir  alsbald  eine  Anwendung  machen 
werden.  Aus  (9)  ergibt  sich  als  Bedingung  für  die  Kollinearität  der 
drei  Punkte  (a),  (ß),  (y) 

a  +  b-aßy  =  0,       .......     (10) 

während  die  Bedingung  der  Konzyklität  der  vier  Punkte  («),  (ß),  (y), 
(d)  ÌSt  a2-b2-aßyd  =  0 (11) 

Daraus  ergibt  sich,  daß,  wenn  der  Krümmungskreis  im  Punkte  (cc) 
die  Kurve  in  (c^)  schneidet,  sein  wird 

a2  —  ö2-«3^  =  0. 

Ist  daher  cc2  gegeben,  so  bleiben  die  drei  Punkte  (a'),  (ce"),  (a")  be- 
stimmt durch 

,   \/~aF~      „     \/~cF      ,„    Ar* 


so  wird  die  Gleichung  (6) 

(Ì  +  7])(r+ri2)  =  3aÌ7,; 
daraus   folgt,    daß    auch   das   zirkuläre  Folium  von   C.  Reuschle   (Praxis  der 
Kurvendiskussion,  I  Thl.,  Stuttgart  1886)  eine  gerade  Strophoide  ist. 

1)  Alle  die  Strophoiden  können  durch  einen  Apparat  beschrieben  werden, 
welchen  man  V.  Leb  e  au  verdankt;  vgl.  den  Aufsatz  desselben  Sur  un  nouveau 
curvigraphe  und  die  darauf  folgende  Abh.  von  J.  Neuberg,  Sur  les  lignes  traeées 
par  le  curvigraphe  Victor  Lebeau  (Liege  Meni.,  3°  Sér.,  V,  1904). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  5 
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wo  s  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  von  1  ist;  da  nun  hieraus  folgt,  daß 

&2  •  aaa'a"  —  a2  =  Q, 

so  erhalten  wir  schließlich  folgenden  Lehrsatz:  Durch  jeden  Punkt 
der  Strophoide  gehen  drei  Kreise,  die  sie  anderswo  oskulieren;  die 
Oskulationspunkte  derselben  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  jenen 
Punkt  geht.  Nennen  wir  nun  „den  einem  Punkte  (a)  korrespon- 
dierenden Oskulationspunkt  der  Strophoide"  den  Schnittpunkt  (c^) 
derselben  mit  dem  Kreise,  welcher  sie  in  (a)  oskuliert,  und  betrachten 
wir  vier  konzyklische  Punkte  (a),  (/3),  (y),  (d)  und  die  korrespondieren- 
den Oskulationspunkte  (cq),  (ßj),  (yx);  (d1)7  so  bestehen  die  Gleichungen: 

a2  =  b2ußyd,     a2^b2a3ccu     a2  =  b2ß3ßv     «2=&yri,     a2  =  62d3d1, 

woraus  durch  Elimination  von  a,  ß,  y,  6  sich  ergibt 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  ausdrückt:  Wenn  vier  Punkte  einer 
Strophoide  einem  Kreise  angehören,  so  trifft  dasselbe  zu  für  die 
korrespondierenden  Oskulationspunkte. 

Die    Krümmungsradien    in    0    der    zwei    sich    darin    kreuzenden 

c2  c2 

Zweige  der  Kurve  (7)   sind  resp.  —  und  ^r--1) 

38.     Will  man  die  Untersuchung  auf  die  gerade  Strophoide  be- 
schränken, so  bedient  man  sich  zweckmäßig  der  Gleichung  (2).    Diese 
liefert   als  Ausdruck   für    die    Radienvektoren    zweier   konjugierter 
(d.  h.  auf  derselben  von  A  ausgehenden  Geraden  gelegener)  Punkte 
a  -u/r  1— sino  A  -».  l  +  sina) 

AM,  =  a ,     AM9  =  a — ! , 

1  COS  00       7  A  COS  00       7 

daraus  folgt: 

A M±  •  AM2  =  a2, 

und  demnach:  Die  gerade  Strophoide  wird  vermittels  Transformation 
durch  reziproke  Radien  mit  A  als  Pol  und  a?  als  Potenz  in  sich 

selbst   verwandelt.     Beachtet   man    ferner,    daß    OP  = ,    so    er- 

;  cos  co' 

kennt  man,  daß  folgende  elegante  Beziehung  besteht: 

+ 


AMl    '    AMt       AP 

Seien   nun    st  und   sn  die    polare    Subtangente    und    Subnormale    der 
Logocyklika,   so  hat  man 

/1       ,         •  "\  1+Sint0  /im 

s.  =  a(l -f-smco),     s„  =  a   —  , — (12) 

t  \     -±-  )1  n  C082ö)  V       } 

Der  erste  dieser  beiden  Ausdrücke  zeigt,  daß  die  Gleichung  des  Ortes 


1)  Andere  Eigenschaften  derselben  Kurve  findet  man  im  Aufsatze  von  C.  Ser- 
vais,  Sur  la  strophoide  oblique  (Mathésis,  3e  Ser.,  VII,  1907). 
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der  Endpunkte   der  polaren  Subtangenten  lautet 

q  =  a(l  +  sin  co), 

und  dieser  ist  daher  eine  Kardioide  (vgl.  Abschn.  III,  Kap.  7);  hin- 
gegen   der    Ort    der    Endpunkte    der   polaren    Subnormalen    bat    die 

Gleichung  A    .     .  » 

ö  1  +  sino  ,        x*    ,     2y        ^ 

q  =  a    —  8 — ,     oder  — 5  H — -  =  1 , 
s  cos2  «a     7  o2  —    a  ' 

und  besteht  daher  aus  zwei  Parabeln.  Bezeichnet  man  nun  mit  s/,  s/' 
die  polaren  Subtangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten,  und  mit  sn,  s'n 
die  entsprechenden  Subnormalem  so  hat  man  wegen  (12) 

durch  Einfachheit  und  Eleganz  bemerkenswerte  Beziehungen. 

Gleichung  (2)  führt  zu  folgender  neuen  parametrischen  Darstellung: 

/-.    .              n                     sin  w  (1  +  cos  oo)  ,10, 

x  =  a{\  +  cos  co),     y  =  a ^— = ....     (lo) 

die  man  dadurch  vereinfachen  kann,  daß  man,  was  ja  erlaubt  ist, 
die  doppelten  Vorzeichen  unterdrückt,  indem  man  z.  B.  nur  die  unteren 
beibehält;  dann  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente: 

[1  —  (1  -f-  cos2 co)  sinco]#  +  cos3co  -y  —  <x(l  —  sin  cjf  =  0.1) 

Die  Tangenten  in   zwei  konjugierten  Punkten  schneiden  sich  im 

Punkte  .  „ 

/1    i      •    2    \  sin3« 

x  =  a(l  4-  surra),     y  =  a-     —  : 


der  Ort  der  Schnittpunkte  hat  die  Gleichung: 

i/2(2  a  —  x)  —  (x  —  a)s 

und  ist  daher  (Nr.  24)  eine  Kissoide  des  Diokles.  Hingegen  ist,  wie 
leicht  zu  beweisen,  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Normalen  in  zwei 
konjugierten  Punkten  eine  Parabel. 

Aus  der  Gleichung  der  Tangente  ergibt  sich,  wenn  man  mit  tlt  t2 
die  Längen  der  Tangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten  bis  zur 
Asymptote,  und  mit  hlt  \  die  Abstände  der  Tangenten  selbst  von  A 
bezeichnet,  daß 

t   -t  =  flV1  +  eos'»       ii_  „%     coai(a 

1  z  COSO)  7  1     J  1  + COS"  CO7 

und  daher 

tx  t2  -W  =  a*. 

1)  Betreffs  Konstruktion  der  Tangente  nach  der  Methode  von  Koberval 
s.  A.  Saint-Germain,  Becueil  d'exercises  sur  la  mécanique  rationnelle  (2.  Aufl. 
Paris,  1889)  S.  166. 

5* 
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Führen  wir  die  hyperbolischen  Funktionen  ein,  indem  wir  setzen 

tg-|- =  ^9y>     oder  (£o§  w  =  sec  co ,     ©tttw  =  tgco, 
so  verwandelt  sich  (2)  in  folgende  Gleichung 

q  =  a(&oäu  ±<&inu), (14) 

die  sich  in  hervorragender  Weise  dazu  eignet,  durch  ein  gleichförmiges 
und  elegantes  Re chnungs verfahren  alle  Eigenschaften  der  betrachteten 
Kurve  aufzustellen.1) 

39.  Die  Quadratur  der  geraden  Strophoide  kann  leicht  mit  Hilfe 
der  Gl.  (4)  ausgeführt  werden;  man  findet  so,  daß  die  Fläche  der  Schleife 
gleich  a2  —  ^7ca2  ist,   während  die  Fläche  zwischen  den  unendlichen 

Zweigen  und   der  Asymptote  gleich  a?  -\ — j-  ist.     Nicht   schwieriger 

ist  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  durch  Rotation  der  Schleife 
um  ihre  Symmetrieachse  erzeugten  Körpers2).  Die  Konstruktion  der 
Krümmungskreise  wurde  neuerdings  von  0.  Guts  che  elementar  be- 
gründet3). Die  Rektifikation  der  Strophoide  hingegen  erfordert  ellip- 
tische Integrale  (vgl.  Nr.  20),  und  Booth  hat  gezeigt,  daß  jeder  beliebige 
Bogen  der  Logocyklika  gleich  der  Summe  eines  Bogens  der  gleichseitigen 
Hyperbel  und  dem  einer  Lemniskate  ist,  oder  auch  gleich  der  Summe 
eines  Ellipsenbogens,  eines  Hyperbelbogens  und  einer  Geraden  ist4). 
Sehr  zahlreich  sind  die  geometrischen  Fragen,  bei  denen  die  Stro- 
phoide auftritt,  z.  B.  ist  sie  die  Fußpunktkurve  einer  Parabel  in  be- 
zug  auf  den  Schnittpunkt  der  Direktrix  mit  der  Achse5);  zwei  Briefe 
von  G.  A.  Kinner  und  Chr.  Huygens  vom  18.  Juli  und  9.  Aug.  1653 
zeigen,  daß  sie  eine  Duplikatrix-  und  eine  Sektrix- Kurve  ist6);  des 
weiteren  bildet  diese  Kurve  die  Lösung  eines  Problems  aus  der  geo- 
metrischen Optik7);  schließlich  trifft  man  auf  sie  in  Fragen  der  dar- 
stellenden Geometrie8). 


1)  S.  Kap.  III  des  Werkchens  von  S.  G-ünther,  Parabolische  Logarithmen 
und  parabolische  Trigonometrie  (Leipzig,  1882). 

2)  S.  Saint  Germain  (o.  a.  0.),  S.  49. 

3)  Axch.  Math.  Phys.,  3.  Reihe,  XIII,  1908,  S.  197—202. 

4)  S.  auch  S.  Günther,  Note  sur  la  logocycligue  ou  strophoide  (Mathésis  1, 
1881);  P.  Mansion,  Longueur  de  la  bouche  de  la  logocyclique  ou  strophoide  (Das. 
VI,  1886);  Cesàro-Kowalewski,  Alg.  Analysis  und  Infinitesimalrechnung,  S.  786. 

5)  Wir  überlassen  es  dem  jungen  Leser,  diesen  Satz  zu  beweisen. 

6)  CEuvres  de  Huygens  I,  S.  236  u.  238;  vgl.  G.  Loria,  La  strophoide  est  une 
sectrice  et  une  duplicatrice  (Mathésis  II,  Sér.  VIII,  1898). 

7)  „Gegeben  in  einer  Ebene  ein  leuchtender  Punkt  A  und  ein  beobachten- 
des Auge  in  B;  ein  geradliniger  Spiegel  rotiert  iu  dieser  Ebene  um  den  Punkt  A; 
für  jede  seiner  Lagen  gibt  es  einen  von  A  ausgehenden  Strahl,  welcher  durch 
Reflexion  an  diesem  durch  den  Punkt  B  hindurchgeht;  welches  ist  der  Ort  der 
Inzidenzpunkte ?"  E.  Sang,  On  the  curves  produced  by  reflexion  from  a  polished 
revolving  straihgt  wire  (Edinburgh  Trans.  XXVIII,  Teil  I,  1877);  G.  Loria,  Identité 
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Zahlreich  sind  ferner  die  Methoden,  die  zu  ihrer  Erzeugung  an- 
gegeben wurden.  Wir  führen  z.  B.  diejenige  an,  auf  Grund  deren  die 
gerade  Strophoide  sich  als  eine  Kissoide  (s.  Nr.  29)  abgeleitet  aus 
einer  Geraden  und  einem  Kreise  darstellt1),  wie  auch  die,  wonach  die 
gerade  Strophoide  als  Hüllkurve  von  Kreisen  erscheint,  deren  Mittel- 
punkte C  auf  der  Parabel  y2  =  4:a(a  —  x)  liegen  und  deren  Radien 

ausgedrückt  werden  durch  VCO  — a2,  und  verweilen  schließlich  nur 
kurz  bei  einer,  die  mit  dem  Namen  zweier  bedeutender  Geometer  ver- 
knüpft ist. 

L.  J.  Magnus  hat  in  seiner  Sammlung  von  Aufgäben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie  (Berlin,  1833)  S.  265  folgende 
Aufgabe  behandelt:  „Gegeben  drei  Punkte  A,  B,  0;  man  suche  den 
Ort  der  Punkte  P  derart,  daß  die  Winkel  ABB,  APC  einander 
gleich  sind."  Magnus  fand  die  Gleichung  dieses  Ortes  und  zeichnete 
die  Figur;  jene  beweist  und  diese  bestätigt  uns,  daß  derselbe  eine  im 
allgemeinen  schiefe  Strophoide  ist.  Diese  Tatsache  wurde  nur  zu- 
fällig ein  halbes  Jahrhundert  später  bekannt,  als  0.  Hermes  der 
ausführlicheren  Untersuchung  der  Magnusschen  Kurve  eine  Abhand- 
lung widmete2);  P.  H.  Schoute3)  hob  dann  kurz  darauf  hervor,  daß 
sie  eine  Strophoide  sei,  und  ferner  machte  er  die  Bemerkung,  daß  der 
von  Magnus  untersuchte  Ort  ein  Spezialfall  eines  von  Steiner  mit 
folgenden  Worten  definierten  sei:  „Sind  in  einer  Ebene  zwei  begrenzte 
Geraden  AB  und  CD  in  beliebiger  fester  Lage  gegeben,  so  besteht 
der  Ort  derjenigen  Punkte  von  denen  aus  sie  unter  gleichen  (oder 
Supplementieren)  Winkeln  gesehen  werden,  aus  zwei  Kurven  dritten 
Grades.  Beide  Kurven  gehen  durch  die  vier  Endpunkte  der  gegebenen 
Geraden  sowie  durch  ihren  gegenseitigen  Schnittpunkt.  Ferner  haben 
die  Kurven  diejenigen  zwei  Punkte  gemein,  von  denen  aus  beide  Ge- 
raden unter  rechten  Winkeln  erscheinen.  Die  zwei  übrigen  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  Kurven  sind  imaginär  und  liegen  auf  der  un- 
endlich entfernten  Geraden"4).  Es  möge  noch  angeführt  werden,  daß 
dieselbe  Erzeugungsart  der  Strophoide,  welche  die  Magnussche  Aufgabe 
in  sich  schließt,  von  Cazamian5)  im  Jahre  1893  wieder  aufgefunden 

de  la  strophoide  avec  la  focale  à  noeud,  son  application  à  Voptique  géométrique 
(Nouv.  Ann.  Math.,  3e  Ser.  XVI,  1897). 

8)  J.  de  la  G-ournerie,  Traité  de  geometrie  descriptive.  2.  Aufl.  III.  Teil 
(Paris,  1885).    S.  149—50. 

1)  G.  Bellacchi,  Lezioni  ed  esercizi  di  algebra  complementare,  I.  (Firenze, 
1898).     S.  44. 

2)  Über  eine  gewisse  Kurve  des  dritten  Grades  (Grelles  Journ.  XCVII,  1884). 

3)  Bemerkung  anläßlich  des  Aufsatzes  von  Herrn  0.  Hermes  (Das.  XCIX, 
1886). 

4)  Crelles  Journ.  XLV,  oder  Steiners  Werke  II  (Berlin,  1884)  S.  487. 

5)  Sur  un  Heu  géométrique  et  ses  applications  (Nouv.  ann.  3e  Serie,  XII,  1893). 
Vgl.  auch  die  Bemerkungen  von  Valdès,  Sur  la  strophoide  (Das.  XIII,  1894). 


70  II-  Abschnitt:  Kurven  dritter  Ordnung. 

wurde,  der  sie  auch  bemerkenswerten  Umformungen  unterzog,  und 
bewies,  daß  die  Brennpunktskurve  einer  Schar  doppelt  berührender 
Kegelschnitte  auch  eine  (i.  a.  schiefe)  Strophoide  ist.1) 


Neuntes  Kapitel. 
Verallgemeinerungen  der  Strophoide. 

40.  Einige  Eigenschaften  der  geraden  Strophoide,  die  wir  in  Nr.  38 
teils  bewiesen,  teils  ausgesprochen  haben,  kommen  viel  allgemeineren 
Kurven  zu,  die  unabhängig  voneinander  von  drei  Autoren,  nämlich 
Bretschneider2),  Rosenstock3)  und  Andreasi4)  untersucht  wurden. 
Wir  wollen  sie  der  Kürze  halber  Panstrophoiden  nennen  und  zu- 
nächst folgende  Definition  von  ihnen  geben:  „Wir  betrachten  (Taf.  II, 
Fig.  9)  ein  Kreisbüschel  mit  den  Grundpunkten  B  und  C,  die  reell 
oder  konjugiert  imaginär  sein  können,  und  ein  Strahlenbüschel,  das 
zum  Scheitelpunkt  einen  Punkt  A  der  Geraden  hat,  die  der  Ort  der 
Mittelpunkte  der  Kreise  des  Büschels  ist;  der  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  die  Geraden  des  Büschels  von  den  Kreisen  des  Büschels 
berührt  werden,  ist  eine  Panstrophoide."  Indem  jeder  von  A  aus- 
gehende Strahl  r  von  zwei  durch  B  und  G  gehenden  Kreisen  berührt 
wird,  gibt  es  auf  jeder  von  A  ausgehenden  Geraden  zwei  Punkte 
der  Panstrophoide  M±  und  M%\  sie  heißen  korrespondierende 
Punkte  der  Kurve.  Sei  L  der  Schnittpunkt  der  Geraden  r  mit  BC; 
es  ist  klar,  daß  in  dem  Spezialfälle,  wenn  B  und  C  zusammenfallen, 
die  Strecken  LM1  und  LM2  beide  gleich  LB  werden,  und  dann 
haben  wir  wieder  die  gewöhnliche  Definition  der  geraden  Strophoide.5) 

Um  die  Gleichung  der  Panstrophoiden  zu  finden,  nehmen  wir 
die  Gerade  BC  (die  immer  reell  ist)  als  y- Achse,  und  als  ic-Achse  den  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Kreise  des  Büschels.  Wenn  —  g  die  Abszisse 
des  Punktes  A  ist  und  h  (eine  reelle  oder  rein  imaginäre  Größe)  der 
absolute  Wert  von  \BC  ist,  so  lauten  die  Gleichungen  eines  Kreises 
und  einer  Geraden  der  betrachteten  Büschel 

x2-2cx  +  y2-k2  =  0     .     .     (1)        y  =  l(x  +  g)   ....     (2) 
Da  nun  die  Bedingung  der  Berührung  zwischen  den  so  dargestellten 

Linien  lautet  *  +  ¥-P(f  +  av-V) (3) 

so  ist  die  Gleichung  der  betreffenden  Panstrophoide  das  Resultat  der 

1)  V.  Berghoff,  Progr.  Dortmund  1887. 

2)  Die  harmonischen  Polarkurven  (Arch.  Math.  Phys.  L,  1869). 

3)  Über  eine  Gruppe  ebener  Kurven  dritter  Ordnung  (Programm  Gotha,  1886). 

4)  Studio  analitico  delle  tre  cubiche  cicliche  (Giorn.  di  Mat.  XXX,  1892). 

5)  Bretschneider  nannte  sie  harmonische  Schlinge. 
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Elimination  von  c  und  X  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  und  demnach. 

x(a?  +  y*)+g(a*-y*)  +  W(x  +  g)  =  0 (4) 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  daß  die  Panstrophoiden  zirkuläre 
Kurven  dritter  Ordnung  und  symmetrisch  in  bezug  auf  eine  Achse  sind; 
sie  beweist  ferner,  daß  eine  solche  Kurve  durch  die  Punkte  A,  B 
und  G  geht,  ebenso  auch  durch  die  Punkte  der  Abszissenachse,  die 
die  Abszissen  +  ik  haben  (reell,  wenn  B  und  C  imaginär  sind  und 
umgekehrt).     Schreiben  wir  Gleichung  (4)  wie  folgt 


y 


==-i/(*  +  flO(*8  +  *8) 


g  —  x 

so  sieht  man,  daß  die  Gerade  x  =  g  eine  Wendeasymptote  ist.  Wenn 
k2  >  0,  so  besteht  die  Panstrophoide  aus  einem  Schlangenzuge  (s.  die 
Figur),  wenn  h2  =  0,  ist  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunkt,  wenn 
endlich  ft2<0,  besteht  sie  aus  einem  Oval  und  einem  Schlangenzuge. 
Auch  zwei  Grenzfälle  wollen  wir  anführen:  wenn  g  =  0,  so  zerfällt 
die  Kurve  in  die  Gerade  x  =  0  und  den  Kreis  x2  -+-  y2  +  &2  =  0; 
wenn  aber  g  =  oo,  so  besteht  sie  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  der  Hyperbel  x2  —  y2  -f  Je2  =  0 . 

Verlegen  wir  den  Koordinatenanfang  nach  A,  so  wird  Gleichung  (4) 

y2(2g-x)  =  (h2+g2+x2-2gx) 

und,  wenn  wir  zu  Polarkoordinaten  übergehen: 

q2  •  cos  co  —  2g q  -f-  (g2+  Je2)  coso  =  0 (5) 

Nennen  wir  die  Radien  zweier  korrespondierenden  Punkte  M1 
und  M2,  q±  und  p2,  und  L  den  Schnitt  von  M±M2  mit  BC,  so 
haben  wir 


AM  =  o  =  9  —  ^gi  sin2  °  ~  k*  C°sä  m 


AM  =  a  =  9  +  ^  sinä  "  ~  *'  cos2  " 
AL== 


COS  CO 

9 


und  daher 


cos  w  ' 


J  J  COS  CO  x 

i  ist  aber  der  Mittelpunkt  von  M1M2;  die  Gerade  BC  ist  somit 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen,  die  durch  ein  Paar  korrespon- 
dierender Punkte  begrenzt  werden.  Dieser  Satz  kann  übrigens  leicht 
geometrisch  bewiesen  werden. 

Bemerken  wir  noch,  ohne  es  zu  beweisen,  daß  1)  die  Normalen  in 
zwei  beliebigen  korrespondierenden  Punkten  sich  in  einem  Punkte 
treffen,    dessen    geometrischer    Ort    die    Parabel    y2  +  4<7#  =  0    ist, 

2)  die  absolute  Invariante  der  Kurve  (s.  Nr.  12)  gleich  ^-jr^  ist,  und 
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3)  die  Kurve  in  endlicher  Entfernung  acht  Wendepunkte  hat,  die  zu 
je  zweien  auf  vier  Parallelen  zur  y- Achse  liegen,  deren  Abszissen  ein 
äquianharmonisches  Verhältnis  bilden. 

41.  Andere  Verallgemeinerungen  der  geraden  Strophoide  sind 
die  Kurven  mit  der  allgemeinen  Gleichung1): 

0  +  y)  (x2-  2lxy  +  */2)  =  2(1  +k)axy,     ...     (6) 

welche  L.  Burmester2)  zweiteilige  Fokalkurven  genannt  hat.  Setzen 
wir  darin  Tt  =  0,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Logocyklika,  für 
Je  =  -|-  dagegen  erhalten  wir  die  des  Folium  Cartesii. 

Mehr  geometrisch  ist  folgende  Verallgemeinerung3):  Gegeben  in 
einer  Ebene  zwei  Punkte  0  und  A,  sowie  eine  Gerade  r\  M  sei  ein 
beliebiger  Punkt  derselben.  Man  ziehe  die  Gerade  OM  und  nehme 
auf  dieser  zwei  Punkte  P,  F'  so,  daß  MF  =  MF' '  =  MA  ist.  Der 
Ort  der  Punkte  FF'  ist  immer  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch 
ihren  eigenen  singulären  Brennpunkt  hindurch  geht;  sie  ist  eine 
(gerade  oder  schiefe)  Strophoide,  wenn  die  Gerade  r  durch  A  geht, 
andernfalls  eine  strophoidale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  auf 
unendlich  viele  Weisen  als  der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelschnitt- 
schar betrachtet  werden  kann. 

Von  ganz  anderer  Natur  ist  die  von  Picquet4)  in  folgendem 
Orts-Problem  angegebene  Verallgemeinerung:  „Gegeben  ein  Kegelschnitt 
r  und  eine  feste  Tangente  a  desselben  mit  den  Punkten  M  und  NT 
ferner  ein  dritter  fester  Punkt  0  auf  T  (s.  Taf.  II,  Fig.  10).  Man 
betrachte  eine  beliebige  Tangente  t  der  Kurve  und  nenne  u  die  Gerade, 
welche  den  Punkt  0  mit  dem  harmonisch  konjugierten  C  des  Punktes 
C  =  at  in  bezug  auf  das  Paar  MN  verbindet;  man  finde  den  Ort  des 
Punktes  tu  =  F."  Es  ist  klar,  daß  dieser  Ort  durch  eine  Projektivität 
erzeugt  wird,  die  zwischen  dem  Strahlenbüschel  mit  dem  Scheitel  0 
und  dem  Büschel  der  Tangenten  des  Kegelschnitts  r  besteht.  Der 
Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  0  als  Doppel- 
punkt hat.  Picquet  hat  bemerkt,  daß  sie  die  Projektion  der  Fuß- 
punktkurve einer  Parabel  in  bezug  auf  einen  Punkt  der  Leitlinie  ist. 

Noch  weiter  gehen  zwei  Verallgemeinerungen,  die  wir  hier  an- 
führen wollen.  Die  eine  wurde  von  Barbarin  in  der  Bevue  de  matlié- 
matiques  speciales,  1894  angegeben  und  ist  im  Grunde  genommen 
eine  Methode,  aus  einer  Kurve  unzählige  andere  abzuleiten.  Er  nimmt 
eine  beliebige  Kurve  F  als  gegeben  und  zwei  Punkte  0'  und  0"  in 
deren  Ebene.     Man  greife  einen  beliebigen  Punkt  M  von  T  heraus, 


1)  Cesàro-Kowalewski,  Alg.  Analysis  und  Infinitesinalrechnung,  S.  573. 

2)  Lehrbuch  der  Kinematik  (Leipzig,  1888)  S.  38. 

3)  Vgl.   Lagrange,   Sur  les  cubiques  strophoidales  (Nouv.  Ann.   Mathém. 
3e  Sér.  XIX,  1900). 

4)  Geometrie  analytique  (Paris,  1882)  S.  552. 
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verbinde  ihn  mit  0'  und  schneide  die  Verbindungslinie  mit  dem  Kreise, 
dessen  Zentrum  M  ist  und  dessen  Radius  MO".  Der  Ort  der  Schnitt- 
punktepaare ist  eine  Kurve,  welche  die  Strophoidale  von  F  heißt1). 
G.  deLongchamps  zeigte,  wie  man  ihre  Tangente  konstruieren  kann2). 
Die  andere  rührt  von  W.  W.  Johnson  her3).  Er  betrachtete 
den  Ort  der  Punkte  P,  in  denen  sich  zwei  Gerade  schneiden,  die  um 
zwei  feste  Punkte  A  und  B  sich  drehen  in  der  Art,  daß,  wenn  tp 
und  iß  die  von  PA  und  PB  mit  AB  gebildeten  Winkel  sind  und  a 
ein  gegebener  Winkel,  man  beständig  hat 

nip  +  mcp  =  a (7) 

Die  Größen  m  und  n  kann  man  als  beliebig  annehmen,  will  man  je- 
doch eine  algebraische  Kurve  erhalten,  so  muß  man  sie  als  kom- 
mensurabel annehmen;  demnach  kann  man  sie  ganzzahlig  und  relativ 
prim  annehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  den  Ort  der 
Punkte  P  als  allgemeine  Strophoide  bezeichnen.  Um  ihre  Glei- 
chung zu  erhalten,  nehmen  wir  A  als  Anfangspunkt,  AB  als  x- Achse 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  und  setzen  ferner 


AB=  a;     0  +  iyf  =  Xn  +  iYnì     (a  -  x  +  iy)m=  X'm+iY'm 
x  -J-  iy  =  6eixf,  a  —  x  -\-  iy  =  pe'*; 

dann  haben  wir 

(Xn+  iYn)  (X'm  ±iTm)  =  e»*».  e'(»v±»ip), 

oder,  mit  Benutzung  der  Gleichung  (7), 

Ä  4-  iYn)  (X'm  ±  iY'm)  =  Q"<r.é", 
oder  auch 

(XnX'm  +  YnY'm)  +  i(YnX'm  ±  XnY'm)  =  Q™6n  (cosa  +  tana). 
Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  zwei 

XnX'm  +  YnY'm  =  Qmön-  cos«;       YnX'm  ±  XnY'm  =  Qme>n-smcc. 

Eliminiert  man  aus  diesen  Qmön,  so  erhält  man  schließlich 

(XnX'm  +  Yn  Y'm)  -  cot  a  (YnX'm  ±  Xn  Y'm)  =  0.     .     .     (8) 

Diese  Gleichung  vom   Grade   (m  +  n)   ist   die   der   allgemeinen  Stro- 
phoiden.    Für  m  =  1,  n  =  2,  und  wenn  man  das  Minus-Zeichen  nimmt, 


1)  Wenn  T  eine  Gerade  ist,  so  erhält  man  wiederum  die  Lagrangesche 
Erzeugung  der  strophoidalen  Kurven  (s.  oben). 

2)  Sur  les  strophoidales  (Mathésis,  2e  Serie,  IV,  1894). 

3)  The  strophoides  (Amer.  Journ.  Math.  III,  1881).  Vgl.  auch  A  note  on  the 
strophoides  (J.  Hopkins  University  Circulars  II,  1883),  wo  E.  Barnes  auf  die  Kurven 
Johnsons  die  Quaternionen  anwendet. 
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erhält  man  die  schiefe  Strophoide,  die  also  die  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft besitzt,  die  durch  die  Beziehung  2ijj  —  <p  =  a  ausgedrückt  wird. 
Zum  Schlüsse  sei  bemerkt,  daß  auch  die  stereometrische  Ur- 
definition  (Nr.  35)  der  Strophoide  verallgemeinert  wurde  und  zu  zwei 
speziellen  Kurven  vierter  Ordnung  führte1). 


Zehntes  Kapitel. 

Die  Slusesche  Konchoide 

42.  Unter  den  speziellen  zirkulären  Kurven  dritter  Ordnung 
gibt  es  eine,  die  der  Aufmerksamkeit  der  modernen  Geometer  ver- 
borgen blieb,  bis  zu  dem  Zeitpunkte,  in  welchem  der  Briefwechsel 
zwischen  R.  de  Sluse  und  C.  Huygens  veröffentlicht  wurde2).  Wir 
wollen  sie  die  Slusesche  Konchoide  nennen  und  folgendermaßen 
definieren:  „Es  sei  gegeben  ein  Punkt  0  (s.  Taf.  II,  Fig.  11),  eine 
Gerade  r  und  eine  Konstante  ft2,  man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen 
Strahl,  der  r  in  M  schneidet  und  trage  auf  OM  von  M  aus  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  als  wo  0  liegt  eine  Strecke  MP  ab,  derart, 
daß  OM  ■  MP  =  Je2;  der  Ort  von  P  ist  dann  eine  Slusesche  Kon- 
choide"3). Nehmen  wir  0  als  Pol,  das  von  0  auf  r  gefällte  Lot  als 
Polarachse  und  bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  0  von  r  mit 
a,  so  haben  wir 

0P  =  o,       OM  =  -^~,       MP=o--^- 

s  7  COS  CO  7  s  COS  ÜJ 

und  somit  lautet  die  Polargleichung  der  Kurve 

a  (g  cos  co  —  d)  =  W  cos2  a (1) 

Die  kartesische  Gleichung  hingegen  ist 

a(£-a)0z2+2/2)  =  iW (2) 

Wenn  man  die  Strecke  ^^^  von  M  aus  nach  der  anderen  Seite  ab- 

(J 1VL 

tragen  würde,  nach  0  hin  als  MP',  so  würde   man   die  Kurve    er- 
halten haben 

a(x-a)(x2  +  y2)  =  -7c2x* (2') 

die  nicht  mehr  muschelähnliche  Gestalt  hat,  die  wir  aber  dennoch  — 

1)  H.  B.  Newson,  A  pair  of  curves  ofthe  fourth  degree  and  their  application 
in  the  theory  of  quadrics  (Amer.  Journ.  Math.  XIV,  1892). 

2)  C.  Le  Paige,  Correspondance  de  M.  de  Sluse  etc.  (Bullettino  di  Biblio- 
grafia ecc.  XVII,  1884).  Vgl.  G.  Loria,  Une  courbe  oubliée  (Mathésis  2e  Ser. 
VII,  1897). 

3)  Brief  vom  6.  Oktober  1662  in  (Euvres  de  Huygens  IV,  S.  247.  Der  oben 
definierten  Kurve  wird  Erwähnung  getan  vom  Marquis  de  l'Hópital  in  seiner 
Analyse  des  infiniment  petits  (S.  67  der  II.  Aufl.,  Paris  1705). 
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wegen  der  Ähnlichkeit  der  Gleichungen  —  noch  Slusesche  Konchoide 
nennen  wollen;  mit  anderen  Worten:  wir  wollen  die  Möglichkeit  zu- 
lassen, daß  in  Gleichung  (2)  k2  negativ  sei1). 

Um  eine  bequemere  Konstruktion  unserer  Kurve  zu  erhalten,  be- 
trachten wir  den  Ort  der  Punkte  N  derart,  daß  OM-  ON=Jc2,  wo 
0,  M}  N  in  gerader  Linie  liegen  sollen.    Dieser  Ort  ist  der  Kreis  K,  der 

durch  den  Anfangspunkt  geht  und  als  Mittelpunkt  den  Punkt  Ci  — ,  0) 

hat;  wir  haben  dann  ON=MP=P'  M;  also:  „Gegeben  ein  Kreis  K, 
ein  Punkt  0  seiner  Peripherie  und  eine  Gerade  r,  die  parallel  läuft 
zur  Tangente  in  0;  man  ziehe  eine  beliebige  Gerade,  die  K  in  N  und 
r  in  M  schneidet,  auf  dieser  Geraden  trage  man  von  M  aus  nach  0 
hin  (oder  auch  nach  der  entgegengesetzten  Seite)  die  Strecke  MP 
(oder  MP')  gleich  ON  ab;  der  Ort  der  Punkte  P  (oder  P'),  die  man 
so  erhält,  ist  eine  Slusesche  Konchoide." 

0  ist  ein  Doppelpunkt  dieser  Kurve;  die  zugehörigen  Tangenten 
werden  zusammen  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(k2-a2)x2-a2y2=0, 

der  Punkt   ist  daher  ein  Knoten,   eine   Spitze   oder   isolierter  Punkt, 

jenachdem  h  =  a  ist.     Im  ersten  Falle  haben   die   zwei  Kurvenzweige 

in  0  dieselbe  durch  — ,  ausgedrückte  Krümmung2). 

Kombinieren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  y  =  Ix,  so  erhalten  wir 
folgende  parametrische  Darstellung: 


1)  Im  Falle  k  =  a  fallen  die  Kurven  (2')  und  (2)  mit  einer  Kissoide  und 
ihrer  Begleitkurve  zusammen. 

2)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Sluseschen  Konchoiden  unab- 
hängig von  ihrem  ersten  Entdecker  vorkommen.  So  in  der  Introduction  à 
l'analyse  des  lignes  courbes  algébriques  von  G.  Cramer  (Genève,  1750  S.  441)  wo 
sich  die  Gleichung  findet 

x(x*+y2)  =  (b-R)x*+by\ 

die  offenbar  auf  die  Form  (2)  zurückführbar  ist.  Daher  der  Name  Cramersche 
Kurve,  der  ihr  von  H.  Rieder  in  seiner  Dissertation  Untersuchung  einer  zwei- 
vierdeutigen  kinetographischen  Verwandtschaft  (München  1907,  S.  31 — 33)  gegeben 
wird;  sie  ist  dort  verallgemeinert  in  die  folgendermaßen  dargestellte  Kurve 

(by  —  ax)  (x*  -\-  y2)  -f-  (ab  —  aB)  x2  -\-  aby2  -f-  bBxy  =  0. 

Andrerseits  hat  E.  Cavalli  (Le  figure  reciproche  e  la  trasformazione  quadra- 
tica nella  cinematica,  Mem.  Accad.  Napoli  II.  Ser.  IX,  1899)  die  Kurve  betrachtet 

(x  —  a)  (x2  +2/2)  +  bx2  =  0 
und  sie  in  Rücksicht  darauf,   daß   sie  für  b  =  a  eine  Kissoide  darstellt,  Peri- 
cissoide  oder  Hypocissoide  genannt,  jenachdem  a^b. 


76  H.  Abschnitt:  Kurven  dritter  Ordnung. 

Daraus  leitet  man  leicht  folgende  Bedingung  für  die  Kollinearität  der 
drei  Punkte  (a),  (ß),  (y)  ab: 

ßy+Ytt+ttß-*±* (4) 

Infolgedessen  hat  die  Kurve  (abgesehen  von  einem  unendlich  fernen 
Wendepunkt)    noch    zwei  Wendepunkte    in    endlicher    Entfernung1),. 

deren  Parameter  gleich  +  — — =-*- —  und  deren  Koordinaten 
ö  —        3a 

4a(a'+ifc»)  4  («'+*«)*     gind 

4a2  +  fc2    '  9        —  -j/3(4o2  +  Ä;2) 

Durch  Elimination  von  h  erhalten  wir  die  Gleichung 

x{x2-\-  y2)  =  4:ay2, 

welche  eine  Kissoide  darstellt;  wir  erhalten  daher  folgenden  von  Sluse 
entdeckten  Satz2):  Der  Ort  der  Wendepunkte  aller  Sluseschen  Kon- 
choiden,  die  denselben  Doppelpunkt  und  dieselbe  Asymptote  haben. 
ist  eine  Kissoide  des  Diokles,  die  jenen  Punkt  als  Spitze  und  ihre 
Asymptote  parallel  jener,  aber  in  einem  vierfachen  Abstände  von 
dem  singulären  Punkte  hat. 

Die  Gleichungen  (3)  liefern  uns: 

a2(ßyd  +  uyö  +  aßd  +  aßy)  -  (a2  +  W)  (a  +  ß  +  y  +  à)  =  0    (5) 

als  Bedingung  der  Konzyklität  der  vier  Punkte  (a),  (ß),  (j>),  (<$). 
Überlassen  wir  es  dem  Leser,  daraus  abzuleiten,  daß  durch  jeden 
Punkt  der  Konchoide  drei  Kreise  gehen,  die  sie  anderswo  oskulieren; 
die  drei  Oskulationspunkte  gehören  immer  einem  Kreise  an,  der  durch 
den  Anfangspunkt  geht;  dagegen  gibt  es  in  jedem  Punkte  der  Kurve 
zwei  Kreise,  die  die  Kurve  hier  berühren  und  noch  in  einem  anderen 
Punkte  usw. 

Wir  schließen  mit  dem  Beweise  einer  Bemerkung  von  J.  Neuberg3) 
daß  die  Slusesche  Konchoide  die  Fußpunktkurve  einer  Parabel  in  be- 
zug  auf  einen  Punkt  der  Achse  ist.  In  der  Tat  hat  die  Fußpunkt- 
kurve der  Parabel  y2  =  2px  in  bezug  auf  den  Punkt  (a}  0)  die  Gleichung 

2x (x  -uy+2(x-  «)  y%  +  py2  =  0; 

setzen  wir  nun  x  —  a  ==  x,  so  wird  diese  zu 


('+*)('•+•)-(*—)'"! 


1)  Die  Bestimmung  derselben  ist  in  einem  Briefe  von  Sluse  vom  12.  Jan. 
1663  (o.  a.  Bd.  S.  292)  angegeben  als  von  Huygens  ausgeführt. 

2)  S.  den  zuerst  zitierten  Brief  von  Sluse. 

3)  S.  die  Schlußnote  in  dem  angeführten  Artikel   Une  courbe  oubliée. 
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und  da  diese  von  der  Form  der  Gleichung  (2)  ist,  so  ist  die  be- 
hauptete Eigenschaft  bewiesen. 

Wenn    man   den  positiven   Sinn   auf  der   ;r-Achse  umkehrt,    so 
nimmt  die  Gleichung  (2)  folgende  Gestalt  an 

(x  -f  a)  {x2  +  y2)  =  -  —  x2; 

und  wenn  man  im  speziellen  &2=  —  4  a2  nimmt,  so  wird  sie  zu 
(x  -f-  a)  (x2  +y2)  =  4zax2, 

welche  Kurve  als  Burtons  Trisektrix  bezeichnet  wird,  nach  dem 
amerikanischen  Geometer,  der  sie  1831  zur  Lösung  des  Problems  der 
Winkeldreiteilung  bekannt  gab  und  deren  Zeichnung  mit  Hilfe  eines 
Gelenksystems  lehrte1). 


Elftes  Kapitel. 

Rationale  Kurven  dritter  Ordnung,  die  die  unendlich  ferne  Gerade 
berühren,  insbesondere  die  Rollesche  Kurve. 

43.  Eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  unendlich 
ferne  Gerade  berührt,  kann  immer  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  ux  vx  2  +  Mg  =  0  dargestellt  werden,  wo  ux  und  vt  lineare  und  u2 
eine  quadratische  Form  in  x  und  y  ist.  Um  dies  zu  erhalten,  genügt 
es  den  singulären  Punkt,  den  die  Kurve  besitzt,  als  Anfangspunkt  zu 
nehmen.     Über  derartige  Kurven  gilt  der  folgende 

Satz:  Gegeben  eine  Parabel,  ein  Punkt  0  derselben  und  eine 
Gerade  r  in  ihrer  Ebene,  man  ziehe  von  0  einen  beliebigen  Strahl, 
der  die  Parabel  in  0'  und  die  Gerade  in  P  schneidet  und  bestimme 
auf  dieser  einen  Punkt  P'  derart,  daß  die  beiden  Strecken  00',  PP' 
denselben  Punkt  als  Mittelpunkt  haben2).  Der  Ort  von  P'  ist  eine 
Kurve  dritter  Ordnung,  die  0  als  Doppelpunkt  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Tangente  hat. 

Beweis:    Die    gegebene   Parabel   werde    durch    die    Gleichungen 

x=  —  ,   y  =  l  dargestellt;  die  Gerade  r  sei  die  Verbindungslinie  der 

Punkte  (a),  (/3);  sie  hat  also  die  Gleichung  2px  —  («  -f  ß)y  -\-ccß  =  0. 
Der  Punkt  0'  habe  den  Parameter  2;  eine  leichte  Berechnung  zeigt 
dann,  daß  die  Koordinaten  von  P'  sind 


1)  Vgl.  Gr.  Scott,  On  a  looped  curve  of  the  third  degree  which  facilitata 
the  trisection  of  angles  and  its  mechanial  description  by  continuous  motion  (Educ. 
Times,  II  Ser.  IV,  1903). 

2)  Nach  der  in  der  Dreiecksgeometrie  üblichen  Bezeichnungsweise  heißt  P' 
der  isotomische  Punkt  von  P  in  bezug  auf  das  Punktepaar  00'. 
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V  ccßX  ,  aß 

X  =  -z — ; r-s ir  ,         V  =  l 


2p         2p{a  +  ß  —  l),         *  a  -f  ß  —  %  ' 

durch  Elimination  von  X  erhält  man: 

aßy2  -2p(a-\-  ß)  xy  +  4p2x2  =  2y2  [px  —  (a  +  0)  2/]      •     (1) 

als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  P';  durch  ihre  Form  beweist 
diese  den  obigen  Satz. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  (1)  folgendermaßen: 

(2Px-ay)(2px-ßy)  =  2y2[px-(a-\-ß)yy,     .     .     (2) 

so  erkennt  man,  daß  0  ein  Knoten,  eine  Spitze  oder  ein  isolierter 
Punkt  ist,  je  nachdem  die  Gerade  r  die  Parabel  schneidet,  berührt 
oder  nicht  schneidet.  Die  zugehörigen  Tangenten  sind  die  Geraden, 
die  0  mit  den  Punkten  (cc)  und  (/3)  verbinden.  Im  Falle  die  Kurve 
eine  Spitze  hat,  wird  (1')  zu 

(2px  —  ayf  =  2y\px  —  2ay). 

Diese  Gleichung  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

xy%  =  a(y  —  mxf\ 

für  m  =  —  1  wird  diese  dann 

xy2  =  a(x  +  yf, 

und  die  zugehörige  Kurve  ist  —  wir  wissen  nicht,  aus  welchem 
Grunde  —  die  Rollesche  Kurve  genannt  worden1).  Ihre  Gestalt  wird 
durch  Fig.  12  auf  Taf.  II  wiedergegeben. 


Zwölftes  Kapitel. 

Versiera,  Visiera  und  Pseudo- Versiera. 

44.  Es  sei  ein  Kreis  gegeben  mit  dem  Durchmesser  A  C  (s.  Taf.  II, 
Fig.  13).  Der  Ort  der  Punkte  M,  so  beschaffen,  daß,  wenn  man  die 
Gerade  MDB  senkrecht  zu  AC  zieht  und  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  dem  Durchmesser  und  der  Peripherie  des  Kreises  mit  B  und  D 
bezeichnet,  man  die  Proportion  hat 

AB:BD  =  AC:BM (1) 

ist  eine  Kurve,  die  sich  im  L  Bande  (S.  380 — 81)  der  Instituzioni 
analitiche  ad  uso  della  gioventù  italiana  von  Dna  Maria  Gaetana 
Agnesi  (Milano,  1748)  findet,  woselbst  sie  mit  dem  Namen  „la  ver- 
siera" bezeichnet  ist.    Die  Gleichung  der  Kurve  —  in  der  hier  unten 

1)  E  Ige,  Sur  la  courbe  de  Bolle.  Sa  construction  par  points  et  par  tangente 
(Journ.  math.  spéc. ,  4"  Ser.  V,  1896).  Dort  ist  die  oben  angegebene  allgemeine 
Konstruktion  für  den  betrachteten  besonderen  Fall  dargelegt. 
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mit  (2')  bezeichneten  Form  —  findet  sich  schon  in  einem  Passus  bei 
Fermat1),  aus  dem  man  ersieht,  daß  dieser  die  Gleichung  der  Kurve 
fand  und  sich  schon  mit  ihrer  Quadratur  beschäftigt  hat;  der  oben 
angeführte  Name  jedoch  findet  sich  zuerst  in  einer  Note  zum  Trattato 
del  Galileo  del  moto  naturalmente  accelerato,  del  Padre  Abate  D.  Guido 
Grandi  (Opere  di  G.  Galilei,  T.  Ili,  Firenze  1718,  S.  393),  wo  man 
liest,  daß  der  Name  Versiera  (Lat.  Vers  or  ia)  aus  „sinus  versum" 
abgeleitet  wurde  und  daß  die  Kurve  selbst  durch  Grandi  in  seiner 
berühmten  Abhandlung  über  die  Quadratura  circuii  et  hyperbolae  (Pisis, 
I.  Aufl.  1703;  IL  Aufl.  1710)  definiert  und  untersucht  wurde2). 

In  dem  Agnesischen  Werke  wird  nicht  eine  vollständige  Unter- 
suchung der  Kurve  angestellt,  jedoch  wird  bemerkt  (S.  391 — 93), 
daß  sie  leichter  auf  folgende  Weise  konstruiert  werden  könne:  „Man 
ziehe  durch  den  Endpunkt  A  des  gegebenen  Durchmessers  einen  be- 
liebigen Strahl,  der  die  Peripherie  des  Kreises  zum  zweitenmal  in  D 
trifft  und  in  E  die  Tangente  desselben  in  (7;  die  durch  D  und  E 
bezüglich  zur  Tangente  und  zum  Durchmesser  A  C  gezogenen  Parallelen 
treffen  sich  in  einem  Punkte  M  der  Versiera."  In  der  Tat  folgt 
aus  dieser  Konstruktion,  daß  AB  :  BD  =  AC:  CE,  was  mit  (1)  über- 
einstimmt, indem  ja  CE  =  BM.  Bezeichnen  wir  mit  a  den  Durch- 
messer des  gegebenen  Kreises,  nehmen  AC  als  y- Achse  und  A  als  An- 
fang,  so   läßt   sich   die  zuletzt  geschriebene  Proportion  in  folgender 

Form  ausdrücken: 

V         =  ± 

Yy(a  —  y)        x  ' 
oder,  was  dasselbe  ist 

x2y  =  a\a  -  y)     (2)       oder  auch     y  =  ai^_x%  ■ 3)     (2') 

Die  Versiera  ist  also  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
die  x- Achse  als  Wendeasymptote  hat,  in  C  den  gegebenen  Kreis  be- 
rührt und  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Durchmessers  AC  zum 
isolierten  Punkt  hat.  Es  ist  klar,  daß  sie  folgender  parametrischer 
Darstellung  fähig  ist  „ 


1)  S.  die  berühmte  Abhandlung  De  aequationum  localium  transmutatione  et 
emendatione  (CEuvres  de  Fermai  I,  S.  279 — 70  und  III,  233 — 34);  vgl.  auch  (Euvres 
de  Huygens  X  (La  Haye,  1905)  S.  364—373. 

2)  S.  die  Note  von  G.  Vacca,  Sulla  versiera  (Bull.  bibl.  storia  Sc.  mat. 
III,  1901,  S.  33).  

3)  Setzt  man  x  =  y',  a  —  y  =  x\    so   wird   (2)   y  =  a  1/ ^,    die  von 

Mister  angewandte  Gleichung  (Propriété  de  la  courbe  d'Agnesi;  Mathésis  VII, 
1887);  setzt  man  a  =  2a',  so  erhält  man  die  von  J.  Booth  (A  treatise  on  some 
new  geom.  methods,  I.  London  1873,  S.  302 — 303)  bevorzugte  Gleichungsform  von 
„the  witch  or  curve  of  Agnesi". 
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dementsprechend  hat  man  als  Kollinearitäts-Bedingung  für  drei  Punkte 

woraus    sich    ergibt,    daß    die    Kurve   in   endlicher   Entfernung   zwei 
Wendepunkte  besitzt  mit  den  Koordinaten: 

a  3a 

Aus  Gleichung  (2)  ergibt  sich: 

y  •  dx  =  a3  I  — 2-r- — ^  =  a2  are  tg h  const., 

tJ    a    "T"  x  a 

und  demnach  *=+«, 

y  ■  dx  =  4jc  (y)  ; 


x= 

ß 


daher  ist  die  zwischen  der  Versiera  nnd  ihrer  Asymptote  belegene 
Fläche  gleich  dem  vierfachen  Inhalt  des  erzeugenden  Kreises.1) 

Aus  derselben  Gleichung  (2)  folgt 


ß 


9      7  fi  C      dx  1      aix      .    a3         ,     x 

y-dx  =  abl  T-5-j — «tö  =  —  -g-j — »  +  ~^r  arc  *g  —  ; 


daher 

«/2  •  dx  =  2 


a:= 


4     » 


welches  zeigt,  daß  die  Versiera  nnd  der  erzengende  Kreis  durch 
Rotation  um  die  Asymptote  Volumina  erzeugen,  von  denen  das 
erstere  das  Doppelte  des  zweiten  ist. 

Die  für  die  Versiera  angegebene  Konstruktion  ist  einer  nahe- 
liegenden Verallgemeinerung  fähig,  indem  jene  ein  Spezialfall  der 
folgenden  ist:  Gegeben  ein  Kreis  K  mit  dem  Zentrum  C  und  dem 
Uadius  r,  ein  Punkt  0  und  eine  Gerade  d  in  der  Ebene  des  Kreises. 
Man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der  d  in  D  und  K  in  N 
trifft.  Die  durch  N  zu  d  gezogene  Parallele  schneide  die  Senkrechte 
aus  D  zu  d  in  einem  Punkte  M,  dessen  Ort  ist  im  allgemeinen  eine 
Kurve  vierter  Ordnung.  Befindet  sich  jedoch  0  auf  der  Peripherie 
von  K,  so  zerfällt  sie  in  die  von  0  zu  d  gezogene  Parallele  und  in 
eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  eine  Versiera  wird,  wenn  d  Tangente 
von  K  im  anderen  Endpunkte  des  Durchmessers  CO  ist.  Ist  dagegen 
OC  parallel  zur  Geraden  d,  so  ist  die  betreffende  Kurve  eine  Newton- 

1)  Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  alle  durch  die  Gleichung 

2/(a;2  -|-  a2)  =  ar2 

dargestellten  Kurven,  wie  H.  Wieleitner  (Über  zwei  Familien  von  rationalen 
Kubiken,  Monatshefte  Math.  Phys.  XVIII,  1907,  S.  132—137)  bewiesen  hat. 
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sehe  Serpentine  (Schlangenkurve)1).  Es  soll  bemerkt  werden,  daß, 
wenn  man  in  dem  allgemeinen  Falle  0  zum  Koordinatenanfang  nimmt 
und  zur  #-Achse  eine  Parallele  zu  d,  zwischen  den  Koordinaten   der 

Punkte  N(x,  y)  und  Mix',  y)  die  Beziehungen  bestehen  x  =  — ,  y  =  y, 

also  sind  die  Versiera,  die  Serpentine  nnd  die  anderen  eben  be- 
trachteten Kurven  Hyperbolismen  von  Kreisen  (s.  Nr.  15). 

45.  Gr.  Peano  hat  auf  S.  87  seiner  Applicazioni  geometriche  del  cal- 
colo infinitesimale  (Torino,  1887)  eine  Kurve  betrachtet,  die  ihrer  Ge- 
stalt nach  der  Versiera  ähnlich  ist  und  die  er  Visiera  der  Agnesi 
genannt  hat.  Ihre  Konstruktion  ist  folgende:  „Man  betrachte  den 
Kreis,  der  auch  zur  Konstruktion  der  Versiera  diente  (Taf.  II, 
Fig.  13),  und  ziehe  durch  A  einen  beliebigen  Strahl,  der  die  Tangente 
an  K  in  C  und  die  Peripherie  bezüglich  in  T  und  U  schneidet.  Der 
Mittelpunkt  N  der  Strecke  TU  gehört  dem  fraglichen  Orte  an." 

Sind  q,  co  die  Polarkoordinaten  von  N  in  bezug  auf  A  als  Pol 
und  den  Durchmesser  AG  als  Polarachse,  so  hat  man 

„-Air-ilAT+AUÌ-ìfèt  +  vmm)    ...    (4) 

woraus  sogleich  folgt  (vgl.  Nr.  24),  daß  die  Visiera  nichts  anderes 
als  die  Begleitkurve  einer  Kissoide  ist.  Sie  ist  daher  eine  zirkuläre 
Kurve  dritter  Ordnung,  die  den  Punkt  A  zum  isolierten  Punkte  und 
als  Asymptote  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K  zu  t  gezogene 
Parallele  hat;  sie  ist  also  von  der  Versiera  durchaus  verschieden.  Auf 
folgende  Art  kann  sie  parametrisch  dargestellt  werden: 

_   a_     il2 +2  _   a      X2  +  21  ... 

X~Y'  x«+i  >    y  ~  T  '  v+i  '■> W 

dieser  Darstellung  entspricht  folgende  Kollinearitäts-Bedingung  für 
drei  Punkte  (a),  (ß),  (y) 

ß?  +  ya  +  ccß  —  2  =  0; 

folglich  besitzt  die  Kurve  im  Endlichen  zwei  Wendepunkte,  die  die 
Koordinaten  haben 

4»i / 2  4a 

Nimmt  man  als  #-Achse  die  Asymptote  der  Visiera,  so  hat  man  an 
Stelle  von  (5)  folgende  parametrische  Darstellung: 

x=  a(-^sin2(D  +  —  tg(a),      2/  =  yCos2(o;      •     •     •     (6) 


1)  Gr.  Bellacchi,  Lezioni  ed  esercizi  d'algebra  complementare  (Firenze,  1898) 
Bd.  I,  S.  46.  Dieselbe  Kurve,  auf  die  nämliche  Weise  erzeugt,  findet  sich  auch 
in  einer  Abhandlung  von  G.  deLongchamps  (Journ.  math.  speciales,  1.  Serie,  IX, 
1885,  S.  202). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  6 
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daraus  leitet  man  ab 


/  x  -  dy  = —  /  (2  sin2  co  —  sin4  oo)d(o, 

tu  =  o 

2Jy'dx  =  ~%(^f- 


demnach 

io  =  o 


Polglich:  Die  von  der  Visiera  und  ihrer  Asymptote  begrenzte  Fläche 
ist  gleich  -|  der  Fläche  des  znr  Konstruktion  der  Kurve  dienenden 
Kreises. 

46.  Es  gibt  noch  einen  anderen  geometrischen  Ort,  der  irrtümlich 
mit  der  Versiera  indentifiziert  wurde.  Nämlich  in  dem  oft  angeführten 
Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  l'equerre  von  Gr.  de  Longchamps 
findet  sich  (S.  Ili)  folgende  Konstruktion  einer  angeblichen  „courbe 
d'Agnesi".  Gegeben  (Taf.  II,  Fig.  13)  drei  Punkte  A,  C,  G  in  ge- 
rader Linie,  G  sei  der  Mittelpunkt  der  von  den  beiden  andern  be- 
grenzten Strecke;  man  ziehe  durch  ihn  die  Gerade  t  senkrecht  zu  AC G, 
dann  ziehe  man  durch  A  eine  beliebige  Gerade,  die  t  in  H  schneide 
und  fälle  auf  diese  die  Senkrechte  GK\  die  von  H  zu  ACG  und  die  von 
K  zu  t  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P,  dessen 
geometrischen  Ort  wir  suchen.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  daß 
der  Punkt  K  nichts  anderes  ist,  als  der  Schnittpunkt  der  von  G  ge- 
zogenen Geraden  mit  dem  Kreise,  dessen  Zentrum  G  und  dessen 
Radius  CA  ist.  Nehmen  wir  A  als  Ursprung,  AG  als  «/-Achse  und 
nennen  o  den  Winkel  der  Transversalen  mit  der  Geraden  ACG,  so 
erhalten  wir  offenbar 

x  =  a-tga,        y  =  2a-  cos2 a (7) 

Eliminieren  wir  nun  co,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gleichung  des 
Ortes  in  folgender  Form: 

x2y  =  a\2a  —  y)     .     .     (8)       oder    y  = -J±—t.  ....     (8') 

Der  Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  jedoch  nicht 
die  Versiera;  wir  wollen  sie  Pseudo-Versiera  nennen  und  zeigen, 
daß  sie  mit  der  Agnesischen  Kurve  in  einer  bemerkenswerten  geo- 
metrischen Beziehung  steht.  Setzt  man  nämlich  x  =  x ,  y  =  2  y, 
so  wird  die  Gleichung  (8)  zu 

z'V  =  a20 -</'); 

da  diese  Gleichung  von  der  Form  (2)  ist,  so  schließt  man:  Die  Pseudo- 
Versiera  entsteht  aus  der  Versiera,  indem  man  alle  Ordinaten  der- 
selben, die  senkrecht  zur  Asymptote  sind,  verdoppelt;  sie  ist  also 
zu  der  Versiera  affin. 
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Das  erste  Auftreten  der  Pseudo-Versiera  geht  auf  eine  Zeit  zurück, 
viel  früher  als  der  Essai  von  de  Longchamps.  Nämlich  schon 
Leibniz  hat  in  seinen  ersten  Untersuchungen  über  die  Quadratur  ebener 
Kurven1)  folgenden  Prozeß  angegeben,  um  aus  einer  Kurve  T  eine 
andere  C  abzuleiten:  Gegeben  zwei  zueinander  senkrechte  Geraden  r 
und  s;  man  ziehe  in  einem  Punkte  %  von  T  die  Tangente  an  diese 
Kurve,  so  daß  sie  r  in  T  schneidet;  alsdann  ziehe  man  von  F  die 
Parallele  zu  s  und  von  %  die  zu  r,  ihr  Schnitt  p  wird  ein  Punkt  von 
C  sein.  Diese  Kurve  wird  die  „figura  resectarum"  in  bezug  auf  F 
genannt.  Um  die  Formeln,  welche  die  Koordinaten  |  und  t\  von  % 
mit  x  und  y,  denen  von  p,  verknüpfen,  zu  finden,  nehmen  wir  r  als 
Abszissen-,  s  als  Ordinaten-Achse.     Man  findet  dann  leicht 

Um  nun  die  Gleichung  von  G  zu  erhalten,  genügt  die  Elimination 
von  £  und  tj  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  /"(£,  rf)  =  0 
der  Kurve  r.  Ist  z.  B.  T  ein  Kreis,  der  die  x- Achse  im  Anfang  be- 
rührt, so  kann  man  setzen 

|  =  a-coso3,         rj  =  a -\-  a -sino 
demnach 

d%  =  —  asine?  ■  deo,     drj  =  a  cos  a>  •  dea. 

Dann  liefern  die  vorigen  allgemeinen  Formeln 

x         14-  sin  co  y         .,     , 

—  =  — ■ ,       -~  =  1  +  sin  03 . 

a  cos  co     7  a 

Eliminiert  man  ca,  erhält  man  als  Gleichung  der  „figura  resectarum" 

y  =  ^f^  oder  2a-y-J^-  •  •  •  •  w 

Da  letztere  Gleichung  sich  von  (8')  nur  dadurch  unterscheidet, 
daß  2  a  —  y  an  Stelle  von  y  tritt,  so  ist  die  dargestellte  Kurve  eine 
Pseudo-Versiera.   Leibniz  hatte  sie  gefunden  bei  der  Aufstellung  seiner 

berühmten   Formel  --  =  1  — —  4-  -z =-+ H  u  y  g  en  s    inter- 

4  3  5  7'  J  ö 

essierte  sich  dafür  und  schrieb  ihm  unter  dem  7.  November  16742): 
„Pour  ce  qui  est  de  la  ligne  courbe  Anonyme,  qui  sert  à  Votre  de- 
monstration,  j'avois  envie  de  la  baptizer  en  lui  donnant  quelque  nom 
compose  des  noms  de  deux  lignes  dont  je  trouvois  qu'elle  estoit  pro- 
duite,  qui  sont  le  Cercle  et  la  Cissoide  des  anciens3).     Mais  ayant  vu 


1)  Leibniz,  ed.  Gerhardt  V,  S.  100. 

2)  Leibniz,  ed.  Gerhardt  V,  S.  91,  ebenso  II,  T.  16 — 17,  oder  auch  (Euvres 
de  Ruygens  VII,  S.  393—95. 

3)  Um  sich  diese  Bemerkung  klar  zu  machen,  beachte  man,  daß  man  die 
Gleichung  (9)  auch  schreiben  kann 
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depuis  que  cette  mème  ligne  a  esté  premièrement  mise  en  avant  par 
J.  Gregorius1),  je  crois  qu'il  luy  faut  laisser  le  droit  de  la  nommer 
comme  il  voudra."  —  Mit  diesem  Zitate,  welches  also  die  erste  Er- 
findung der  Pseudo-Versiera  auf  J.  Gregory  zurückführt,  glauben  wir 
unsern  Bericht  über  diese  bemerkenswerte  Kurve  wohl  abzuschließen, 
nachdem  wir  bemerkt  haben,  daß  man  derselben  unter  dem  Namen 
Geometrische  Quadratrix  im  Dictionnaire  mathématique  vonOzanam 
(Amsterdam  1691,  S.  108)  begegnet,2)  welchen  dieser  Geometer  in 
seiner  Geometrie  pratique  (1684)  vorgeschlagen  hat. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Die  Trisektrix-Kurven  von  Maclanrin,  von  Catalan  nnd  von 
de  Longchamps. 

47.  Es  seien  (Taf.  II,  Fig.  14)  drei  Punkte  in  gerader  Linie 
gegeben  0,  0',  0",  derart,  daß  0 '  0'=\0'0\  man  ziehe  durch  0' 
die  Gerade  o  senkrecht  zu  0"  0'  0  und  von  0"  einen  beliebigen  Strahl, 
der  o  in  M  trifft,  dann  von  M  die  Senkrechte  und  von  0  die  Parallele 
zu  0" '  M;  diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P, 
deren  Ort  die  Trisektrix  von  Maclaurin  heißt,  und  zwar  wegen 
der  Anwendung,  die  man  von  ihr  machen  kann,  und  zu  Ehren  des 
Geometers,  der  sie  zuerst  betrachtete3).  Um  ihre  Gleichung  zu  finden 
nehmen  wir  0  als  Pol  und  00' 0"  als  Polarachse,  setzen  0 '  0"  =  a 
(weshalb  dann  00'=  3  a)  und  haben  dann,  wenn  K  die  vierte  Ecke 
des  Rechtecks  OPMK  ist, 


es  ist  also  x  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Abszissen  der  beiden  Kurven 


je  =  ~[/y  (2  a  —  y)  und  x  =  y  1/  — — — ,  von  denen  die  erste  ein  Kreis,  die  zweite 

eine  Kissoide  ist. 

1)  Exercüationes  geometricae  a  Jacobo  Gregorio  Scoto  (London,  1658). 

2)  G.  Loria,  Pseudo-versiera  e  quadratrire  geometrica  (Bibl.  math.  3.  Reihe, 
III,  1902,  S.  127—130).  —  Stereometrische  Erzeugungen  der  genannten  Kurve, 
wie  auch  der  Versiera  und  der  Serpentine  findet  man  bei  E.  Janisch,  Die  Ver- 
siera des  Agnesi  und  verwandte  Linien  als  Orthogonalprojektionen  von  Baum- 
Tcurven  dritter  Ordnung  (Arch.  Math.  Phys.,  3.  Reihe,  XII,  1907). 

3)  A  treatise  of  fluxion,  I  (Edinburgh,  1742)  S.  260;  Traitc  des  fluxions, 
traduit  de  Vanglais  par  R.  P.  Pezenas  I  (Paris,  1749)  S.  198  und  Fig.  24,  Taf.  X; 
s.  auch  desselben  Autors  Geometria  organica,  sive  descriptio  linearum  curvarum 
universalis  (London,  1720)  S.  23.  Die  im  Texte  angegebene  Konstruktion  findet 
sich  in  dem  oben  angef.  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  Véquerre  von  Gr.  de 
Longchamps  S.  120;  eine  andere  ist  in  einer  Note  von  H.  Brocard  an- 
gegeben, Bemarque  au  sujet  de  la  trisectrice  de  Maclaurin  (Journ.  Math.  spéc. 
3e  Sér.  V,  1891). 
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0" M  =  -?- ,        0"K  =  la  cos  a , 

cos  a  '  ; 

o=  OP  =  MK=  0"K-  0"ilf=^--4acosra, 

V  COS  CO  ? 

somit  ist  die  Polargleichung  der  Trisektrix 

l  —  4  cos2  co  .... 

q  =  a (I) 

s  COS  CO  v    ' 

und  also  die  kartesische  Gleichung: 

x(x*  +  y*)  =  a(f-dx*)     (2)       oder      y  =  x~\/£=£       (2') 

daraus  folgt,  daß  die  Trisektrix  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung 
symmetrisch  in  bezug  auf  die  Gerade  0  0'  0"  ist  und  den  Punkt  0' 
als  einfachen,  0  als  Doppelpunkt  enthält,  die  Tangenten  in  0  und 
die  #-Achse  teilen  den  Raum  um  0  in  sechs  gleiche  Teile.  Die  Gerade 
x  -f-  a  =  0  ist  eine  Asymptote,  und  zwar  die  einzige  reelle,  der  Kurve. 
Wendet  man  auf  die  Kurve  (2')  die  folgende  (affine)  Transfer- 
mationan,  g  _  ^,     ,_8y^ 

so  erhält  man  die  folgendermaßen  dargestellten  Kurven 


y 


'1  /  a 


d.  h.  (vgl.  Nr.  33)  ein  Cartesisches  Blatt;  daher  kann  man  schließen, 
daß  die  Trisektrix  von  Maclaurin  und  das  Folium  Cartesii  affine 
Kurven  sind. 

Setzt  man  a  =  —,x  =  xJr—     so   wird   die    Gleichung  (2')  zu 

2  2  , 

und  stellt  den  Ort  eines  Punktes  dar  derart,  daß  wenn  A  und  B  die 

Punkte    mit    den    Koordinaten    x  =  ±  -^-,    y  =  0    sind,     man    hat 

S-  -^PÄB  =  tc  — PÄB1)-  dies  zeigt,  daß  die  Trisektrix  von 
Maclaurin  ein  Spezialfall  ist,  sowohl  der  allgemeinen  Strophoiden 
(Nr.  41)  als  auch  der  Sektrix-Kurven  von  Schoute  (Abschn.  V, 
Kap.  12) 2). 

1)  Schlömilch,  Übunasbuch  zum  Studium  d.  höh.  Anal,  II.  Teil  (Leipzig, 
1874)  S.  59. 

2)  Schon  hier  soll  bemerkt  werden,  daß  wir  a.  a.  0.  sehen  werden,  daß 
die  Trisektrix  von  Maclaurin  durch  eine  der  folgenden  Polargleichungen  dar- 
gestellt werden  kann: 

co 

sin— - 

„     sin  3  co  „3 

Bin  — 


36  n.  Abschnitt:  Kurven  dritter  Ordnung. 

Die  betrachtete  Kurve  ist  folgender  parametrischer  Darstellung 
fähig:  2 

Xs=aV  +  i>       y  =  a  i'  +  i  >    •    •     •    •     -    (3) 

dieser    entspricht    folgende    Kollinearitätsbedingung    der    drei  Punkte 

0y  +  ycc  -f  a/3  +  3  =  0, 

welche  uns  beweist,  daß  die  zyklischen  Punkte  der  Ebene  Wende- 
punkte sind,  und  daß  der  einzige  reelle  Punkt  der  Kurve  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  ebenfalls  ein  solcher  ist.  Aus  Gleichung 
(2)  und  (3)  kann  man  folgern,  daß  die  Quadratur  der  Trisektrix  auf 
elementare  Weise  ausführbar  ist,  während  die  Rektifikation  elliptische 
Integrale  erfordert1)  (vgl.  Nr.  23).  Ebenfalls  kann  man  unschwer 
nachweisen,  daß  die  Trisektrix  von  Maclaurin  —  die  man  als  eine 
besondere  Slusesche  Konchoide  (Nr.  42)  ansehen  kann  —  die  Fuß- 
punktkurve eine  Parabel  in  bezug  auf  den  Punkt  der  Achse  ist,  der 
von  der  Direktrix  denselben  Abstand  wie  der  Brennpunkt  hat.2) 

G.  Cr  am  er  hat  gezeigt3),  wie  man  eine  allgemeinere  Kurve  als 
die  Trisektrix  von  Mauclaurin  konstruieren  kann,  nämlich  diejenige, 
die  folgendes  Ortsproblem  löst:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum 
0  (s.  Taf.  II,  Fig.  15)  und  ein  Punkt  0  in  seiner  Ebene;  seien  A,  B 
die  Endpunkte  des  Durchmessers  00;  man  ziehe  durch  A  eine  be- 
liebige Sehne  AM,  durch  0  die  Parallele  zu  AM  und  von  M  das  Lot 
auf  AB]  welches  ist  der  Ort  der  Punkte  P,  in  welchem  sich  die 
beiden  letzteren  Geraden  kreuzen?"    Nehmen  wir  die  Gerade  OG  zur 


Die  erstere   fällt  im  wesentlichen   mit  (1)    im  Texte  zusammen,  die  zweite  hin- 
gegen  ist   identisch   mit  q  =  a:  cos  — ,  die  sehr  wertvoll  in  ihren  Anwendungen 

3 

ist.     Z.  B.  gibt    sie   die    Größe    der  Fläche  eines  Kurvensektors  durch  den  Aus- 
druck 


3a2,     ©  1  © 

— — -  tg  —  =  3  •  —  -  a  ■  a  tg  — - 
2      ö  3  2  6    3 


ein  in  Worten  leicht  ausdrückbares  Resultat,  wie  Godefroy  hervorhob  (Journ. 
Math.  spéc.  2e  Ser.  IX,  1885,  S.  179).  Insbesondere  ist  die  Fläche  der  Schleife 
=  zY3as. 

1)  G.  de  Longchamps,  Sur  la  recti fication  de  la  trisectrice  de  Maclaurin 
au  moyen  des  integrales  elliptiques  (Comptes  rendus  CIV,  1887).  Für  die  Kon- 
struktion der  Tangente  und  andere  Fragen  dieser  Art  s.  V.  Jefabek,  Sur  la 
trisectrice  de  Maclaurin  (Mathésis,  2e  Sér.  IX,  1899). 

2)  Vgl.  J.  Neuberg,  La  trisectrice  de  Maclaurin  (Mathésis,  3°  Sér.,  VII, 
1907). 

3)  Introduction  à  V  analyse  des  lignes  courbes  alg.  (Genève,  1750)  S.  441. 
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#-Achse,  bezeichnen  mit  l  die  Länge  der  Strecke  OG  und  mit  a  den 
Winkel  POC,  so  haben  wir 

x  =  l  -f-  r  -  cos  2  co,       —  =  tg  co . 

Durch  Elimination  von  co  ergibt  sich  dann 

x(x2  +  y2)  =  (r  +  l)x%-  (r  —  l)y2 (4) 

als  Gleichung  des  von  Cr  am  er  definierten  Ortes.  Ändern  wir  die 
positive  Richtung  der  #-Achse,  so  wird  diese 

#(#2  +  y2)  =  (**  —  l)y2  —  (r  4-  l)%2, 

und  stimmt  mit  (2)  überein,  wenn  man  r  =  2  a,  l  =  a  setzt.  Die 
Cramersche  Konstruktion  liefert  also  in  einem  speziellen  Falle  die 
Trisektrix  von  Maclaurin. 

48.  Unsere  Kurve  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  erzeugt 
werden ,  die  unter  ein  allgemeines  Verfahren  der  Transformation  der 
Figuren  fällt,  welches  P.  H.  Schoute  untersucht  hat1),  und  dem  er 
den  Namen  Maclaurinsche  Transformation  gegeben  hat.  Die  De- 
finition derselben  lautet:  „Gregeben  in  einer  Ebene  drei  Punkte  A,  B,  C 
und  eine  Gerade  f.  Man  lasse  jedem  Punkte  Q  der  Ebene  jenen 
Punkt  Q'  der  Geraden  CQ  entsprechen,  derart,  daß  die  Geraden  QA 
und  BQ'  sich  in  einem  Punkte  R  der  Geraden  f  treffen."  Wenden 
wir  diese  Transformation,  in  geeigneter  Weise  spezialisiert,  auf  einen 
Kreis  an  (dessen  Mittelpunkt  wir  M  nennen  wollen),  so  erhalten  wir 
Kurven,  von  denen  einige  uns  schon  begegnet  sind,  wie  sich  aus 
Folgendem  ergibt: 

a)  Der  Punkt  A  liege  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises 
(s.  Taf.  II,  Fig.  16),  B  sei  der  unendlich  ferne  Punkt  des  zugehörigen 
Durchmessers,  f  sei  der  dazu  senkrechte  Durchmesser  und  C  dessen 
unendlich  ferner  Punkt.  Alsdann  wird  die  Maclaurinsche  Trans- 
formation ähnlich  derjenigen,  die  wir  zur  Erzeugung  der  Versiera 
(vgl.  die  Fig.)  angewendet  haben,  aber  sie  ist  dennoch  von  jener 
verschieden;  die  erhaltene  Kurve  ist  der  Gestalt  nach  der  Versiera 
ähnlich,  aber  von  ihr  verschieden.  Schoute  (der  sie  wahrscheinlich 
mit  dieser  verwechselte)  nannte  sie  Agnesische  Kurve2),  in  Wirk- 
lichkeit ist  sie  eine  Pseudo-Versiera. 

b)  A  liege  noch  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  (s.  Taf.  II, 
Fig.  17),  B  in  der  Mitte  des  Radius  AM,  f  sei  senkrecht  zu  diesem 
Radius    und  0  liege   im    Unendlichen  auf  f.     Um   die  Gleichung  der 


1)  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales  par  points  et  tangentes  (Archives 
néerlandaises  XX,  1887). 

2)  S.  die  zitierte  Schrift,  S.  38  des  Sonderabdruckes.  Die  Versiera  würde 
man  erhalten,  wenn  als  f  die  Tangente  des  Kreises  in  dem  A  gegenüberliegenden 
Punkte  gewählt  würde. 
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transformierten  Kurve  abzuleiten,  nehmen  wir  B  zum  Anfang  und 
AB  zur  #-Achse;  ist  r  der  Radius  des  Kreises  und  x  =  h  die  Glei- 
chung der  Geraden  f,   so  kann  man  die  Koordinaten  eines  beliebigen 

Punktes  Q  des    Kreises    in    der    Form    schreiben   x  =  —  -f  r  •  cos  co, 

y  =  r  sin  o.     Die  Gerade  J.  Q  hat  dann  die  Gleichung 

(#  +  y)  sm  y  +  </  cos  y  =  0, 

und  die  Koordinaten  von  _R  sind  x  =  Ji,  y  =  (h  +  y  j  tg  y  ;    daraus 

folgt  „        27* +  r,     « 

-£-  = ' —  ter  — 

x  2k       °    2 

als  Gleichung  der   Geraden  .B.R.     Indem   nun  die  Gleichung  von  CQ 

in  diesem  Falle  x  =  —  +  r  •  cos  to  ist,  so  genügt,  um  die  Gleichung 

des  Ortes  der  Punkte  Q'  zu  erhalten,  die  Elimination  von  o  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen;  sie  ist  daher 


3r 

x  — 


f 


=-m-4*2 w 


*        2 


Erinnern  wir  uns  nun  (vgl.  Nr.  33),  daß  das  Folium  Cartesii  mit 
der  Gleichung  £2  +  rj3  =  3a|^  ebenfalls  durch  die  Gleichung 

3a 

fä  —    

dargestellt  werden  kann,  so  erkennen  wir,  daß  die  Gleichung  (5)  ein 
Folium  Cartesii  nur  unter  der  Voraussetzung  ist,  daß 

4/*  +  (3+y3)r  =  0; 

wir  erhalten    somit   schließlich   eine  neue  und  einfache  Konstruktion 
für  die  genannte  Kurve. 

c)  Seien  nun  A  und  B  (Taf.  II,  Fig.  18)  Endpunkte  eines  Durch- 
messers des  gegebenen  Kreises,  C  liege  im  Unendlichen  in  der  zu 
AB  senkrechten  Richtung,  auch  f  liege  im  Unendlichen;  dann  stellt 
sich  die  allgemeine  Maclaurinsche  Transformation  in  folgender  Weise 
dar:  „Man  nehme  auf  der  Peripherie  des  Kreises  den  Punkt  Q,  ziehe 
die  Sehne  A  Q  und  von  Q  das  Lot  auf  AB,  dieses  schneidet  die  von 
A  zu  A  Q  gezogene  Parallele  in  dem  Q  entsprechenden  Punkte  Q'." 
Wir  bemerken  nun,  daß,  wenn  diese  Parallele  die  Peripherie  des  ge- 
gebenen Kreises  zum  zweitenmal  in  Q"  und  die  in  A  gezogene  Tangente 
in  N  schneidet,  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ANQ"  und  BQ'Q  ein- 
ander kongruent    sind,   daraus    folgt  BQ'  =  Q" N]    dies   genügt   zum 
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Nachweis,  daß  der  Ort  der  Punkte  Q'  eine  Kissoide  des  Diokles 
ist,  mit  B  als  Spitze  und  AC  als  Asymptote. 

d)  Sei  A  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  des  zu  transformierenden 
Kreises,  B  sei  das  Zentrum,  C  der  unendlich  ferne  Punkt  in  der  zu 
AB  senkrechten  Richtung  und  f  die  unendlich  ferne  Gerade  (Taf.  IE, 
Fig.  19).  Um  den  Punkt  Q'  zu  erhalten,  der  dem  Punkte  Q  ent- 
spricht, ziehe  man  A  Q  und  durch  B  die  Parallele  zu  dieser  Geraden  ; 
diese  wird  von  der  aus  Q  senkrecht  zu  AB  gezogenen  in  Q',  dem  Q 
entsprechenden  Punkte,  geschnitten.  —  Wir  bemerken,  wenn  V  der 
zweite  Endpunkt  des  Durchmessers  AB  ist,  daß  Dreieck  AQV  recht- 
winklig bei  Q  ist,  weshalb  auch  BQ'  senkrecht  zu  QV,  folglich  ist 
Dreieck  Q'QV  gleichschenklig.  Sei  N  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
VQ'  mit  dem  zu  AB  senkrechten  Durchmesser  und  ziehen  wir  NM 
parallel  zu  QV,  so  wird  dieses  die  Höhe  des  Dreiecks  NBQ'  sein. 
Nun  ist  -èfiBNH=  Q'QV,  da  ihre  Schenkel  parallel  sind  und 
•3c  HNQ'  =  Q'VQ  als  Wechselwinkel;  indem  nun  Dreieck  (/(^gleich- 
schenklig, so  ist  icQ'QV=  Q'VQ  und  daher  auch  ^  BNH=  HNQ'. 
Dreieck  NBQ'  ist  daher  gleichschenklig  und  der  Ort  des  Punktes  Q' 
kann  vermittels  des  Punktes  V  und  des  rechten  Winkels  VBN  kon- 
struiert werden,  wie  es  in  Nr.  35  angegeben  ist,  der  Ort  von  Q'  ist 
also  in  diesem  Falle  eine  gerade  Strophoide. 

e)  Endlich  sei  A  wieder  ein  Punkt  des  Kreises,  B  der  Mittel- 
punkt des  entsprechenden  Radius  AM,  C  der  unendlich  ferne  Punkt 
in  der  senkrechten  Richtung,  und  f  die  unendlich  ferne  Gerade 
(s.  Taf.  III,  Fig.  20,  aus  welcher  die  entsprechende  Konstruktion  er- 
sichtlich ist).    Nehmen  wir  AB  als  Abszissenachse,  B  als  Anfangspunkt, 

so  kann  man  die  Koordinaten  von  Q  annehmen  als  x  =  —  +  r  •  cos  qp, 

y  =  r  •  sin  cp.  Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Q  Q'  und  A  B, 
so  erhält  man  aus  der  Betrachtung  der  ähnlichen  Dreiecke  AQU 
und  BQ'H 

\~x--\-  COS  ro) 
/YZT        (T     ,  \       rsinqp  \2     '  V      . 

Q  H  =  (—  -\-  r  •  cos  <p    — j —  =  r  -—-, sm  w , 

x  \2     '  v   r -fr  cos  qp  1  -J-  cos  <p  x  7 

weshalb  der  Ort  der  Punkte  Q'  angesehen  werden  kann  als  dargestellt 
durch  die  Gleichungen 

r(l  -j-  2  cos  qp)  r(l  -f-  2  cos  q>)  sin  qp 

x  =  ö  }        V  =  ö 


2  1  -f-  cos  qp 

Führen  wir  Polarkoordinaten  ein,  q  und  o,  so  haben  wir 


l  —  écos2-?- 


9  =  r~        —^-y  »  =  arctg|-  =  arctg(tgf)=-|, 


2  cos 
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und  nach  Elimination  von  <p 

1  —  4cos2a> 

v  COS  0) 

Erinnern  wir  uns  der  Gleichung  (1),  so  ergibt  sich,  daß  der  Ort  des 
Punktes  Q'  eine  Trisektrix  von  Maclaurin  ist1). 

Eine  andere  Trisektrix  neueren  Datums  entspringt  aus  einer 
Eigenschaft  der  Parabel,  die  von  E.  Catalan  im  Jahre  1832  entdeckt 
wurde2),  und  die  wir  zunächst  darlegen  wollen:  Es  sei  (Taf.  III,  Fig.  21) 
F  der  Brennpunkt,  FB  Radiusvektor  einer  Parabel  und  BG  die 
Normale  in  B]  man  vervollständige  das  Rechteck  FBDC,  das  zur 
einen  Seite  die  Strecke  FB,  als  Diagonale  jene  Normale  hat,  und  be- 
trachte den  Ort  des  Punktes  D.  Stellt  man  sich  nun  zwei  aufeinander- 
folgende Radienvektoren  vor,  so  erkennt  man,  daß  D  der  Berührungs- 
punkt der  Geraden  BD  mit  ihrer  eigenen  Hüllkurve  ist;  somit  ist 
der  Punkt  B  der  Fußpunkt  der  Senkrechten  von  F  auf  eine  der  ein- 
hüllenden Geraden.  Die  Hüllkurve  ist  also  derart,  daß  ihre  Fuß- 
punktkurve in  bezug  auf  den  Pol  F  die  gegebene  Parabel  ist;  diese 
Hüllkurve,  also  der  Ort  der  Punkte  D  ist  also  nichts  anderes,  als 
die  erste  negative  Fußpunktkurve  der  Parabel  in  bezug  auf  ihren 
Brennpunkt  (vgl.  Abschn.  VII,  Kap.  7).3)  Man  ziehe  nun  die  Gerade 
FD  und  nenne  6r  und  E  die  Schnitte  der  Geraden  BC  mit  FD  und 
mit  der  Achse  AH  der  Parabel,  schließlich  ziehe  man  BK  parallel 
ÄS  und  setze  zur  Abkürzung  <£  BFE  =  #,  <C  DFE  —  ra.  Infolge 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel  ist  nun  <^C  FBE  =  EBK, 
<£  EBK  =  BEF  als  Wechselwinkel,  folglich  <£  FEB  =  FBE.  Drei- 
eck BEF  ist  also   gleichschenklig,  demnach  ^FBE  =  n-^—.     Es 


1)  Zu  demselben  Schlüsse  kommt  man  eher,  wenn  man  berücksichtigt,  daß 
die  sub  e)  angegebene  Konstruktion  ein  Spezialfall  der  in  der  vor.  Nr.  be- 
schriebenen Cramerschen  ist. 

2)  S.  einen  Brief  dieses  Greometers  im  Journ.  de  maih.  spéc,  2e  Ser.  IV, 
1885,  S.  229—33. 

3)  Da  diese  Kurve  früher  von  Tschirnhausen  (Acta  Erud.  1690,  S.  68 
bis  73)  und  de  l'Höpital  (Analyse  des  infiniment  petits,  Paris  1696,  S.  109 
bis  112)  schon  betrachtet  wurde,  so  wurde  sie  sowohl  als  Tschirnhausens  Kubik 
(Archibald,  The  cardioide  and  some  relates  curves,  Diss.  Straßburg  1900)  wie 
als  de  V Hospitals  Kubik  (Cazamian,  Application  de  le  méthode  de  transforma- 
tions  par  polaires  réciproaues  à  des  théoremes  rélatifs  aux  cubiques  unicurales; 
Nouv.  Ann.  Math.,  3e  Sér.,  XIII,  1894,  S.  307)  bezeichnet.  Der  Name  Orthogenide 
(welchem  wir  in  Kap.  XVIII  des  V.  Abschn.  in  einer  allgemeinen  Bedeutung 
begegnen  werden)  wurde  von  Allégret  ersonnen  (Nouv.  Ann.  Math.,  2e  Sér., 
V,  1865,  S.  27  und  Question  1265,  aufgelöst  durch  Faquenberg  das.  3e  Sér., 
XIV,  1895,  S.  5*).  Als  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  die  durch  den  Brenn- 
punkt einer  Parabel  gehen  und  die  Kurve  berühren,  begegnet  man  derselben 
Kurve  im  Aufsatze  von  E.  Freund,  Über  eine  Kurve  dritter  Ordnung  (Lo tos, 
Neue  Serie,  XIV,  Prag  1864). 


Dreizehntes  Kapitel:  Die  Trisektrix-Kurven  von  Maclaurin,  von  Catalan  usw.     91 

ist  aber  auch  Dreieck  BFG  gleichschenklig,  und  daher  <£  GFB  =  GBl , 

oder  &  -  <n  =  ^=^,  oder  auch  =  ^^ .     Also  ist  «£  5FD  =  £  J. .PD. 

Diese  Beziehung  bekundet,  daß  der  Ort  des  Punktes  D  als  Dreiteilungs- 
Kurve  eines  beliebigen  Winkels  dienen  kann.  Legt  man  nämlich  den 
zu  teilenden  Winkel  mit  dem  Scheitel  in  F  und  mit  dem  einen 
Schenkel  auf  FA,  und  ist  ferner  D  der  eine  Schnittpunkt  des  anderen 
Schenkels  mit  dem  angegebenen  Orte,  und  B  der  dem  Punkte  D  ent- 
sprechende Punkt  der  Parabel,  so  ist  der  Winkel  FAD  der  verlangte. 
Der  Ort  des  Punktes  D  verdient  also  den  Namen  Trisektrix 
von  Catalan.    Um  die  Gleichung  derselben  zu  finden,  nehmen  wir  die 

vorliegende  Parabel  als  durch  die  Gleichung  q  =     __  dargestellt; 

die  Gleichung  der  Geraden  BD,   deren  Enveloppe  die  Trisektrix  von 

Catalan  ist,   wird  dann  sein    #-cosco  4-  y-sina  =  — .      Durch 

'  ■ '    J  1  —  cos  w 

Differentiation   erhalten  wir:    —  x  sin  co  +  y  cos  co  =  —  T. ^  und 

J  (1  —  cosca)2 

daher  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve: 


x  =  p 


(coso  —  cos2oj) 

.    3co 

sin-r- 
p           2 

(1  —  cos  co)2 

2     .   ,co 

sin3— 
2 

(sin  co  —  sin  2  co) 

'àco 
COS-— 
p            2 

(1  —  cos  co)2 

2     .    .  co 

8in  Y 

Daraus  folgt 


y=p 


4  (a?2  -I-  v3)  lx  ,     3co 

-^  —'7  =  -%!-' 


Sm    2 


oder,  wenn  man  die  Polarkoordinaten  q,  6  einführt, 

2q  1  .  3  co 

—  =  ,       COt    0  =  —  tg  —  • 

p  .    „  co    '  6    2 

smd  — 
2 

Durch  Elimination  von  eo  erhält  man  dann  die  folgende  Polargleichung: 

»~(^)-(D* ® 

und  daraus  endlich  die  kartesische  Gleichung  der  Trisektrix: 

(2p  +  xf  =  ^p(x^  +  yf (5') 

Die  Kurve  ist    demnach   dritter  Ordnung  und   symmetrisch  in  bezug 
auf   die  Parabelachse.     Sie   geht    einmal    durch    den  Punkt   ( — W*®) 
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und  zweimal  durch  den  Punkt  (4p,  0),  die  Tangenten  in  diesem  letz-: 


7t 


téren  bilden  mit  der  Achse  Winkel  =  +  —  ;derunendlichfernePunkt 

ist  ein  Wendepunkt  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger 
Tangente;  die  Punkte  (jp,  +p)  sind  Kulminationspunkte  usw. 

49.  Noch  jüngeren  Ursprunges  ist  eine  andere  Kurve,  die  wir 
wegen  ihrer  Anwendung  Trisektrix  von  Longchamps  nennen1); 
Astor  nannte  sie  hingegen  weniger  zutreffend  trèfle  équilatéral2), 
während  Bellavitis  mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt  ihr  den  Namen 
tricratere  regolare3)  gab.  Sie  kann  vermittels  eines  Kreises  (mit 
dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  r)  konstruiert  werden;  sei  AB  ein 
Durchmesser  desselben  (s.  Taf.  III,  Fig.  22).  Wir  nehmen  auf  der 
Peripherie  zwei  Bogen  AD  und  BE,  den  letzteren  halb  so  groß  als 
den  ersteren  und  ziehen  in  deren  Endpunkten  D  und  E  die  Tangenten  ; 
ihr  Schnitt  P  wird  ein  Punkt  der  Trisektrixkurve  sein.  Um  ihre 
Gleichung  zu  bilden,  nehmen  wir  0  als  Pol,  OB  als  Polarachse;  setzen 
wir  <£;  BOE  =  £,  so  wird  <£  AOD  =  2e  sein.  Bezeichnen  wir  dann 
den  "3c  BOB  mit  co,  so  besteht  die  Bezeichnung  %  —  3f  =  2  (o  —  i) 
und  daher  s  =  jr  —  2co,  und  -^  POE  =  c?  —  £  =  3co  —  %.  Das  recht- 
winklige Dreieck  E  OB  liefert  uns  also  p  = ^ r  oder 

ö  s         cos  (3  w  —  %) 

^-c^sVo,' (6> 

welches  also  die  Polar-Gleichung  der  Trisektrix  von  Longchamps  ist; 
ihre  kartesische  Gleichung  ist  dann 

x(x*-3y2)  +  r(x2  +  */2)  =  0 (7) 

Auch  diese  Trisektrix  ist  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung;  0  ist 
ein  isolierter  Punkt  derselben;  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ge- 
raden, die  mit  dem  Durchmesser  AB  die  Winkel  0,    -,    -r-   bilden, 

gehören  ebenfalls  der  Kurve  an;  die  Halbierungslinien  derjenigen  Winkel, 
die  von  den  durch  0  in  diesen  Richtungen  gezogenen  Geraden  gebildet 
wurden,  sind  drei  Symmetriachsen  der  Kurve.  Die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Kurve  sind  Wendepunkte,  die  zugehörigen  Tangenten  bilden 

ein  gleichseitiges  Dreick,  indem  ihre  Gleichungen  sind  :  #  -f-  —  =  0, 

%  +  y  y%  —  ir  r  =  0.     Die   Hessesche   Kurve    der   unserigen  hat  die 

1)  G.  de  Longchamps,  Sur  une  trisectrice  remarqudble  (Mathésis  Vili, 
1888). 

2),  S.  .einen  Brief  im  XIV.  Bde.  (1894)  der  3.  Serie  der  Nouv.  Ann.  Mathém. 
S.  385,  dem  wir  die  angeführten  Eigenschaften  der  Kurve  größtenteils  entnommen 
hahen. 

3)  Su  alcune  curve  di  facile  costruzione,  n.  22  (Hem.  Soc.  Ital.  Scienze, 
3.  Ser.  Ili,  1879). 
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Gleichung:  3x  (x2  —  3i/2)  +  r  (#2  +  y2)  =  0,  weshalb  sie  also  von  der- 
selben Art  ist.     Die  Inverse  in  bezug  auf  den  Kreis  mit  dem  Mittel- 

punkte  0  und  dem  Radius  R  hat  die  Gleichung  q  =—  cos  3 co,  ge- 
hört daher  einer  Klasse  von  Kurven  (den  Rhodoneen)  an,  der  wir  im 
V.  Abschn.,  Kap.  8  begegnen  werden.  Die  Cayleysche  Kurve  ist  ein 
Kreis1).     Schließlich,  da  man  Gleichung  (7)  auch  in  folgender  Weise 

schreiben  kann  

-i/  x  -f-  r 

y  —  x  V  o — — ' 

9  V   3x  —  r 

so  ist  unsere  Kurve  (vgl.  Nr.  16)  algebraisch  quadrierbar. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Die  kubische  Duplicatrix  und  das  parabolische  Blatt. 

50.  Während  die  im  vorigen  Kapitel  untersuchten  Kurven  zur 
Teilung  eines  Winkels  in  drei  gleiche  Teile  dienen  können,  kann  die, 
welche  wir  nunmehr  besprechen  werden,  für  die  Aufgabe  der  Würfel- 
verdoppelung dienen,  weshalb  G.  de  Longchamps  sie  kubische 
Duplicatrix  genannt  hat.  Die  von  ihm  angegebene  Konstruktion  ist 
folgende2):  „Gegeben  (Taf.  III,  Fig.  23)  zwei  Geraden  r,  /,  die  zu- 
einander senkrecht  stehen  und  ein  Punkt  0  auf  der  zweiten;  man  ziehe 
von  0  einen  Strahl,  der  r  in  A  schneidet,  in  A  errichte  man  auf 
diesem  Strahle  die  Senkrechte,  die  r  in  B  trifft  und  ziehe  durch  B  die 
Parallele  zu  r,  bis  sie  den  Strahl  selbst  in  P  trifft,  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  P  ist  eine  kubische  Duplicatrix".  Um  die  Gleichung 
derselben  zu  finden,  nehmen  wir  0  als  Pol  und  r  als  Polarachse;  ist 
7  der  Abstand  des  Punkte  0  von  C,  dem  Schnittpunkte  von  r,  /,  so 
haben  wir 

OA  =  -±— ,      OB  =  -^-,      OP=  ( 


cos»  ' 
da  nun  OP  =  q,  ergibt  sich 

o  =  -4-- a) 

s  COSS  CO  y   ' 

Die  entsprechende  kartesische  Gleichung  der  Kurve  ist 

a?:==l(x*  +  y2) (2) 

Die  kubische  Duplicatrix  ist  also  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auf 

1)  Die  Tangentialgleichung  dieser  Kurve  erhält  man  durch  die  einfache 
Anwendung  einer  bekannten  Formel  (Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  I, 
S.  517). 

2)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  Yéquerre  (Paris,  1890)  S.  92—94. 
Die  Kurve  kommt  bereits  bei  Uhi  hörn  (Entdeckungen  in  der  höheren  Geometrie, 
Oldenburg,  1809,  S.  54)  vor  und  trägt  daselbst  den  Namen  Toxoide. 
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der  y- Achse  im  Unendlichen  einen  Wendepunkt  besitzt;  die  unendlich 
ferne  Gerade  ist  die  entsprechende  Tangente.  Der  Punkt  0  ist  ein 
isolierter  Punkt  und  die  zugehörigen  Tangenten  sind  isotropische  Ge- 
raden.    Die  Kurve  kann  auch  durch  die  beiden  Gleichungen 

x  =  l(l  +  X2),         2,  =  Z(A-M3) (3) 

dargestellt  werden;  die  Kollinearitäts-Bedingung  für  drei  Punkte  (a), 

(ß),  0)  ist  dann 

v  J    v  '  ßy  -f-  ya  +  aß  =  1; 

man  erkennt,   daß  die  Kurve  im  Endlichen  zwei  reelle  Wendepunkte 

hat,  mit  der   gemeinsamen   Abszisse  x  =  — •  —  Bemerken  wir  noch, 

daß  es  leicht  ist,  die  Punkte  der  Kurve  zu  bestimmen,  die  eine  ge- 
gebene Abszisse  OB  haben;  es  genügt  nämlich  über  dem  Durch- 
messer OB  einen  Kreis  zu  beschreiben,  dessen  Schnitte  A,  A'  mit  der 
Geraden  r  zu  bestimmen,  und  dann  diese  Punkte  als  P,  P'  von  0 
aus  auf  die  von  B  zu  r  parallel  gezogene  Gerade  zu  projizieren. 

51.  G.  de  Longchamps  hat  noch  eine  andere  Kurve  dritter  Ord- 
nung betrachtet,  auf  die  wir  jetzt  hinweisen  wollen:  „Gegeben  zwei 
aufeinander  senkrechte  Geraden  r,  r  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene 
(Taf.  III,  Fig.  24).  Man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der 
r  in  P  schneidet,  in  diesem  Punkte  errichte  man  die  Senkrechte  zu 
OB  und  bezeichne  deren  Schnitt  mit  /  mit  Q;  dann  ziehe  man  die 
Parallele  durch  Q  zu  OB  und  bestimme  deren  Schnittpunkt  B  mit  r, 
schließlich  von  B  die  Senkrechte  BM  zu  OB]  der  Ort  der  Punkte  M 
ist  die  fragliche  Kurve1)."  Um  ihre  Gleichung  zu  bestimmen,  nehmen 
wir  als  x-  und  «/-Achsen  die  durch  0  zu  r  und  r  gezogenen  Parallelen  ; 
sei  S  der  Schnitt  von  r,  r,  A  und  B  bezüglich  die  Treffpunkte  von 
r  mit  Ox  und  /  mit  Oy,  a  und  &  die  Koordinaten  OA,  OB  von  S, 
so  erhält  man 

0B=^-,    AB^a-igca,    BS  =  a-igco -l,    BQ  =  -h~atg(° 
QB  =  BQ.tg<o  = 


costa  7  o  7  o      7  costo 

tg  tö  (b  —  a  tg  co) 


costo 


und  da  q  =  OM  =  OB—  QB,  so  ist  die  Polargleichung  des  geome- 
trischen Ortes  von  M 

q  •  cos  a?  =  a  +  tg  «  (b  —  a  •  tg  o?) (4) 

Infolgedessen  lautet  ihre  kartesische  Gleichung: 

x3  =  a  (x2  —  y2)  +  bxy (5) 

Im  besonderen  Falle,  wenn  &  =  0 

x5  =  a  (x2  —  y2) (6) 

1)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  l'équerre  S.  120 — 121. 
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Gleichung  (5)  stellt  das  schiefe  parabolische  Blatt;  (6)  das 
gerade  parabolische  Blatt  dar.  Das  erstere  (welches  dem  allge- 
meineren Falle  entspricht)  ist  eine  kubische  Kurve,  die  0  zum  Doppel- 
punkt hat  —  die  zugehörigen  Tangenten  sind  zueinander  senkrecht 
—  und  sowohl  durch  den  Punkt  S  als  auch  den  unendlich  fernen 
der  y- Achse  geht;  auch  dieser  ist  ein  Wendepunkt  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  Tangente.  Gleichung  (5)  kann  durch  folgende 
beiden  ertetzt  werden: 

x  =  (1  -  l2)  a  +  XI,      y  =  (l-  l3)  a  +  X2b,  ...     (7) 

aus  welcher  parametrischen  Darstellung  sich  folgende  Kollinearitäts- 
Bedingung  ergibt 

(ßy  +  ycc  +  aß  +  1)  a2  —  (a  +  ß  +  y)  ab  +  b2  =  0; 

die  Parameter  der  Wendepunkte  der  Kurve  sind  daher  die  Wurzeln 
der  Gleichung  ^  +  ^  ^  _  3ßJ  ah  +  &2  =  0} 

die  Wendepunkte  selbst  sind  daher  imaginär,  wie  sich  auch  (s.  Nr.  18) 
voraussehen  ließ.  —  Wenn  &  =  0,  hat  die  Kurve  die  Besonderheit 
symmetrisch  zur  y-Achse  zu  sein. 

Die  beiden  parabolischen  Blätter  gehören  zur  Klasse  der  Kurven 
dritter  Ordnung,  die  einen  Wendepunkt  im  Unendlichen  haben  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger  Tangente.  Solche  Kurven 
sind  folgender  parametrischer  Darstellung  fähig: 

« =/i  W,   y  =  U  W, 

wo  ft  und  f2  rationale  ganze  Funktionen  dritten  Grades  im  Parameter 
sind.  Sie  gehören  der  großen  Kategorie  algebraischer  Kurven  be- 
liebiger Ordnung  an,  die  A.  v.  Brill1)  als  rational-ganz  be- 
zeichnet hat. 

Die  Kurven  dritter  Ordnung,  deren  Theorie  und  Geschichte  wir 
in  diesem  Abschnitte  dargelegt  haben,  sind  die  vornehmsten,  die,  so- 
weit, uns  bekannt,  einen  besonderen  Namen  erhalten  haben2);  auf  andere 


1)  Math.  Annalen  XVI,  1880.  S.  348  ff. 

2)  Um   vollständig   zu   sein,    müßten   wir   noch   folgende   hinzufügen,   mit 
denen  G.  de  Longchamps  sich  in  dem  soeben  angeführten  Essai  beschäftigt  hat. 

p.    f     i       {    xs  =  h y*.  Einfache  parabolische  Kurve  3.  0.  mit  Spitze. 

S"  113-  Kurvet ;   0  *S  =  7^         »  »  »         -       »    ZentrUm' 

\xyi  =  ha.      Einfache  hyperbolische  Kurve  3.  0. 


si19-  Irina"!  [y'* -»(*>+„*>. 

«   11QKonchoidale  f     /    y    \2_        x 
ö-119-     Kurve  3.0.     \     \x-h)  ~  h-2x' 

s- 119-  ZKoncuhoaid:  {(—*)  ^ +y^-h  ^ +y*~ X^ = °- 
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bemerkenswerte  (wie  die  kubische  und  die  Neilsche  Parabel)  werden 
wir  noch  später  kommen,  wenn  wir  allgemeinere  Kurven  behandeln 
(s.  z.  B.  Abschn.  V  und  VII);  weitere  nicht  weniger  bemerkenswerte 
wurden  im  Laufe  verschiedenartiger  Untersuchungen  gefunden,  er- 
hielten jedoch  keinen  besonderen  Namen.  Eine  solche  ist  z.  B.  die 
mit  der  Gleichung  x  ^  +  ^  =  a^ 

die  sich  im  Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Hu j gens  findet1), 

ferner  die  mit  der  Gleichung 

2  asx 


y 


a  -f-  2x' 


Derselbe  Geometer  bat  an  anderer  Stelle  (Cours  de  problèmes  de  geometrie  ana- 
lytiques  I,  Paris  1898,  S.  149  und  213)  die  kubische  Serpentine  und  die 
zirkuläre  Serpentine  betrachtet.  Alle  diese  Kurven  besitzen  keine  hervor- 
ragenden Eigenschaften,  weshalb  wir  bei  diesen  nicht  verweilen. 

1)  Der  auf  diese  Kurve  bezügliche  Teil  des  Briefwechsels  zwischen  den 
beiden  Mathematikern  ist  geschichtlich  so  bemerkenswert,  daß  wir  uns  nicht  ent- 
halten können,  diesem  einige  Worte  zu  widmen. 

Wie  bekannt,  gehörte  Huygens  nicht  von  vornherein  zu  den  ersten  Gläu- 
bigen der  von  seinem  alten  Schüler  Leibniz  erfundenen  Differential-Rechnung, 
und  um  die  Tragweite  des  „methodus  tangentium  inversa",  dessen  einzige  Macht 
Leibniz  gerühmt  hatte  zu  erproben,  gab  er  diesem  auf,  die  Kurven  zu  finden, 
deren  Subtangenten  bezüglich  ausgedrückt  werden  durch 

y2         „  2a?2y  —  a2x 

9     —  2x,  y 


2x  '       3a2  —  2xy 

(S.  den  Brief  vom  24.  Aug.  1690  in  Leibniz,  herausg.  v.  Gerhardt,  H,  S.  46).  In 
der  Antwort  (3./13.  Okt.  1690  a.  a.  0.  S.  50)  sagt  Leibniz,  daß  die  zweite  der 
verlangten  Kurven  (wenn  man  der  Einfachheit  halber  a  =  1  setzt)  die  Gleichung 

-— ^  ==  bixv  habe,  wo  h  eine  beliebige  Konstante,   und  b  diejenige  Zahl  ist,  die 

zum  Logarithmus  die  Einheit  hat.  Huygens  war  von  dieser  Lösung  nicht  be- 
friedigt und  antwortete  unterm  18.  Nov.  1690  (a.  a.  0.  S.  35 — 56):  „Je  ne  vous 
avois  pas  envoié  les  deux  questions  des  lignes  courbes  pour  vous  donner  de  la 
peine  en  cherchant  les  Solutions,  mais  croiant  que  vous  auriez  une  méthode 
preste  pour  trouver  les  courbes  par  la  proprieté  de  leur  tangents,  ou  pour  deter- 
ininer  quand  cela  se  peut  ou  non.  Je  commence  à  croire  maintenant  que  cela 
n'est  point,  puisque  la  courbe  dans  laquelle  AB  estant  x  et  sa  perpend.  BCy, 

2  T1  T  QJ  d  Ct  '7* 

on    trouve    BD,    distance    du    concour    de    la    tangente    égale    à  — — - — : 

'  6  °  3aa  —  2xy  » 

cette  courbe  dis-je  a  pour  équation  qui  exprime  sa  nature  xs  -f-  xxy  =  aay.u 
—  Huygens  fügte  eine  Bestätigung  seiner  Behauptung  und  die  Konstruktion  der 
Kurve  hinzu.  Die  Huygensche  Kritik  aber  konnte,  sei  es  wegen  der  Autorität 
ihres  Urhebers,  sei  es  weil  sie  die  Leibnizsche  Erfindung  empfindlich  traf,  nicht  ohne 
Erwiderung  bleiben,  und  blieb  es  auch  nicht  von  seiten  des  berühmten  Neben- 
buhlers Newtons.  In  seinem  Briefe  vom  14./29.  Nov.  1690  (a.  a.  0.  S.  62—63)  klärte 
er  den  Widerspruch  seiner  eigenen  Schlüsse  mit  den  von  Huygens  erhaltenen 
auf,  indem  er  die  Subtangente  mit  verschiedenem  Vorzeichen  genommen  hatte, 
was  er  in  einem  späteren  Briefe  (v.  25.  Nov.  1690,  a.  a.  0.  S.  64—65)  wiederholte; 
daselbst  ist  überdies,  als  Gleichung  der  Kurve,  die  die  erste  von  Huygeus  ge- 
stellte Aufgabe  löst,  die  folgende  bezeichnet:  2rixi  =  r*y*  -j-  a2y*,  wo  r  und  a 
beliebige  Konstanten  sind.     Auch   diese  war  nicht   die  von  Huygens   gewollte 
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<üe  der  Ort  der  Brennpunkte  derjenigen  Hyperbeln  ist,  die  einen 
Scheitel  und  eine  Asymptote  gemeinsam  haben1);  dann  der  geome- 
trische Ort  für  alle  Punkte,  die  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  Ent- 
fernungen haben,  deren  Produkt  konstant  ist2),  der  uns  schon  S.  24 
begegnet  ist;  eine  weitere  entspringt  der  graphischen  Darstellung 
•einer  kubischen  Funktion  einer  komplexen  Variabelen3),  usw. 

Gleichung,   welche   nämlich  2a2xs  =  a2y2  -f-  y4,  lautet   (Brief  v.  19.  Dez.   1690, 

r2 

•a.  a.  0.  S.  68 — 69),  diese  geht  jedoch  auf  jene  zurück,  wenn  man  statt  a  setzt 

a 
Um  sich  ein  Urteil  zu  bilden  über  die  Schwierigkeit  der  von  Huygens  ge- 
stellten Aufgaben,  über  die  zur  ihrer  Lösung  nötigen  Mittel,  und  die  Allgemein- 
heit der  erlangten  Resultate,  wollen  wir  sie  einmal  mit  den  modernen  Methoden 
behandeln.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  daß  die  zweite  jener  Aufgaben, 
je  nachdem  man  das  Vorzeichen  der  Subtangente  nimmt,  sich  auf  die  eine  oder 
■die  andere  der  folgenden  Differentialgleichungen  zurückführen  läßt: 

,  2#2w —  a2x   ,  7         2#2w —  a2x  , 

—  y  ■  dx  =   „    „ — dy,  y  ■  dx=  „    . dy, 

J  3a2  —  2xy      !n  y  3as  —  2xy     y 

oder  auch  (3a2  —  2xy)  y  ■  dx  +  (2xy  —  a2)  x  ■  dy  =  0, 

(3a2  —  2xy)  y  ■  dx-\-  (a2  —  2xy)  x  ■  dy  =  0. 

Wenden  wir  nun  die  Identität  an 

Mdx  —  Ndy       1    f  M x  4-  Ny  , ,  ,     71       fx\  ) 

-iTF ^r^-  =  ^   I™ — — ^r-à  log  xy  4-  dlog  (  —  )  }  , 

Mx  —  Ny         2    \  Mx  —  Ny        s     *    '  °  \y )  J  » 

so  verwandeln  sich  diese  in  folgende  anderen: 

1  d(xy)  ,     71       x       n         r        xyld(xy)    ,    1  71       / x\ 

— r4-J^ t  +  d  log  —  =  0;  1 1      v   i"  4-  ^rdlos  (-    =  0, 

2  xy  [a2  —  xy]    '  ö   y  '        |_         a2J    #1/2        e  \y/ 

und  demnach  durch  Quadratur  2*y 

#3  =  kxy2  —  ka3y,        x3y  =  h2  •  e 

von  diesen  Gleichungen  stimmt  die  erste  mit  der  von  Huygens  überein,  während 
die  zweite  sich  von  der  Leibnizschen  nicht  unterscheidet.  —  Was  nun  die  erste 
der  Huygensschen  Aufgaben  anlangt,  so  werden  wir  von  dieser,  weil  sie  auf 
eine  Kurve  vierter  Ordnung  fübrt,  im  folgenden  Abschnitt  handeln. 

Wir  wollen  hier  noch  die  geeignete  Gelegenheit  benutzen  zu  der  Bemerkung, 
daß  in  jüngerer  Zeit  J.  Porro  bei  der  Bearbeitung  von  Fragen  aus  der  an- 
gewandten Mathematik  auf  Kurven  stieß,  die  er  courbes  atuptiques  nannte 
<C.  R.  XXXIV,  1852,  S.  173)  und  die  in  ähnlicher  Weise  durch  folgende  Differential- 
gleichung definiert  werden 

dy       xs-\-  xy2  -\-  2gyYx2  -\-  y2 —  q2 
y3 -\- y x2 -\- 2  q x~\/ x2 -\- y2 —  q2 

1)  S.  die  von  BT.  Brocard  unter  Nr.  61  im  Progr.  math.  II,  1891,  S.  128  gestellte 
und  von  A.  Schiappa-Monteiro  (a.  a.  S.  300)  gelöste  Frage,  auf  welche  sich 
ferner  eine  Note  von  Brocard  (Progresoll,  1893,  S.  32)  bezieht  und  eine  größere 
Arbeit  von  demselben  Schiappa-Monteiro  (Das.  S.  201 — 9  und  225 — 34). 

2)  E.  Czuber,  Über  einen  geometrischen  Ort  und  eine  damit  zusammen- 
hängende Fläche  (Monatshefte  Math.  Phys.  3.  1892). 

3)  Stöckly,  Eigenschaften  der  aus  rationalen  ganzen  Funktionen  dritten 
Grades  entspringenden  Kurven  (Arch.  Math.  Phys.  LVI,  1874). 


Iioria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I. 


III.  Abschnitt. 

Kurven  vierter  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 

Allgemeines.    Klassifikation. 

52.  Die  Kurven  vierter  Ordnung  hielten  ihren  Einzug  in  die 
mathematische  Literatur  sozusagen  gleichzeitig  mit  denen  dritter 
Ordnung,  und  ungefähr  in  derselben  Weise,  nämlich  mit  dem  Auf- 
treten einzelner,  in  verschiedener  Weise  spezialisierter  Kurven  als 
deren  Repräsentanten.  Während  jedoch  die  allgemeine  Theorie  der 
Kurven  dritter  Ordnung  schon  mehr  als  zwei  Jahrhunderte  Lebens- 
zeit zählt,  kann  man  von  der  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung 
nur  sagen,  daß  sie  erst  vor  etwa  fünfzig  Jahren  angefangen  sei. 
Und,  während  jene  einen  derartigen  Grad  der  Entwicklung  erlangt  hat, 
daß  man  sie  als  eine  der  vollendetsten  der  ganzen  Geometrie  ansehen 
kann,  bietet  die  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung,  wenngleich  sie 
auch  manche  sehr  schöne  Kapitel  enthält,  dennoch  beklagenswerte 
Lücken.  So  sind,  wenn  auch  die  von  Steiner1)  und  Hesse2)  be- 
gonnenen und  von  so  vielen  berühmten  Geometern  der  späteren  Zeit 
fortgesetzten  Untersuchungen  über  die  28  Doppeltangenten  einer  all- 
gemeinen Kurve  vierter  Ordnung  bis  in  die  kleinsten  Einzelheiten 
die  von  diesen  gebildete  Konfiguration  zu  unserer  Kenntnis  gebracht 
haben3),  dennoch  die  geometrischen  Beziehungen  zwischen  ihren  24 
Wendepunkten  in  geheimnisvollen  Nebel  gehüllt;  so  fehlen  uns  noch, 
wenn  sich  auch  aus  der  Anwendung  der  hyperelliptischen  Funktionen 
vieles  Licht  über  diese  Kurven  verbreitet,  erschöpfende  Untersuchungen 
über  die  invarianten  Eigenschaften  der  ternären  biquadratischen  For- 
men 4J.  Nichtsdestoweniger  sind  einige  der  dahin  gehörigen  Formeln 
seit  langer  Zeit  bekannt  und  sollen  hier  wieder  erwähnt  werden. 


1)  Eigenschaften   der   Kurven  vierten   Grades   rücksichtlich   ihrer   Doppel- 
tangenten (Crelles  Jcmrn.  XLIX,  1855). 

2)  Über  die  Doppeltangenten  der  Kurven  vierten  Grades  (Daselbst). 

3)  Vgl.  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  IL  Bd.  (II.  Aufl.,  Braunschweig 
1895)  S.  419  ff. 

4)  Clebsch-Lindemann,    Vorlesungen  über  Geometrie  I.   (Leipzig,  1876) 
S.  274,  Note. 


Erstes  Kapitel  :  Allgemeines.     Klassifikation. 


99 


Wenn 


■  V 


f=2j  aimxixixhxk  =  <  =  K 


(1) 


ijhk 


die  linke  Seite  der  Gleichung  einer  allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung 
ist,  in  der  wirklichen  und  in  der  symbolischen  Form,  und  man  setzt 

I={ablf,    J-(bcl)\cal)\aliy,       ....     (2) 

so  stellen  die  beiden  Gleichungen  1=0,  J  =  0  zwei  kontravariante 
Kurven  dar,  die  erste  von  der  vierten,  die  zweite  von  der  sechsten 
Klasse;  das  Ubertragungsprinzip  von  Clebsch  führt  alsbald  zu  dem 
Schlüsse,  daß  jene  umhüllt  werden  von  den  Geraden,  die  die  Kurve 
in  vier  äquianharmonischen  resp.  harmonischen  Punkten  schneiden. 
Die  Gleichung  73  _  r  72  ==  n 

ist  dann  nichts  anderes  als  die  Tangentialgleichung  der  Kurve,  und 
diese  ist  daher  von  der  zwölften  Klasse,  wie  es  auch  die  Plückerschen 
Formeln  erfordern.  —  Die  Funktion 

S  =  (bcd)(acd)(abd)(ahc)axbxcxdx (3) 

gleich  0  gesetzt  stellt  hingegen  eine  zur  gegebenen  kovariante  Kurve 
vierter  Ordnung  und  gleichfalls  allgemeine  Kurve  dar.  Bekannt  ist 
auch1),  daß  während  jeder  Kurve  vierter  Ordnung,  f=  0,  eine  zweite 
S  =  0  entspricht,  umgekehrt  die  linke  Seite  der  Gleichung  jeder 
Kurve  vierter  Ordnung  angesehen  werden  kann  als  Kovariante  S  von 
36  bestimmten  ternären  biquadratischen  Formen.  —  Eine  andere 
Kovariante  (sie  ist  von  der  sechsten  Ordnung)  erhält  man  durch  Be- 
trachtung der  Hesseschen  von  /*;  hingegen  ist  eine  Kontravariante 
(von  der  achtzehnten  Klasse)  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  der 
Cayieyschen  Kurve  gegeben;  nun  hat  diese  Kurve  21  vierfache 
Tangenten,  die  alle  tangentialen  Singularitäten  der  Kurve  in  sich 
schließen2).  Unter  den  Invarianten  verdient,  außer  der  Diskriminante 
folgende  besonders  vermerkt  zu  werden: 


A  = 


"im 


"1211 


"2211 


"2311 


"3311 


"1112 


"1212 


"2212 


"2312 


"1122 
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"2322 


"3322 


"1113 


"1313 


"2313 


ÖW; 


2223 


"3823 


"1133 


"1233 


"2238 


"2333 


■■■  •  w 


deren  geometrische  Bedeutung  wir  alsbald   (Nr.  53)   ersehen  werden. 

1)  G.  Scorza,   Un  nuovo  teorema  sopra  le  quartiche  piane  generali  (Math. 
Ann.  LH,  1899). 

2)  E.  Laguerre,    Sur  l'application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la 
geometrie  piane   (Comptes  rendus  LXXVHI,  1884;  (Euvres  de  Laguerre,  II,  1905, 
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Eine  Frage  über  die  Kurven  vierter  Ordnung,  die  sogleich  auf- 
geworfen und  in  verschiedener  Weise  gelöst  wurde,  ist  die  nach  ihrer 
Klassifikation.  Obwohl  sich  diese  als  ein  kompliziertes  Problem 
von  mühevoller  Lösung  herausstellte,  so  war  sie  doch  schon  von  der 
ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  an  Gegenstand  der  Untersuchung 
seitens  mehrerer  Geometer,  an  deren  Spitze  wir  den  Abt  Bragelogne 
finden.  Dieser  setzte  in  zwei  langen  Abhandlungen1)  eine  Methode 
auseinander,  die  Bestimmung  der  verschiedenen  Typen  auszuführen, 
unter  welche  die  Kurven  vierter  Ordnung  gruppiert  werden  können, 
eine  Methode,  die  in  letztem  Grunde  darin  bestand,  die  allgemeine 
Gleichung  vierten  Grades  in  rechtwinkligen  Punktkoordinaten  auf  ge- 
wisse kanonische  Formen  zurückzuführen.  Aber  das  in  Aussicht  ge- 
stellte große  Werk,  in  welchem  die  genannten  Ideen  ausführlich  ent- 
wickelt werden  sollten,  hat  niemals  das  Licht  erblickt. 

Nach  dem  Tode  Bragelognes  wurde  das  Problem,  dem  er  so  große 
Mühen  geopfert  hatte,  gleichzeitig  von  zwei  sehr  berühmten  Geometern 
wieder  aufgenommen:  L. Euler2)  und  G.  Cramer3);  vom  ersteren,  ohne 
die  Bemühungen  des  französischen  Abtes  zu  kennen,  während  der  andere 
sie  ausdrücklich  zitiert4).  Die  von  den  beiden  Mathematikern  vorge- 
schlagenen Einteilungen  stimmen  in  der  Annahme  des  Hauptkriteriums 
der  Klassifikation  überein,  nämlich  des  Verhaltens  der  Kurve  im  Un- 
endlichen. Hiernach  lassen  sich  alle  reellen  Kurven  vierter  Ordnung 
in  neun  Klassen  einteilen5),  die  durch  die  folgenden  Anordnungen 
der  Gruppe  ihrer  vier  unendlich  fernen  Punkte  charakterisiert  sind: 
1)  Vier  imaginäre  und  zu  je  zweien  konjugierte  Punkte;  2)  zwei 
reelle  verschiedene  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Punkte;  3)  vier 
reelle  und  verschiedene  Punkte;  4)  zwei  konjugiert  imaginäre  und 
zwei  reelle  zusammenfallende;  5)  zwei  reelle  verschiedene  und  zwei 
reelle  zusammenfallende;  6)  zwei  reelle  Doppelpunkte;  7)  zwei  kon- 
jugiert imaginäre  Doppelpunkte;  8)  ein  einfacher  und  ein  dreifacher 
Punkt;    9)    ein   vierfacher    Punkt.    —    Jede    dieser    Klassen    umfaßt 


S.  375).    E.  Bertini,  Le  tangenti  multiple  della  Cayleyana  di  una  quartica  piana 
generale  (Atti  Accad.  Torino  XXXII,  1896). 

1)  Examen  des  lignes  du  quatrième  ordre  ou  courbes  du  troisième  genre 
(Mém.  Acad.  Sciences,  Paris  1730).  S.  auch  die  Note  Sur  les  lignes  du  quatrième 
ordre  (Das.). 

2)  Introductio  in  analysin  infinitorum  II.  (Lausanne,  1748)  S.  139 — 49. 

3)  Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes  algébriques  (Genève,  1750) 
S.  369—99. 

4)  Eine  andere  von  den  früheren  unabhängige  Klassifikation  verdankt  man 
E.  War  in  g  (Miscellanea  analytica,  Cantabrigiae  1792),  welcher  12  Hauptfälle 
und  84  551  Spezies  unterschied. 

5)  In  der  Tat  teilt  man  sie  gewöhnlich  nur  in  acht  Klassen  ein,  aber  es 
scheint  uns  doch,  daß  man  die  folgenden  mit  6)  und  7)  bezeichneten  aus- 
einander halten  muß. 
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mehrere  Arten;  Euler  und  Cr  am  er  haben  eine  beträchtliche  Zahl  der- 
selben angegeben,  indem  sie  sich  damit  begnügten,  vielmehr  nur  die 
Möglichkeit  zu  vermerken,  als  die  tatsächliche  Existenz  der  ent- 
sprechenden Kurven  nachzuweisen.  Diese  unabweisbare  Ergänzung 
wurde  von  J.  Plücker1)  geliefert,  der  überdies,  durch  eine  er- 
schöpfende Aufzählung,  die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  der  ebenen 
Kurve  vierter  Ordnung  auf  152  brachte  und  für  jede  Art  die  kanoni- 
sche Gleichung  fand. 

Das  genannte  Klassifikationsverfahren  ist  aber,  da  es  als  Grund- 
lage ein  Prinzip  hat,  daß  sich  mit  den  herrschenden  Ideen  der  Geo- 
metrie seit  dem  Triumphe  ihrer  projektiven  Methoden  schlecht  ver- 
trägt, heute  schon  wenig  mehr  in  Gebrauch  und  ist  in  Vergessenheit 
geraten.  Vielmehr  gibt  man  einem  der  beiden  folgenden  den  Vorzug. 
Das  erste  hat  die  Betrachtung  des  Geschlechtes  einer  Kurve  als 
Grundlage  und  demnach  der  Zahl  und  Natur  ihrer  singulären  Punkte. 
Dementsprechend  werden  alle  Kurven  vierter  Ordnung  in  vier  große 
Kategorien  eingeteilt,  jenachdem  sie  vom  Geschlechte  3,  2,  1,  0  sind. 
Die  erste  enthält  die  Kurven  ohne  vielfache  Punkte,  die  zweite  die 
mit  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitze  versehenen2),  die  dritte 
die  Kurven  mit  zwei  Punkten  von  der  Vielfachheit  zwei  (es  sind  die 
elliptischen  Kurven  vierter  Ordnung),  die  letzte,  die  mit  drei  Doppel- 
punkten (Knoten,  Spitzen,  oder  isolierten  Punkten)  oder  einem  drei- 
fachen   Punkte    (es    sind   die  rationalen  Kurven   vierter    Ordnung). 

Eine  Gruppierung  der  Kurven  vierter  Ordnung,  die  nur  gewöhn- 
liche Singularitäten  besitzen,  nach  ihren  Plückerschen  Charakteren 
liefert  die  folgende  Tabelle: 


1)  Theorie  der  algebraischen  Kurven  (Bonn,  1839)  S.  136 — 49.  In  der  früheren 
Enumeration  des  courbes  du  quatrième  ordre,  d'après  la  nature  differente  de  leurs 
branches  infinies  (Liouvilles  Journ.  I,  1836)  hatte  derselbe  Geometer  nur  135  Gat- 
tungen betrachtet.  Vgl.  auch  B  eers,  Tabulae  curvarum  quarti  ordinis  (Bonn,  1852). 

2)  Zu  dieser  großen  Klasse  gehört  die  in  kartesischen  Koordinaten  durch 
die  Gleichung  y4 —  x4  -\-  ay2  -j-  bx*  =  0  dargestellte  Kurve,  die  von  den  franzö- 
sischen Geometern  courbe  du  diable  genannt  wurde;    der  Anfangspunkt   ist 

ein  Knoten-  oder  ein  isolierter  Punkt,  je  nachdem  —^0;  die  unendlich  fernen 

Punkte  der  Winkelhalbierenden  der  Achsenwinkel  sind  einfache  Punkte  der- 
selben. Besonders  ist  oft  betrachtet  worden  (Moigno,  Legons  de  calcul  diff. 
et  de  calcul  intégr.  redigées  d'après  Cauchy  I,  Paris  1840,  S.  222;  Briot  et 
Bouquet,  Legons  de  geometrie  analytique  S.  367;  Nievenglowsky,  Cours  de 
géom.  analytique  H.,  Paris  1895,  S.  73)  folgender  Fall 

y4  —  x4  —  96«y  -f  100asa;2  =  0. 

Die  älteste  Erwähnung  dieser  Kurve,  welche  die  eigentliche  „Teufelskurve"  ist, 
findet  sich  in  der  Introduction  von  G.  Cramer  (Genève  1750),  wo  diese  Gleichung 
auf  S.  19 — 23  sorgfältig  diskutiert  wird,  um  die  Gestalt  der  Kurve  festzulegen. 
Die  „Teufelskurve1'  scheint  eben  nur  wegen  ihrer  seltsamen  Form  bemerkens- 
wert zu  sein. 
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Ge- 
schlecht 
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Spitzen 
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28 
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Diese  Einteilung  kann  weiter  fortgesetzt  werden  durch  die  Betrach- 
tung der  Moduln  der  einzelnen  Kurven. 

Die  zweite  der  oben  angekündigten  Methoden  gründet  sich  auf 
topologische  Betrachtungen.  Vorbereitet  von  Cayley1)  wurde  sie 
von  Zeuthen2)  entwickelt  und  in  einzelnen  Punkten  von  Crone3) 
ergänzt.  Sie  führt  zu  Unterscheidung  von  sechsunddreißig  Typen 
der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte,  die  in  drei- 
zehn Klassen  zerfallen;  sie  beruht  auf  der  Erkenntnis,  daß  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  nicht  verschwindender  Diskriminante  höchstens 
aus  vier  geschlossenen  ganz  auseinander  liegenden  Zügen  besteht  oder 
auch  aus  zweien,  von  denen  der  eine  innerhalb  des  andern  liegt. 
Für  die  rationalen  Kurven  hingegen  beträgt  die  Zahl  der  wesentlich 
verschiedenen  Typen  neun4),  unter  denen  sich  Übergangsformen  zu 
den  ersteren  finden.  Schließlich  wollen  wir  bemerken,  daß  die  Kurven 
vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  2  oder  1,  einem  bekannten  allge- 
meinen Satze  von  A.  Harnack5)  zufolge  höchstens  aus  drei  oder  zwei 
Zügen  bestehen.  —  Dieser  Hinweis  auf  eine  Betrachtung,  auf  die  wir 
nicht  weiter  zurückkommen  werden,  möge  genügen;  der  Leser,  der 
genauere  Angaben  wünscht,  nehme  die  Dissertation  von  Frl.  Ruth 
Gentry  zur  Hand:  On  the  forms  of  plane  quartic  curves  (New -York,  1896). 

Zum  Schlüsse  dieser  allgemeinen  Betrachtungen  bemerken  wir, 
daß  die  Fragen,  nach  der  mechanischen  Erzeugung  der  Kurven 
4.  Ordnung  durch  F.  Dingeldey6)  gründlich  untersucht  wurden  und 

1)  S.  den  Aufsatz  On  quartic  curves  (Philosophical  Magazine,  4e  Eeihe, 
XXIX,  1865). 

2)  Sur  les  différentes  formes  des  courbes  planes  du  quatrième  degré  (Math. 
Ann.  VII,  1873). 

3)  Sur  la  distribution  des  tangentes  doubles  sur  les  divers  systèmes  de  coniques 
ayant  un  contact  quadruple  avec  une  courbe  du  quatrième  degré.  (Das.  XII,  1877). 

4)  A.  Brill,   Über  rationale  Kurven  vierter  Ordnung  (Math.  Ann.  XII,  1877). 

5)  Über  die  Vielteiligkeit  der  ebenen  algebraischen  Kurven  (Das.  X,  1876). 

6)  Über  die  Erzeugung  von  Kurven  vierter  Ordnung  durch  Beivegungs- 
mechanismen  (Diss.  Leipzig,  1885). 
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daß  einige  dieser  Linien  durch  den  „Kurvigraph  Lebeau"  beschrieben 
werden  können.1) 

53.  Alle  speziellen  Kurven  vierter  Ordnung,  mit  denen  wir  uns 
beschäftigen  werden,  sind  entweder  elliptische  (indem  sie  als  Doppel- 
punkte oder  Spitzen  die  zyklischen  Punkte  der  Ebene  haben)  oder 
rationale2);  demnach  werden  wir  —  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  im 
vorigen  Abschnitt  getan  haben  —  ein  besonderes  Kapitel  den  ersteren, 
ein  zweites  den  anderen  widmen.  Zunächst  aber  wollen  wir  zum 
Schlüsse  dieses  Kapitels,  —  wie  es  früher  auch  in  Nr.  17  geschehen 
ist  —  über  einige  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte, 
die  dennoch  spezieller  Art  sind,  berichten. 

a)  Die  erste  Stelle  wollen  wir  der  Clebschschen  Kurve  ein- 
räumen, welche  die  besondere  Eigenschaft  hat,  daß  die  linke  Seite  ihrer 
homogenen  Gleichung  als  Summe  der  Biquadrate  von  fünf  linearen 
Formen3)  darstellbar  ist;  sie  läßt  daher  polare  Fünfseite  zu;  analy- 
tisch ist  sie  dadurch  charakterisiert,  daß  ihre  Invariante  A  (s.  Gl.  (4)) 
gleich  Null  ist.  Die  Kovarariante  S  (Gl.  (3))  einer  Clebschschen  Kurve 
gleich  Null  gesetzt,  stellt  eine  spezielle  Kurve  vierter  Ordnung  dar, 
indem  sich  in  sie  vollständige  Fünfseite  einbeschreiben  lassen; 
sie  heißt  die  Lürothsche  Kurve  vierter  Ordnung  zum  Andenken 
des  Geometers,  der  sie  zuerst  untersucht  hat4);  sie  wird  durch  das 
Yerschwinden  einer  gewissen  Invariante  B  charakterisiert. 

b)  Die  durch  eine  Gleichung  von  folgender  Gestalt  dargestellte 
Kurve 

x\  +  kuzxt  -f-  w4  =  0, 

wo  u3  und  ué  binäre  Formen  vom  Grade  3  bezw.  4  sind,  hat  die 
Eigentümlichkeit,  daß  ihre  Hessesche  einen  singulären  Punkt  hat;  wir 
nennen  sie  die  Geisersche  Kurve,  zu  Ehren  des  Geometers,  der 
sie  zuerst  erdacht  und  sich  derselben  bedient  hat,  um  das  Fehlen  von 
Doppelpunkten  und  Spitzen  in  der  Hesseschen  einer  allgemeinen  Kurve 
beliebiger  Ordnung  nachzuweisen5). 


1)  J.  Neuberg,  Sur  les  lignes  tracées  par  le  curvigraphe  Victor  Lebeau 
(Liege  Mém.,  3e  Sér.,  VII,  1902). 

2)  In  betreff  der  Kurven,  welche  nur  einen  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze 
besitzen,  verweisen  wir  auf  die  Abh.  von  J.  deVries,  Le  quartique  nodale 
(Arch.  Teyler,  2e  Sér.,  IX,  1904). 

3)  S.  die  Fundamentalabhandlung  vonClebsch,  Über  Kurven  vierter  Ord- 
nung (Crelles  Journ.  LIX,  1861). 

4)  Man  sehe  die  beiden  Abhandlungen:  Einige  Eigenschaften  einer  gewissen 
Gattung  von  Kurven  vierter  Ordnung  (Math.  Ann.  I,  18(59)  und  Neuer  Beweis  des 
Satzes,  daß  nicht  jeder  Kurve  vierter  Ordnung  ein  Fünfseit  eingeschrieben  werden 
kann  (Das.  XIII,  1878). 

5)  Sopra  la  teoria  delle  curve  piane  di  quarto  grado  (Ann.  Matem.  2.  Ser. 
IX,  1878). 
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c)  Die  Jacobische  Kurve  einer  Geraden  und  eines  syzygetisehen 
Büschels  von  Kurven  dritter  Ordnung  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die 
nur  von  zwölf  Konstanten  abhängt.  Geometrisch  ist  sie  durch  die  Lage 
ihrer  24  Wendepunkte  charakterisiert,  die  sich  in  zwei  Gruppen  schei- 
den, gebildet  aus  den  Ecken  der  Dreiseite  eines  syzygetischen  Büschels. 
Analytisch  hingegen  ist  sie  dadurch  gekennzeichnet,  daß  die  kubische 
Invariante  der  linken  Seite  gleich  Null  ist,  sowie  auch  die  Invariante 
6.  Grades  zugleich  mit  allen  Unterdeterminanten  5.  Grades.  Man  pflegt 
sie  nach  dem  Namen  ihres  Entdeckers  die  Caporalische  Kurve 
vierter  Ordnung  zu  nennen1). 

d)  Sind  im  Räume  sechs  beliebige  Punkte  gegeben  1,  2,  3  ...  6,. 
so  gibt  es  oo1  Kegel  2.  Ordnung,  die  alle  diese  enthalten.  Der  geo- 
metrische Ort  ihrer  Spitzen  ist  die  sogenannte  Weddlesche  Fläche. 
Sie  ist  von  der  4.  Ordnung;  die  gegebenen  Punkte  sind  Doppel- 
punkte derselben,  und  sie  enthält  nicht  nur  die  15  Verbindungsgraden  r 
der  6  Punkte,  so  wie  auch  die  10  Geraden  s,  in  denen  sich  zwei 
Ebenen  [i,j,Ji][l,m,n]  schneiden,  wo  i,j,  h,  l,  m,  n  eine  Permuta- 
tion der  Zahlen  1,  2,  ...  6  ist.  Jeder  ebene  Schnitt  E  einer  Weddie- 
sehen Fläche  ist  eine  Kurve  4.  Ordnung,  die  sowohl  die  15  Punkte  R 
enthält,  in  denen  21  von  den  r  geschnitten  wird,  als  auch  die  zehn 
Punkte  8,  in  denen  sie  von  den  Geraden  s  getroffen  wird.  Die  Punkte 
B  und  S  bilden  eine  bemerkenswerte  Konfiguration,  und  die  Kurve 
enthält  deren  unzählige  andere.  Analytisch  ist  sie  dadurch  charak- 
terisiert, daß  die  durch  A?  -f-  144  JB  ausgedrückte  Invariante  ver- 
schwindet, wo  A  und  B  die  obigen  Bedeutungen  haben2). 

e)  Andere  spezielle  Linien  entstehen  bei  der  Aufsuchung  aller 
Kurven  vierter  Ordnung,  die  durch  eine  oder  mehrere  harmonische 
Homologien  in  sich  selbst  transformiert  werden3).  Eine  solche  Unter- 
suchung führt  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Eine  einzige  Homologie;  kanonische  Gleichung  der  Kurve 

Ol    ~*  2      3    ~T~    ^4   yJ  % 

wo  u0}  u2,  w4  Formen  in  xlf  x2  von  dem  durch  die  Indizes  bezüglich 
angegebenen  Grade  sind.  Wenn  insbesondere  u0  =  0,  entsteht  eine 
Kurve  mit  einem  Doppelpunkt,  es  ist  die  homologisch-harmonische 
Kurve  von  Cremona4). 


1)  E.  Caporali,  Sopra  una  certa  curva  del  4°  ordine  (Rendic.  Accad. 
Napoli,  1882).     Vgl.  E.  Ciani,  La  quartica  di  Caporali  (Das.  1896). 

2)  F.  Morley  and  J.  R.  Conner,  Plane  Sections  of  a  Weddle  sur  face 
(Amer.  Journ.  Mathem.  XXXI,  1909). 

3)  E.  Ciani,  I  vari  tipi  possibili  di  quartiche  piane  più  volte  omologico- 
armoniche  (Rend.  Circolo  matem.  Palermo  XIIT,  1899). 

4)  S.  die  Observations  géométriques  ù  propros  de  la  note  de  Mr.  Brioschi 
„Sur  les  tangentes  doubles  d'une  courbe  du  4-  ordre  avec  point  double"  (Math. 
Ann.  IV,  1871). 
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2.  Drei  Homologien,  deren  Zentren  und  Achsen  ein  Dreieck  bilden; 
kanonische  Gleichung 


2 


«**aVV=0  (*,  £=1,2,3); 


'ik^i  Mk 
k" 


die  Kurve  hat  24  Wendepunkte,  die  zu  je  achten  auf  15  Kegelschnitten 
eines  Netzes  liegen. 

3.  Drei   Homologien,   deren  Zentren    auf  einer  Geraden  liegen^ 
und  deren  Achsen  durch   einen  Punkt   gehen;    kanonische  Gleichung: 

die  Wendepunkte  liegen  zu  je  sechsen  auf  vier  Kegelschnitten  eines- 
Büschels. 

4.  Fünf  Homologien;  kanonische  Gleichung  der  Kurve: 

a (x*  +  x^)  +  &#!2#22  +  cx$  (xi  +  xz)  +  dxz  =  ö; 

die  Wendepunkte  liegen  zu  je  achten  auf  27  Kegelschnitten. 

5.  Sieben  Homologien;  kanonische  Gleichung: 

die  Wendepunkte  liegen  zu  je  achten  auf  36  Kegelschnitten. 

6.  Neun  Homologien;  kanonische  Gleichung: 

3  3 

j=l  i  £  =  1 

7.  Fünfzehn  Homologien;  kanonische  Gleichung: 

x±  -\-  %2  ~>~  xs  ==  ^5 
außerdem   gibt   es   noch   96  Homographien,    die    die    Kurve    in   sich 
selbst  verwandeln1). 

8.  Einundzwanzig  Homologien;  als  kanonische  Form  der  Kurven- 
Gleichung  kann  man  folgende  nehmen: 

*Y*    **  /y*      _,!„_    *y*    à  /v*      _|_    /y    v  rp      (  | 

tA/n     t*/o       |       «A/o     tA/|    ^       IA/-I      *^o   V  • 

Es  ist  diese  die  bemerkenswerteste  von  den  nunmehr  angeführten 
Kurven  vierter  Ordnung,  sie  heißt  die  Kleinsche  Kurve2).  F.  Brioschi 
hat  bemerkt,  daß  ihr  erstes  Glied  mit  der  eigenen  Kovariante  vierter 


1)  W.  Dyck,  Notiz  über  eine  reguläre  Riemannsche  Fläche  vom  Geschlechte 
drei  und  die  zugehörige  „Normalkurve"  vierter  Ordnung  (Das.  XVII,  1880). 

2)  Weil  sie  in  der  Abhandlung  von  F.  Klein  untersucht  ist:  Über  die  Trans- 
formation siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen  (Das.  XIV,  1879).  Vgl. 
R.  Fricke,  F.  Kleins  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
funktionen I  (Leipzig  1890)  S.  701  ff.;  ferner  die  Arbeit  von  M.  W.  Haskell, 
tlber  die  zu  der  Kurve  Ä3ft  -f-  y^v  -f-  v3l  =  0  im  projektiven  Sinne  gehörende  mehr- 
fache Überdeckung  der  Ebene  (Amer.  Journ.  math.  XIII,  1891),  woselbst  auch  die 
duale  Kurve  untersucht  wird. 
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Ordnung  S  übereinstimmt1);  man  kann  auch  nachweisen,  daß  dies  die 
einzige  Kurvenart  von  dieser  Eigenschaft  ist2). 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  bemerken,  daß  die  Kurven,  deren 
Gleichung  auf  die  Formen 

x\  +  M4  ^  0,         x±3x2  -f-  «*4  =  0 

reduzierbar  sind,  die  einzigen  Kurven  vierter  Ordnung  sind,  die  durch 
nichtharmonische  Homologien  in  sich  selbst  transformiert  werden. 

f)  Ganz  anderen  Betrachtungen,  wie  die  vorhergehenden,  verdankt 
ihren  Ursprung  eine  Kurve  vierter  Ordnung  ohne  Doppelpunkte,  die 
man  von  Rechtswegen  die  Humbertsche  Kurve3)  nennen  kann. 
Dargestellt  wird  sie  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

p\x\  +  p\x\  -f  p\x\  -  2p2päx2x&  —  2pzpxxzxx  —  2pxp2xxx2  =  pxxx2x3, 

wo  die  px,p2,p3  die  ersten  Ableitungen  nach  x1}  x2,  xs  einer  binären 
quadratischen  Form  von  x17  x2,  x3  sind,  und  p  eine  beliebige  lineare 
Form  derselben  Variabelen.  Jede  Humbertsche  Kurve  kann  ver- 
mittels einer  „kanonischen  Gleichung"  von  folgender  Form  dargestellt 
werden: 

OC  *     ~|~    OC  a    ~\~     OC  o    — -    2;  Oü  a  OC  o  l£t  OC  o  OC  -<  £  OC  *  OC  q    ^t  tAf  OC-t  OCa  U/o  % 

wo  u  eine  neue  lineare  Form  ist.  Mannigfach  sind  die  Eigenschaften, 
deren  sich  diese  Kurve  erfreut;  wir  beschränken  uns  auf  die  Be- 
merkung, daß  es  eine  desmische  Fläche  vierter  Ordnung  gibt,  deren 
sämtliche  ebenen  Schnitte  Humbertsche  Kurven  sind:  es  ist  dies  jene 
Fläche,  die  man  erhält,  wenn  man  eine  beliebige  reziproke  Trans- 
formation auf  die  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  einer  zentrischen 
Fläche  zweiter  Ordnung  anwendet. 

g)  A.  Wim  an4)  hat  das  Problem  nichtsingulärer  Kurven  vierter 
Ordnung  mit  linearen  Transformationen  in  sich  vollständig  gelöst;  er 
hat  gefunden,  daß  es  davon  12  verschiedene  Arten  gibt,  deren  Glei- 
chungen in  kanonischer  Form  die  folgenden  sind: 


1)  Sopra  una  classe  di  curve  del  quarto  ordine  (Atti  Acc.  Lincei,  3.  Ser. 
Vili,  1884). 

2)  E.  Ciani,  Un  teorema  sopra  il  covariante  S  della  quartica  piana  (Rendic. 
Circolo  matem.  Palermo  XIV,  1900). 

3)  Weil  sie  ausführlich  untersucht  worden  ist  in  einer  Abhandlung  von 
G.  Humbert,  Sur  une  classe  de  courbes  planes  et  sur  une  surface  remarquable 
du  quatrième  ordre  (Liouvilles  Journ.  4e  Serie,  VI,  1890).  F.  Schur  verdankt  man 
die  Bemerkung,  daß  man  eine  solche  Kurve  als  spezielle  Lürothsche  Kurve  anseben 
kann  (Journ.  f.  Math.,  XCV,  1883,  S.  217). 

4)  Über  die  algebraischen  Kurven  von  den  Geschlechtern  p  =  2,  5  und  6, 
welche  eindeutige  Transformationen  in  sich  zulassen  (Stockholm  Akad.  Bihang,  21, 
1895). 
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<r2     .  .  .  x\  -f  x\  (lx\  -f  cxxx2  +  dxf)  -f  {x[  +  ax\x\  -f  ex*)  =  0, 
Gà    .  .  .  x\ +  x\  {bx\  +  cxl)  +  (x\  +  ax\x\  +  czj)  =  0, 

ö6     .'.  .  (x*+  x*f+  ax±x3(xl-  dxl)  +  bxl(xl+  xl)  +  x*5  =  0, 
i_Tg        .  .  i x i  ~p  i3/ «  "j~  oo «  ~ t-  O/OO n  \oo i  - j~~  oo n)  ~i   o  ^ .«  u?  «  =  u . 

\X  e         ...      it/o  J0  q   ~J*    ^/  -|    ~j       Q/OG  ~0C  n   ~["    3^  e>    —    V/  • 

lr16      .    .    .    #3  =  iC^  -f-  dX^X^  ~T~  $%) 

1X2^.      •     •     •     X*   ~j~   Xn  ~T~   *^*l  "T~    ^   \Xe>X(i  ~\~   X qX «   *y~   X-.Xn)    ==  v/. 
VTq  •     •     •     ico  X  0    37 1    \X-t  ~y~   X  e}  )  j 

^48     •'."*?  3  ===  *^l  "T~  ^1*^2? 

6r96    .  .  .  x\+x\+  a?3  =  0  (m.  s.  oben  e  71), 
6r]68  .  .  .  x\xz -\-  x\xx -\-  x\x%  (Kleinsche  Kurve), 

wo  das  Symbol  Gr  durch  seinen  Index  r  die  Ordnung  der  zugehörigen 
Kollineationsgruppe  angibt. 
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Rationale  Kurven  vierter  Ordnung  im  allgemeinen1). 

54.  Unter  den  spezialisierten  Kurven  vierter  Ordnung  können 
mit  verhältnismäßig  geringer  Mühe  untersucht  werden  solche,  die  die 
Maximalzahl  singulärer  Punkte  besitzen.  Derartige  Kurven  lassen  sich 
vor  allem  mit  den  Methoden  der  projektiven  Geometrie  untersuchen, 
mit  Zugrundelegung  folgender  Erzeugungsweise2):  „Ein  Strahlen- 
büschel (mit  dem  Zentrum  0)  und  eine  projektive  Involution  der 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  K  erzeugen  in  der  Ebene  durch  die 
Schnitte  von  Paaren  entsprechender  Elemente  eine  Kurve  JT".  Unter- 
sucht man  mit  Hilfe  des  Chaslesschen  Korrespondenzprinzips  die  Zahl 
der  auf  einer  beliebigen  Geraden  gelegenen  Punkte  der  Kurve,  so 
findet  man,  daß  die  Kurve  r  von  der  vierten  Ordnung  ist.  Auf 
jedem  Strahle  des  gegebenen  Büschels  gibt  es  außer  dem  Punkte  0 


1)  Vgl.  die  von  der  K.  Tech.  Hochschule  München  herausgegebenen  Tafeln 
rationaler  Kurven  vierter  Ordnung  nebst  einer  dazu  gehörigen  Abh.  von  A.  v.  Brill. 
—  Es  sei  noch  bemerkt,  daß  A.  ß.  Basset  die  sextaktischen  (sechspunktig 
berührenden)  Punkte  der  Kurven  4.  Ordnung  bestimmt  hat,  welche  a)  drei 
Wendeknoten,  oder  b)  einen  Doppel-  und  zwei  Rückkehrpunkte,  oder  c)  drei 
Spitzen  haben  {On  the  sextactic  points  of  a  guartic;  Quart.  Journ.  Math.,  35,  1903). 

2)  A.  Ameseder,  Über  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten 
(Wiener  Ber.  LXXIX,  2.  Abt.  1879)  und  Bemerkung  über  das  Erzeugniss  eines 
eindeutigen  Strahlenbüschels  und  eines  zweideutigen  Strahlensystems  ziveiter  Klasse 
(Archiv  Math.  Phys.  LXIV,  1879). 
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noch  zwei  verschiedene  Punkte  der  Kurve;  daher  ist  0  ein  Doppel- 
punkt. Außerdem  entsteht  auf  der  Involutionsachse  der  Tangenten 
eine  Projektivität,  indem  man  die  Schnitte  derselben  mit  den  Strahlen 
des  Büschels  betrachtet;  ihre  Doppelpunkte  sind  offenbar  auch  Doppel- 
punkte der  Kurve.     Daher  ist  sie  rational;  usw. 

Eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel-  oder  Rückkehr- 
punkten kann  aber  noch  auf  andere  Weise  von  einem  Kegelschnitte 
abgeleitet  werden.  Man  beachte  nämlich,  daß,  wenn  man  die  drei 
singulären  Punkte  A1}  A2,  A3  zu  Ecken  des  Fundamentaldreiecks- 
nimmt,  die  Gleichung  der  Kurve  folgende  Gestalt  annimmt: 

^ll#2   ^3     ~f~  ^22  *^3   "^1    T"  ^33^1   ^2    ~T  •"^23*^1   ^2  ^3  ~T  ^^31^2   ^S^i 

+  2a12#32#1#2  =  0  ....     (1) 

Wenn  man  nun  diejenige  quadratische  Transformation  anwendet,  die 

durch  die  Formel 

oxi  =  — 
Vi 

definiert  wird,  wo  (x1}x2,x3)  und  (y1,y2,ys)  zwei  beliebige  entsprechende 
Punkte  und  q  ein  Proportionalitätsfaktor  ist,  so  erhält  man  den  Kegel- 
schnitt K 

«n2/i2+  «22«/22+  «332/32  +  2«232/22/3  +  2«3i2/s2/i  +  2«i22/i2/2  =  °- 
Folglich  kann  die  Kurve  (1)  durch  eine  quadratische  Transformation 
aus  einem  Kegelschnitte  abgeleitet  werden.  Wenn  der  Kegelschnitt 
K  die  Seite  A2A3  des  Fundamentaldreiecks  in  zwei  reellen  Punkten 
berührt,  so  hat  die  Kurve  JT  zwei  reelle  Tangenten  in  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  Ax,  mit  anderen  Worten,  dieser  ist  ein  Knoten- 
punkt; wenn  aber  die  beiden  Schnittpunkte  zusammenfallen,  so  ist 
er  eine  Spitze,  und  wenn  sie  konjugiert  imaginär  sind,  ein  iso- 
lierter Punkt.  Wenn  demnach  der  Kegelschnitt  6  reelle  Schnitte  mit 
dem  Dreiecke  AtA2Az  hat,  so  hat  JT  drei  Knotenpunkte;  sind  die 
6  Schnitte  imaginär,  drei  isolierte  Punkte;  hat  er  drei  Berührungen 
mit  demselben,  so  hat  JT  drei  Spitzen1).  Im  ersten  Falle  berühren 
die  6  Tangenten  an  die  Kurve  in  den  Doppelpunkten  denselben  Kegel- 
schnitt; dies  wird  leicht  bewiesen,  indem  man  die  Kurve  vierter  Ord- 
nung als  von  einem  Kegelschnitt  abgeleitet  ansieht.  Dieselbe  Be- 
trachtung beweist  auch,  daß  die  6  Geraden,  die  von  den  Doppel- 
punkten aus  gezogen  die  Kurve  anderswo  berühren,  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  sind.     Im  Falle  einer  dreispitzigen  Kurve  vierter  Ord- 


1)  Die  verschiedenen  Gestalten,  welche  die  Kurve  r  darbieten  kann,  sind 
auf  den  Tafeln  I  und  II  der  Math.  Ann.  XII  (Abhandlung  von  A.  v.  Brill)  an- 
gegeben; die  Kurven,  welche  die  Gestalt  der  Fig.  9  haben,  tragen  zuweilen  den 
Namen  Lemnisceros;  s.  den  Artikel  Lemnisceros  (und  die  zugehörigen  Figuren) 
in  der  Encyclopédie  méthodique.  Daselbst  sind  auch  die  Namen  Noeud  oder  Las 
d'amour  als  synonym  mit  Lemnisceros  angeführt. 
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nung  sind  die  drei  Spitzentangenten  in  einen  Punkt  zusammenlaufende 
Geraden. 

Eine  einfache  Transformation  der  Gleichung  (1)  läßt  erkennen, 
daß  die  vier  Doppeltangenten  der  Kurve  durch  die  Gleichungen 

dargestellt  werden,  und  daß  ihre  Berührungspunkte  einem  neuen  Kegel- 
schnitt angehören1). 

55.  Außer  diesen  beiden  geometrischen  Methoden  zur  Unter- 
suchung der  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung  gibt  es  noch  eine 
dritte  rein  analytische,  der  man  heutzutage  den  Vorzug  gibt;  es  ist 
diejenige,  welche  die  parametrische  Darstellung  der  Kurvenpunkte  an- 
wendet und  sich  dabei  der  Theorie  der  binären  biquadratischen  Formen 
bedient.     Setzt  man 


qxì=  yiau^' 


Zj1 

k  =  0 


(t=l,2,3) 


(2) 


wo  x%  die  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes  bedeuten,  q  ein 
Proportionalitätsfaktor  und  X  ein  Parameter  ist,  so  erhält  man  eine 
parametrische  Darstellung,  deren  alle  rationalen  Kurven  vierter  Ord- 
nung fähig  sind.  Die  Schnitte  der  Kurve  (2)  mit  einer  beliebigen 
Geraden  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  ' 


k= 4  i=3 

fc=0  ,=l 


(3) 


nach  X  auflöst.     Sind  X1}  X2,  a3,  Xi  die  Wurzeln,  und  setzt  man 

^1  "T  ^2    i     ^3  ~T~  X±  =  Sj ,  X±  A2  -J-  Aj  A3  -f-  ....==  S2  > 

^1  ^2  ^3  ~T  •  •  •  •  =  ^3  )  ^1  ^2  ^3  ^4  ==  ^4  ' 

so  erhält  man  leicht  als  Kollinearitätsbedingung  für  die  vier  Punkte 
(aj),  (a2),  (a3),  (a4)  das  Verschwinden  aller  aus  folgender  Matrix  ent- 
nommenen Determinanten 


1 

-*i 

—   So 


'20 


'14 


"24 


"30 


"31 


"33 


"34 


Dies  verlangt  bekanntlich,  daß  zwei  derartige  Determinanten  gleich 
Null  werden;  man  kann  nun  den  so  sich  ergebenden  beiden  Glei- 
chungen eine  bequeme  Form  geben,   indem  man  folgendermaßen  ver- 

1)  Von  Salmon  angegeben:  Anal.  Greom.  d.  höheren  ebenen  Kurven,  deutsch 
von  Fiedler  (Leipzig,  1873)  S.  320. 
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fährt1).  Schreibt  man  der  Symmetrie  halber  s0  statt  1  und  bezeichnet 
mit  d123  usw.  die  Determinanten,  die  man  aus  folgender  Matrix  er- 
hält, mit  dem  üblichen  Vorzeichen 


a 


io 


a 


ìi 


«20        «21 

a30     a31 


«12 

«13 

«14 

a22 

«23 

«24 

«32 

«33 

«34 

(A), 


so  ist  die  erste  jener  Bedingungsgleichungen 

S0«123  "I"  Sl«023  T  S2«013  "t"  53«012  =  ^ (4) 

Führt  man  noch  zehn  neue  Konstanten  a,  ß  ein,  derart,  daß 

i  =  &  i  =  4 

^«iflM-0,  yjtiht-0        (£=1,2,3).      . 


=  0 


i  =  0 


(5) 


so  sind  nach  einem  bekannten  Satze  die  aus  der  Matrix  (A)  ent- 
nommenen Determinanten  dritter  Ordnung  proportional  den  ent- 
sprechenden Determinanten  (— l)w  +  n- z/OTB  aus  der  Matrix 


(B). 


a0     ax     cc2     a3     a4 

00       A       A       03       04 

Gleichung  (4)  läßt  sich  daher  schreiben: 

(  50^40  —  S1^41  +  52^42  —  S3  4l3  +  S4^44  =  °  • 

Verallgemeinern  wir  dieses  Resultat,  so  sieht  man,  daß  die  Kollinearitäts- 
bedingungen  folgende  Form  annehmen: 


»  =  4 

2 

i=0 


(-1)U  =  0: 


oder,  da  man  diese  auch  schreiben  kann 


«*  J;c-  i)\ß<  -  ß^(- 1)'« = ö\ 

i=0  i=0 


so  folgt,  daß  die  beiden  Gleichungen 


2?(-i)'w-o 

*=0 


i  =  4 

2< 


0 


(6) 


:0 


hinreichen,  die  Kollinearitäts-Bedingung  für  die  vier  Punkte  (Aj),  (A2), 
(A3),  (A4)  auszudrücken.  —  Zahlreich  sind  die  Anwendungen  hiervon. 
So  erhält  man  durch  Elimination  von  A4  die  Kollinearitäts-Bedingung 
der  drei  Punkte  (Ai),  (A2),  (A3).  Setzen  wir  dann  Ax  =  A2  =  A3,  so  er 
hält  man   eine   Gleichung   (6.  Grades),   deren  Wurzeln  die  Parameter 


1)  W.Franz  Meyer,  Apolarüät  und  rationale  Kurven  (Tübingen,  1883)  S.7. 
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der  Wendepunkte  sind;  diese  sechs  Punkte  gehören  einem  Kegel- 
schnitte an1).  Setzen  wir  hingegen  in  (5)  X2  =  Xt  und  /L4  =  kZi  so 
erhalten  wir  zwei  Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  Xz 
die  Bestimmungsgleichung  für  die  Parameter  der  Berührungspunkte 
der  (vier)  Doppeltangenten  entsteht.  Ferner:  Wenn  man  die  durch 
Elimination  von  A4  aus  den  Gleichungen  (5)  sich  ergebende  Gleichung 
als  identisch  für  A3  befriedigt  voraussetzt,  so  findet  man  die  für  die 
Bestimmung  der  drei  Doppelpunkte  der  Kurve  geeigneten  Gleichungen, 
indem  die  einfachen  symmetrischen  Funktionen  (Xx  -f-  A2)  und  (Xt  •  A2) 
zwei  Parameter  liefern,  die  einem  Doppelpunkte  angehören2).  Setzt 
man  schließlich  Kt  =  A2  =  /l3  =  A4  =  l,  so  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (6)  in  zwei  biquadratische  Gleichungen  für  A,  deren  Resul- 
tante =  0  gesetzt  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Existenz  eines  Undulationspunktes  ausdrückt.     U.  s.  w. 

In  die  kleineren  Details  dieser  algebraischen  Entwicklungen 
können  wir  hier  nicht  eingehen;  bemerken  wollen  wir  hingegen  noch, 
daß  wenn  man  i  =  3 

J>^i*S.- =  «*         C*=  0,1,2,3,4)       .      .      (7) 

»  =  i 
setzt,  die  Gleichung  (3)  wird  zu 

cc0tf  +  M8  H h  «4  =  0 (3') 

Berechnet  man  nun  die  quadratische  und  kubische  Invariante  der 
linken  Seite  dieser,  als  biquadratische  Funktion  von  X  betrachteten, 
Gleichung,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 


12tf0a4  —  daxa3  +  a22  =  0; 


12tf0 

3at 

2  a2 

3«j 

2a2 

3a3 

2  «2 

3a3 

12«4 

0..   .    (8) 


Erinnert  man  sich  der  geometrischen  Bedeutung  der  Invarianten 
einer  biquadratischen  binären  Form  und  beachtet,  daß  von  den 
Gleichungen  (8)  die  erste  quadratisch  und  die  zweite  kubisch  in  den 
Koordinaten  |  ist,  so  sieht  man:  die  erste  stellt  einen  Kegelschnitt  dar, 
der  von  den  Geraden  umhüllt  wird,  welche  die  Kurve  vierter  Ordnung 
in  einem  Quadrupel  äquianharmonischer  Punkte  schneiden,  während 
die  zweite  der  Gleichungen   (8)   eine  Kurve   dritter  Klasse   darstellt, 


1)  Dieser  bemerkenswerte  Satz,  der  erste,  welcher  die  Verteilung  der  Wende- 
punkte der  Kurven  vierter  Ordnung  betrifft  (vgl.  Nr.  52),  wurde  1875  von  J. 
Graßmann  entdeckt  (s.  die  Inaugural-Dissertation  Zur  Theorie  der  Wendepunkte. 
besonders  der  C4,  Berlin)  und  unabhängig  davon,  zwei  Jahre  später  von  A.  Brill 
(s.  die  0.  a.  Abhandlung  Über  rationale  Kurven  vierter  Ordnung,  Math.  Ann.  XII, 
1877). 

2)  Vgl.  auch  Nagel,  Bestimmung  der  Doppelpunkte  einer  rationalen  Kurve 
vierter  Ordnung  (Das.  XIX,  1882). 
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umhüllt  von  den  Geraden,  die  dieselbe  Kurve  in  Quadrupeln  harmo- 
nischer Punkte  schneiden1). 

56.  Zahlreiche  Fragen  der  Geometrie  führen,  wie  wir  im  Ver- 
laufe dieses  Abschnittes  sehen  werden,  zu  Kurven  vierter  Ordnung  mit 
3  Doppelpunkten2).  Wir  erachten  es  aber  für  geeignet  an  dieser 
Stelle  auf  eine  hinzuweisen,  die  sich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
findet3). 

Jeder  Punkt  M  der  Ellipse  E 

j?+£-i w 

bestimmt  mit  den  beiden  Brennpunkten  F  und  F'  derselben  ein  Drei- 
eck, dessen  Höhenpunkt  M'  sein  möge;  bewegt  sich  M  auf  der  Ellipse 
E,  so  beschreibt  M'  eine  Kurve  E',  deren  Gleichung  leicht  zu  finden 
ist.  Sind  nämlich  a  •  cos  <p  und  b  •  sind  cp  die  Koordinaten  von  M, 
so  können  die  von  M'  folgendermaßen  dargestellt  werden: 

a2-sin2qp  —  &ä 

x  =  a  •  cos  cp ,      y  =  — =■ — ~ ; 

T  '        *  o  ■  sin  cp        ' 

durch  Elimination  von  cp  erhält  man  dann 

a*(?  —  a?)*-l>*y*(a*  — a?)'**>  0,    wo     c2  =  a2  -  62     .     (10) 

als  Gleichung  von  E\  Diese  ist  demnach  eine  Kurve,  die  zu  Doppel- 
punkten die  Brennpunkte  F,  F'  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
kleinen  Achse  hat;  die  entsprechenden  Asymptoten  sind  die  Geraden 
je  =  Jh  a  und  begrenzen  einen  Streifen  der  Ebene,  innerhalb  dessen 
alle  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen,  diese  berührt  die  Ellipse  in  den 
Endpunkten  der  kleinen  Achse. 


1)  W.  Stahl,  Über  rationale  ebene  Kurven  vierter  Ordnung  (Crelles  Journ. 
CI,  1887).  Viele  andere  Eigenschaften  der  in  Rede  stehenden  Kurven  finden  sich 
in  der  Inaugural-Dissertation  von  W.  Bretschneider,  Über  Kurven  vierter  Ord- 
nung mit  drei  Doppelpunkten  (Erlangen,  1875),  während  zahlreiche  bibliographi- 
sche Angaben  in  den  Mitteilungen  des  math.-naturw.  Vereins  in  Württemberg 
2.  Reihe,  I,  1899,  S.  24  u.  55  gesammelt  sind. 

2)  Die  Mechanik  führt  häufig  auch  zu  Kurven  dieser  Art.  Ein  Beispiel  davon 
ist  z.  B.  die  sogenannte  Seiltänzerkurve;  sie  ist  der  Ort  der  Füße  eines 
Menschen,  der  auf  einem  Seile  geht,  von  dessen  Enden  eines  befestigt  ist, 
während  das  andere  Ende  mit  einem  Gewichte  beschwert  ist,  nachdem  es  um 
eine  Rolle  geschlungen  ist.  J.  B.  Bérard  (Opuseules  matliématiques,  1811)  fand 
als  Gleichung  derselben  folgende 

x2(b  —  x)2 


y*- 


(i-xy 


sie  zeigt,    daß    sie    als  Doppelpunkte    den    Anfangspunkt,  den  unendlich  fernen 
von  Oy  und  den  Punkt  x  —  b,  y  =  0  hat. 

3)  Köttgen,  Die  geometrischen  Örter  der  ausgezeichneten  Punkte  des  Ellipsen- 
und  Hyperbeldreiecks  (Progr.  Duisburg,  1852);  Hochheim,  Über  geometrische 
Örter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XV,  1870). 
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Würde  man  an  Stelle  der  Ellipse  (9)  die  Hyperbel  H  betrachtet 
haben  Ts       ».2 

p-fc-1» (") 

so  würde    man    eine    Kurve    H'  erhalten    haben   mit    der    Gleichung: 

a2(c2  -  x2)2  +  l2if(a2  -  x2)  =  0,     wo  aber     c2  =  a2  +  b2 , 

ganz  ähnlich  der  vorigen,  aber  von  ganz  verschiedenem  Aussehen, 
indem,  von  anderem  abgesehen,  alle  ihre  reellen  Punkte  außerhalb 
des  von  den  Geraden  x  =  +  a  begrenzten  Streifens  liegen. 

Zu  denselben  Schlüssen  gelangt  man  auch  ohne  Rechnung  durch 
Betrachtung  der  Methode,  durch  welche  sich  die  Kurve  E'  und  H' 
als  spezieller  Fall  folgender  allgemeinen  Transformation  ableiten 
lassen:  Gegeben  zwei  feste  Punkte  Ax  und  A2  in  einer  Ebene  77;  man 
lasse  jedem  Punkte  M  von  TT  den  Punkt  M'  entsprechen,  der  der 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  MA1A2  ist.  Dann  wird  umgekehrt  jedem 
Punkte  M.'  im  allgemeinen  ein  einziger  Punkt  M  entsprechen,  nämlich 
derjenige,  in  welchem  die  von  Ax  und  A2  bezügl.  auf  A2M'  und  A1M' 
gefällten  Lote  sich  schneiden.  Durchläuft  M  eine  Gerade  r,  so  be- 
schreiben AtM  und  A2M  Perspektive  und  daher  projektive  Büschel; 
projektiv  werden  daher  auch  die  von  den  Senkrechten  aus  Ax  und  A2 
erzeugten  Büschel,  der  Punkt  M'  erzeugt  daher  einen  Kegelschnitt, 
der  durch  Ax  und  A2  geht.  Da  nun  dem  Punkte,  in  welchem  r  die 
Gerade  AXA2  trifft,  als  Punkt  M  betrachtet,  als  Punkt  M'  der  in 
der  zu  AXA2  senkrechten  Richtung  gelegene  unendlich  ferne  Punkt 
A*  entspricht,  so  geht  dieser  Kegelschnitt  durch  A^.  M  und  M' 
entsprechen  sich  also  in  einer  quadratischen  Transformation,  deren 
Fundamentalpunkte  AXA2AX,  sind;  den  Punkten  AXA2AX>  entsprechen 
beziehungsweise  die  Geraden  AxAao,A2Ax,A1A2',  einem  Kegelschnitte 
entspricht  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  AXA2AX  zu  Doppel- 
punkten hat;  unter  der  Voraussetzung,  daß  Ax  und  A2  dessen  Brenn- 
punkte seien,  findet  man  die  angegebenen  Eigenschaften  der  Kurven 
E'  und  H'. 

57.  Eine    Kurve    vierter    Ordnung    ist    nicht   nur   dann  rational, 

wenn  sie  drei  Doppelpunkte  besitzt,  sondern  auch  wenn  sie  mit  einem 

dreifachen  Punkte  versehen  ist.     Nehmen  wir  diesen  als  Ecke  As  des 

Fundamentaldreiecks,    so    nimmt    die    Gleichung    der  Kurve   folgende 

Gestalt  an:  _  ,1as 

x3ii3  —  uà  =  Q, (la) 

wo  u3,  w4  binäre  Formen  in  xx,  x2  sind,  die  erste  kubisch,  die  zweite 
biquadratisch;  setzt  man  darin  -~  =  ~,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
der  parametrischen  Darstellung  der  Kurve 

q  xx  =  lx  u3  (Xx ,  l2) ,     q  x2  =  l2  u3  (Xv  l2) ,     qx3  =  w4  (Xv  A2) .      (13) 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  8 
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Wir  überlassen  es  dem  Leser,  auf  diese  Gleichung  die  Betrachtungen 
und  Berechnungen  anzuwenden,  die  wir  oben  bei  der  Gleichung  (2) 
angegeben  haben,  und  wollen  sogleich  noch  eine  in  diese  Kategorie 
gehörende  Kurve  anführen,  nämlich  die  in  kartesischen  Koordinaten 
durch  folgende  Gleichung  dargestellte: 

x2{x2  +  y2)  =  ay(x2  -  y2) (14) 

Der  Anfang  ist  ein  dreifacher  Punkt  und  die  entsprechenden  Tangenten 
sind  die  x- Achse  und  die  Halbierungslinien  der  Achsen winkel;  die  Kurve 
besteht  aus  zwei  zu  einander  in  bezug  auf  die  ^/-Achse  symmetrischen 
Blättern  und  einem  dritten  unendlichen,  das  symmetrisch  in  bezug 
auf  die  Ordinatenachse  und  gelegen  am  unteren  Teile  der  Abszissen- 
achse. Diese  Eigenschaften  rechtfertigen  den  Namen  parabolisches 
Trifolium,  den  man  der  Kurve  gegeben  hat1).  Sie  geht  durch  die 
unendlich-fernen  imaginären  Kreispunkte,  hat  als  außerordentlichen 
Brennpunkt  den  Punkt  (0,  a),  als  Doppeltangente  die  Gerade 

y  =  a(ß  —  ]/2) ,     usw. 

Eine  Kurve  vierter  Ordnung  ist  auch  rational,  wenn  sie  eine 
Spitze  zweiter  Art  und  einen  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt  besitzt. 
Rational  ist  z.  B.  die  durch  die  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve: 

-  (3a;3  -f-  x2)  +  y(12x2  +  20öx  +  125) 

-  if  (29x  +  17)  -  y\x  +  9)  +  2yi  -  0; 

sie  besitzt  eine  Spitze  I.  und  eine  IL  Art  und  die  folgende  Para- 
meterdarstellung : 

v (l  +  2)(l»-l'  +  21-4)  (1  +  2)»  (1-3) 

i3(i+i)        »    y      i2(i+i) 

Für  analytische  Zwecke  wurde  sie  durch  J.  Sylvester2)  in  die 
Wissenschaft  eingeführt  und  durch  den  Namen  Bicorne  bezeichnet; 
später  wurde  sie  durch  A.  Cayley3)  ausführlich  untersucht. 


Drittes  Kapitel. 

Elliptische,  insbesondere  bizirknlare,  Kurven  vierter  Ordnung 
im  allgemeinen. 

58.    Die    Kurven    vierter    Ordnung    mit    zwei    Doppelpunkten 
(Knoten,  Spitzen    oder    isolierten   Punkten)   können   durch  Projektion 


1)  G.  de  Longchamps,  Journ.  Math.  spéc.  3e  Ser.,  II  1888,  S.  255  u.  285. 

2)  On  the  real  and  imaginary  roots  of  algebraic  equations  (Phil.  Trans.  154, 
London  1864,  S.  579—666). 

3)  An  eight  memoir  upon  quartics  (Id.  157,  London  1867;  oder  The  collected 
papera  VI,  S    162—164). 
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von  Raumkurven  vierter  Ordnung  erster  Spezies  von  einem  außerhalb 
liegenden  Punkte  erhalten  werden.  Man  bekommt  so  nicht  nur  eine 
geometrische  Methode,  die  sehr  bequem  ist,  um  ihre  Eigenschaften 
aufzustellen,  sondern  auch  die  Mittel,  die  Koordinaten  vermittelst 
elliptischer  Funktionen  eines  Parameters  darzustellen;  es  genügt  näm- 
lich hierfür  die  Ausdrücke  der  homogenen  Koordinaten  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  erster  Spezies  durch  Jacobische1)  oder  Weier- 
straßsche2)  Funktionen  anzuwenden. 

Dieselben  Kurven  lassen  sich  geometrisch  auch  erzeugen,  wenn 
man  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  vielfachen  Punkt  eine 
quadratische  Transformation  anwendet,  die  zu  Fundamentalpunkten 
zwei  Punkte  der  Kurve  selbst  hat.  So  gelangt  man  außer  zu  einem 
Verfahren,  geometrisch  die  auf  eine  elliptische  Kurve  vierter  Ordnung 
bezüglichen  Sätze  aufzustellen,  auch  in  den  Besitz  eines  Mittels,  die 
Koordinaten  durch  elliptische  Funktionen  auszudrücken;  hierfür  ge- 
nügt   es,   sich   auf  die  in  Nr.  13    aufgestellten   Formeln   zu  stützen. 

Zu  derselben  parametrischen  Darstellung  gelangt  man  auch  durch 
eine  von  A.  C  leb  seh  in  seiner  klassischen  Abhandlung  Über  diejenigen 
Kurven,  deren  Koordinaten  sich  als  elliptische  Funktionen  eines  Para- 
meters darstellen  lassen  (Crelles  Journ.  LXIV,  1865)  angewandte  Me- 
thode. Man  nehme  zu  dem  Zwecke  als  Fundamentaldreieck  eines 
Systems  homogener  Koordinaten  ein  Dreieck,  dessen  Ecken 

die  Doppelpunkte  der  Kurve  sind;  ihre  Gleichung  nimmt  dann  folgende 
Gestalt  an 

(c,a?A  -r-c8#2  +  c3#8)  =  0 (1) 

Greift  man  auf  der  Kurve  zwei  beliebige  Punkte  heraus,  so  kann  man 
diese  im  Verein  mit  den  beiden  Doppelpunkten  als  die  Grundpunkte 
eines  Büschels  von  Kegelschnitten  ansehen,  welches  auf  der  Kurve 
vierter  Ordnung  eine  lineare  Reihe  von  unendlich  vielen  Punktepaaren 
ausschneidet,  die  auf  oo1  Geraden  liegen,  die  einen  Kegelschnitt  ein- 
hüllen.    Wenn  z.  B.  das  Büschel  durch  die  Gleichung 

1  v    1     1   ~~ i     ^9     2    "»        3     3 )  "T"       *^2     3   — !  ^ 

dargestellt  wird,  so  hat  der  eingehüllte  Kegelschnitt  die  Gleichung: 
(a^  +  a2x2  +  a3x3)  {ctxx  +  cs#2  +  c3x3)  -  (b1x1  +  \x2  +  o3x5f  =  0. 

1)  Gr.  Loria,  Süll'  applicazione  delle  funzioni  Jacobiane  allo  studio  delle 
linee  sghembe  di  quarto  ordine  e  prima  specie  (Rend.  Acc.  Lincei  4.  Ser.  VI, 
2.  Sem.  1890). 

2)  Gr.  Loria,  Le  curve  di  genere  1  e  le  funzioni  a  di  Weierstraß  (Giorn. 
di  Matem.  XXXI,  1893). 

8* 
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Man  gelangt  so  zu  Ausdrücken  für  x1}  x2,  xz  in  rationalen  Funktionen 
eines  Parameters  und  Quadrat- Wurzeln  einer  biquadratischen  Funktion 
desselben;  führt  man  nun  an  Stelle  dieses  Parameters  eine  geeignete 
elliptische  Funktion  eines  neuen  Parameters  v  ein,  so  gelangt  man 
zu  Formeln  von  folgendem  Typus: 

Qxt  -  ct[s?i\v  -  *±1)  -  sn2  d,][sn*(v  +  *±±)  -  sn2d3] 

qx2  =  c^sn*{y  4-  ^=1)  -  sn*  d3]  ^sn  (v  -  -il)  -  sn%  (b =^)]  .  (2) 

9x3  -  cz[sn*(v  -*¥)-  sn2  d2]  [sn  (v  +  ^)-  sn>(s  +  ^)] 

Die  beiden  Parameter  des  Doppelpunktes  xx  =  xz  =  0  sind    "T     +  d2, 

die  des  anderen | — +  d3.     Zwischen  den  Parametern  v1}  v2,  ... 

der  Punkte,  in  denen  die  betrachtete  Kurve  vierter  Ordnung  von  einer 
Kurve  mter  Ordnung  geschnitten  wird,  besteht  eine  lineare  Kongruenz, 
die,  je  nachdem  die  schneidende  Kurve  nicht  durch  einen  Doppelpunkt 
geht  oder  einen  oder  beide  Doppelpunkte  enthält,  verschiedene  Form 
annimmt;  entsprechend  diesen  drei  Fällen  haben  wir  folgende  Kon- 
gruenzen (wo  K  und  K'  die  gewöhnliche  Bedeutung  haben): 

Vi+vt+-y  "t^+i'to-s+nffl-s+^ffl-i+n^O  j  (3) 

vi+vg-f vim_à  =0  )      '  (5) 

Zeigen  wir  an  einigen  Beispielen,  wie  leicht  man  mit  deren  Hilfe 
Eigenschaften  der  Kurve  auffindet.  Ist  (v)  ein  Punkt,  dessen  ent- 
sprechende  Tangente    durch    einen    Doppelpunkt   geht,    so    hat   man 

daher  hat  man  für  v  die  folgenden  beiden  Quadrupel  von  inkon- 
gruenten Werten 

L+l  £  +  1  J_  TT  £  +  c     i    ;  TT'  1+1  .1-  7T  J_  ,•  TT' 

2~  ? § ""        ' 2~~  +  » 2 ■"         +  * 

Von  jedem  Doppelpunkte  kann  man  also  vier  Tangenten  ziehen 
und  die  beiden  so  gebildeten  Gruppen  sind  projektiv.  Da  man  die 
Korrespondenz  in  vier  verschiedenen  Weisen  aufstellen  kann,  so  sind 
wir  zu  folgendem  Schlüsse  berechtigt: 

Satz:  Die  beiden  Tangentenquadrupel,  die  man  an  eine  ellipti- 
sche Knrve  vierter  Ordnung  von  ihren  Doppelpunkten  aus  ziehen 
kann,  schneiden  sich  in  16  Punkten,  die  zu  je  vieren  auf  vier  Kegel- 
schnitten liegen,  die  dnrch  die  Doppelpunkte  selbst  gehen. 
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Ähnlich  hat  man:  wenn  (v)  ein  Punkt  ist,  in  welchem  die  be- 
trachtete Kurve  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  einem  durch  die 
Doppelpunkte  gehenden  Kegelschnitt  zuläßt, 

und  daher 

pK+aiK' 

li;  = — . 

2 

Es  ist  notwendig  und  hinreichend,  den  ganzzahligen  p  und  q  die 
Werte  0,  1,  2,  3  zu  erteilen;  man  erhält  so  im  ganzen  16  Kegelschnitte, 
von  denen  jeder  durch  ein  p  und  q  angegeben  werden  kann.  Man 
kann  sie  in  folgenden  vier  Gruppen  anordnen: 


0,0 

0,2 

2,0 

2,2 

0,1 

0,3 

2,1 

2,3 

1,0 

1,2 

3,0 

3,2 

1,1 

1,3 

3,1 

3,3; 

und  so  ersieht  man,  unter  Benutzung  von  Gleichung  (5),  daß  in  den 
Berührungspunkten  zweier  beliebigen  Kegelschnitte  derselben  Gruppe 
mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  diese  selbst  von  einem  selben  Kegel- 
schnitt berührt  wird,  der  durch  die  Doppelpunkte  geht;  derartiger 
Kegelschnitte  gibt  es  im  ganzen  4  •  16  =  64.  Außerdem  liegen  auf 
einem  Kegelschnitte,  der  durch  die  Doppelpunkte  geht,  auch  die 
Berührungspunkte  der  vier  Kegelschnitte  aus  einer  selbigen  Gruppe; 
man  erhält  so  vier  andere  mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  in  Be- 
ziehung stehende  Kegelschnitte.  Andere  4  •  16  =  64  erhält  man  durch 
Betrachtung  der  Berührungspunkte  von  vier  Kegelschnitten,  von  denen 
man  einen  aus  jeder  Gruppe  gewählt  hat;  usw.1) 

59.  In  dem  Falle,  daß  die  Doppelpunkte  der  Kurve  mit  den 
beiden  zyklischen  Punkten  der  Ebene  zusammenfallen,  nennt  man  die 
Kurve  eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung2).  Eine  solche 
kann  als  stereographische  Projektion  der  Kurve,  in  welcher  eine  Kugel 


1)  Andere  Eigenschaften  sind  in  einer  Note  von  G.  Humbert  angegeben 
Sur  la  courbe  du  quatrième  degré  à  deux  points  doubles  (Comptes  rendus  XC VII, 
1888)  wo  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  mittels  ©-Funktionen  aus- 
gedrückt sind. 

2)  Vgl.  J.  Casey,  On  bicircular  Quartics  (Trans.  Irisb  Acad.  XXIV,  1869); 
G.  Darboux,  Sur  une  classe  remar  quable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques 
(Paris  1873);  F.  Franklin,  On  confocal  bicircular  Quartics  (Amer.  Journ.  Math.  XII, 
1890);  usw.  Ein  Verfahren,  eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  vermittelst 
eines  Gelenkmechanismus  zu  zeichnen,  wurde  von  A.  Mannheim  (Proc.  London 
Math.  Soc,  Bd.  VI,  1874—75,  S.  35—36)  entdeckt;  ein  anderes  wurde  von  W. 
Woolsey  Johnson  in  Mess.  of  Math.  Bd.  V,  S.  159  angegeben  und  beschrieben 
von  Carr  (A  Synopsis  of  elementary  results  in  pure  and  applied  Mathematics  I, 
2.  Teil,  London  1886,  S.  738). 
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von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  nickt  durch,  das  Projektions- 
zentrum geht,  geschnitten  wird,  angesehen  werden.  Man  kann  sie 
aber  auch  sich  entstanden  denken  durch  Transformation  einer  zirku- 
lären Kurve  dritter  Ordnung  vermittelst  reziproker  Radien.  Da  nun 
bei  einer  solchen  Transformation  den  vier  auf  einem  Kreise  gelegenen 
Punkten  wiederum  vier  ebensolche  entsprechen  und  überdies  den 
Brennpunkten  der  ursprünglichen  Kurve  die  Brennpunkte  der  trans- 
formierten entsprechen,  so  führt  der  Hartsche  Satz  (s.  Nr.  21)  alsbald 
zu  folgendem  Schlüsse:  Eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  läßt 
16  Brennpunkte  zu,  die  zu  je  vieren  auf  einem  Kreise  gelegen  sind. 
Übrigens  ist  dieser  Fall  nur  ein  Spezialfall  des  ersten  Satzes,  den 
wir  in  der  vorigen  Nummer  mit  Hilfe  der  parametrischen  Darstellung 
aufgestellt  haben. 

In  rechtwinkligen  kartesischen  Koordinaten  kann  man  die  Glei- 
chung einer  bizirkularen  Kurve  immer  in  folgender  Form  schreiben: 

O2  +  y2)2  +  (ax  +  ßy)  O2  +  f)  +  anx2  +  2a12xy  +  2a22y2  +  2alsx 
4-  2a2Sy  +  asz  =  0.     ........     (6) 

Verlegt  man  nun  den  Anfang  in  den  Punkt  ( — j,  —  jj,  so  verein- 
facht sie  sich  und  erhält  folgende  Form: 

O2  +  2/2)2  +  anx2  +  2a12xy  +  a22y2  +  2anx  +  2a2sy  +  a33  —  0.  (7) 

Jener  Punkt  heißt  der  Fundamentalpunkt  der  Kurve  vier- 
ter Ordnung  und  besitzt  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft1).  Gehen 
wir  nämlich  zu  Polarkoordinaten  über,  so  wird  Gleichung  (7) 

£4  ~f~  (an  cos2co  -}-  2a12  costo  •  sino  -f-  <z22sm2o)  qs 

-f-  2  (an  cos  co  +  #23  sinc0  Q  +  #33  =  0. 

Sind  daher  M1}  M2,  Ms,  Jf4  die  Schnitte  einer  durch  den  Fundamental- 
punkt gehenden  Geraden  mit  der  Kurve,  so  ist  immer 

OMx  +  OM2  4-  0 M3  +  OMà  =  0; 

ist  daher  Mih  der  Mittelpunkt  der  Strecke  MiMh)  so  kann  man 
schreiben 

OMik  4-  0  Mj!c  =  0     (wo  ihjJc  eine  Permutation  von  12  3  4  ist). 

0  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Strecke  MihMß.  Es  ist  leicht,  hier- 
aus zu  schließen:  In  der  Ebene  jeder  bizirknlaren  Kurve  vierter 
Ordnung  gibt  es  einen  Punkt  (den  Fundamentalpunkt),  der  gleichen 
Abstand  hat  von  den  beiden  Mittelpunkten  zweier  Schnittpunktepaare 


1)  Auf  diesen  Punkt   wird   in    der    Abhandlung   von    G.   Humbert,    Sur 
les  surfaces  cyclides  (Journ.  de  l'Éc.  polyt.  LV,  Cahier  1885)  hingewiesen. 
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der  Kurve  mit  einer  beliebigen  Geraden,  auch  wenn  diese  jenen  Punkt 
nicht  enthält1). 

Mit  Hilfe  der  allgemeinen  Gleichung  (6)  kann  man  auch  zeigen, 
daß  jede  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  die  Hüllkurve  eines  be- 
weglichen Kreises  ist,  der  einen  festen  rechtwinklig  schneidet,  und 
dessen  Mittelpunkt  sich  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitte  (dem 
Deferent-Kegelschnitte)  bewegt.     Seien  nämlich 

C^ix-aF  +  to-ßP-rt-O    Cf-i,i,»)      .     .     (8) 

die  Gleichungen  dreier  zum  gegebenen  rechtwinkligen  Kreise,  so  re- 
präsentiert die  Gleichung 

^0^0  +  %i@l  +  ^2^2  =  Q> («0 

welches  auch  die  Konstanten  X0}  X1}  X2  sein  mögen,  einen  anderen 
Kreis,  der  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Die  X  sind  proportional  den 
baryzentrischen  Koordinaten  des  Mittelpunktes  0  dieses  Kreises  in 
bezug  auf  das  Dreieck,  das  die  Mittelpunkte  der  drei  ersteren  zu 
Ecken  hat.  Da  nun  der  Annahme  gemäß  0  einem  Kegelschnitte 
angehört,  so  sind  die  l  durch  eine  Beziehung  folgender  Art  mitein- 
ander verknüpft, 

aikXih  =  °  (i,  Ä  =  0,  1,  2;   aik  =  aH)    .      .      .      (10) 


2 


Um  die  Enveloppe  des  Kreises  (9)  unter  der  Bedingung  (10)  zu  finden, 

%  X 

setzen  wir  -~  =  p}    —  =  q7    und  haben  dann  an  Stelle  von  (9)  und 

(10)  die  Gleichungen 

0O +JP0x +40,-0; (9') 

anp2  +  2a12pq  +  a22q2  +  2  a01p  +  2  a02q  +  a00  =  0 .     .     (10') 

Diese  müssen  wir  einer  allgemeinen  Vorschrift  folgend  mit  den  Ab- 
leitungen nach  p  und  q  von  folgender  Gleichung  kombinieren 

anp2  -f-  2a12pq  +  a22q2  +  2aQXp  +  2a02q  +  am  +  2q  (C0  +p  Gx  +  qC2)  =  0, 

wo  q   eine  Hilfsgröße  ist.     Diese   abgeleiteten  Gleichungen   sind  nun 

«oi  +  auP  +  %2  +  Q^i  =  °> 
«02  +  auP  +  a22q  +  qC2  =  0. 

Multiplizieren  wir  sie  bezügl.  mit  p  und  q,  ziehen  sie  dann  von  der 
vorigen  ab  und  berücksichtigen  auch  Gleichung  (9'),  so  erhalten  wir: 

«00  +  «10«  +  «202  +  QGo  =  °- 

Diese   mit    den   beiden   vorhergehenden   und   (9')    bilden   ein  lineares 
1)  Elgé,  Sur  les  quartiques  bicirculaires  (Journ.  math.  spéc,  4e  Ser.  V,  1896). 
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System  in  p,  q,  p  ;  die  Elimination  dieser  Größen  liefert  die  Gleichung 
der  Enveloppe  in  folgender  Form: 


ho      ^01       tt02       ^o 


ni 


Oi 


ho       ai\       ^22        ^2 


=  0 


^0         ^1         ^2         ^ 

oder  auch,  wenn  wir  mit  aik  die  in  der  Diskriminante  von  (10)  zu 
aik  adjungierte  Unterdeterminante  bezeichnen, 

2"*C*C>>  =  0 W 

iE 

Erinnern  wir  uns  nun  der  Bedeutung  von  Ci}  so  ist  es  klar,  daß  die 
Gleichung  die  Gestalt  von  (6)  hat,  womit  der  ausgesprochene  Satz 
bewiesen  ist. 

Betrachten  wir  zwei  aufeinander  folgende  einhüllende  Kreise; 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  die  der  oben  erhaltenen  Kurve 
angehören,  also  sind  alle  einhüllenden  Kreise  doppelt  berührend. 
Im  besonderen  sind  die  vier  Schnittpunkte  des  Deferentkegelschnittes 
mit  dem  gegebenen  Kreise  die  Mittelpunkte  verschwindender,  die  Kurve 
doppelt  berührender  Kreise,  also  Brennpunkte  derselben.  Den  vier 
Quadrupeln  konzyklischer  Brennpunkte  der  Kurve  (s.  o.)  entsprechen 
vier  Arten,  die  Kurve  als  Enveloppe  zu  erzeugen  und  ebenso  viele 
Scharen  von  einfach  unendlich  vielen  doppelt  berührenden  Kreisen. 

Nehmen  wir  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien  vor, 
deren  Zentrum  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  um  den  es  sich  im 
oben  bewiesenen  Satze  handelte,  und  deren  Potenz  das  Quadrat  seines 
Radius  ist,  so  wird  jeder  einhüllende  Kreis  in  sich  selbst  verwandelt, 
und  dasselbe  trifft  also  für  die  eingehüllte  Kurve  zu.  Indem  wir  nun 
oben  die  Möglichkeit  angeführt  haben,  daß  eine  solche  Kurve  auf  vier 
verschiedene  Weisen  als  Enveloppe  von  Kreisen  erzeugt  werden 
kann,  so  erhalten  wir  jetzt,  daß  im  allgemeinen  vier  Inversionen 
existieren,  durch  welche  eine  beliebige  bizirkulare  Knrve  vierter 
Ordnung  in  sich  selbst  transformiert  werden  kann1). 

60.  Eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  der  bizirkularen  Kurven 
vierter  Ordnung  erhält  man,  wenn  man  sie  mit  der  Gesamtheit  der 
oo3  Kreise  einer  Ebene  in  Beziehung  setzt2).  Man  gelangt  dazu, 
wenn  man  in  folgender  Weise  ein  homogenes  Koordinatensystem  für 

1)  Im  allgemeinen  transformiert  jede  Inversion  eine  bizirkulare  Kurve  vierter 
Ordnung  in  eine  andere  Kurve  derselben  Art. 

2)  G.  Loria,  Remarques  sur  la  geometrie  analytique  des  cercles  du  plan  et 
sur  son  application  à  la  théorie  des  courbes  bicirculaires  du  4me  ordre  (Quart. 
Journ.  Math.  XXII,  1886,  S.  44—73). 
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den  (dreidimensionalen)  Raum  aufstellt,  welches  als  Grundgebilde  die 
Kreise  einer  Ebene  hat. 
Seien 

C.  =  (x  -  «J«  +  (y-  ßfy  -  rf  =  0     (.-  =  0,  I,  2,  3) 

die  Gleichungen  von  vier  Kreisen  einer  Ebene,  die  nicht  zu  demselben 

Kreise  rechtwinklig  sind.    Dann  stellt,  wenn  man  die  xi  variiert,  die 

Gleichung  _.  „    ,        „     ,        „  n       ^ 

8  C  =  a?0C70  +  x^  +  %2C2  +  xBC3  =  0 

die  oo3  Kreise  der  Ebene  dar;  zu  jedem  System  der  Verhältniswerte 
x0:x±:x2:x3  gehört  ein  bestimmter  Kreis  und  umgekehrt;  es  ist  daher 
gestattet,  die  x  als  homogene  Koordinaten  des  beliebigen  Kreises  G 
in  bezug  auf  die  als  Fundamentalkreise  betrachteten  Ci  zu  nehmen. 
Bezeichnen  wir  mit  d{j  =  dji  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der 
Kreise  C£  und  C}-  und  setzen 

TiJ  =  rJi  =  "'         2  ~    "  >         T**  =    ^rióXiXi      &  3  =  0,  1,  2,  3) 

so  finden  wir  nach  kurzer  Rechnung,  daß  der  Radius  r  des  Kreises 
C  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist: 


Es  bezeichnet  daher  die  Gleichung  rxx  =  0  die  Punkte  (Kreise  vom 
Radius  0  oder  Punktkreise)  und  die  Gleichung  Exi  =  0  die  Geraden 
(Kreise  von  unendlich  großem  Radius);  somit  ist  unser  Koordinaten- 
system fähig,  die  Kreise,  die  Punkte  und  die  Geraden  der  Ebene  zu 
bestimmen. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  1.  die  Anwendung  einer  linearen 
Substitution  auf  die  homogenen  Koordinaten  eines  Kreises  der  Aus- 
führung einer  Transformation  der  Koordinaten  selbst  äquivalent  ist; 
die  Fundamentalkreise  des  neuen  Systems  haben  zu  Koordinaten  in 
bezug  auf  die  alten  die  Koeffizienten  der  linearen  Substitution,  welche 
in  bezug  auf  jene  transponiert  ist.  2.  Eine  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien  wird  durch  eine  spezielle  lineare  Substitution  der  homo- 
genen Koordinaten  der  Kreise  ausgeführt. 

Eine  homogene  Gleichung  f==  0,  zwischen  den  Koordinaten  x7 
scheidet  aus  der  Gesamtheit  aller  Kreise  eine  Gruppe  von  oo2  aus. 
Wenn  die  algebraische  Gleichung  vom  Grade  n  ist,  so  heißt  eine 
solche  Gruppe  Kreiskomplex  vom  Grade  n\  z.  B.  bilden  alle  die 
Punkte  und  die  Geraden  zwei  besondere  Komplexe,  der  erste  ist  qua- 
dratisch, der  zweite  linear.  Man  beweist  leicht,  daß  ein  linearer 
Kreiskomplex  aus  allen  den  Kreisen  besteht,  die  zu  einem  festen  recht- 
winklig sind.  Dieser  ist  der  Ort  der  Punktkreise  des  Komplexes. 
Ausnahmsweise  kann  es  eintreten,  daß  dieser  eine  Gerade  ist;  dann  be- 
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stellt  der  Komplex  aus  allen  den  Kreisen,  die  ihren  Mittelpunkt  auf 
dieser  Geraden  haben.  Zwei  homogene  Gleichungen  f  =  0,  g  =  0 
stellen  zwischen  den  Koordinaten  x  eine  Kreiskongruenz  dar,  die 
oo1  Elemente  enthält.  Im  Besonderen  stellen  die  Gleichungen  f=0, 
rxx  =  0  die  Kurve  T,  den  Ort  der  Punktkreise  des  Komplexes  f=  0 
dar,  während  die  Gleichungen  f  =  0,  Hxi  =  0  die  von  den  oo1  diesem 
Komplexe  angehörenden  Geraden  eingehüllte  Kurve  darstellen.  Um  die 
Eigenschaften  von  P  zu  bestimmen,  wenn  f  algebraisch  vom  Grade  n 
ist,  kombinieren  wir  die  beiden  Gleichungen  f=0,  rxx  =  0  mit  der 
Gleichung  Z^xt  =  0  eines  beliebigen  linearen  Komplexes;  wir  er- 
halten so  diejenigen  Punkte  der  Kurve  r,  die  auf  dem  orthogonalen 
Kreise  des  Komplexes  liegen.  Da  die  Zahl  dieser  Punkte  2n  beträgt, 
so  wird  die  Kurve  r  von  jedem  Kreise  der  Ebene  in  2n  Pnnkten 
geschnitten.  Da  man  2n  Punkte  auch  erhält,  wenn  der  Hilfskomplex 
^£ä  =  0  aus  allen  den  Kreisen  besteht,  deren  Punkte  in  einer  Ge- 
raden liegen,  so  wird  die  Knrve  r  anch  von  jeder  Geraden  der 
Ebene  in  2n  Pnnkten  geschnitten.  Dies  beweist,  daß,  wenn  f  reelle 
Koeffizienten  hat,  die  Knrve  r  von  der  Ordnung  2w  ist  mit  den 
zyklischen  Punkten  der  Ebene  als  n-fachen  Punkten.  Im  Beson- 
deren stellen  die  beiden  Gleichungen 

Zathxtxk  =  0,    r..-0 (12) 

eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  dar;  eine  solche  Kurve 
kann  daher  immer  als  Ort  der  Punktkreise  eines  quadratischen  Kreis- 
komplexes angesehen  werden. 

Die  Betrachtung  führt  die  Klassifikation  der  hier  behandelten 
Kurven  auf  die  der  Paare  von  quaternären  quadratischen  Formen  zu- 
rück. Und  wenn  man  ferner  die  x  als  homogene  Koordinaten  eines 
Punktes  im  Räume  interpretiert,  so  stellt  jene  eine  eindeutige  Be- 
ziehung zwischen  den  Punkten  einer  bizirkularen  Kurve  vierter  Ord- 
nung und  jener  einer  Raumkurve  vierter  Ordnung  I.  Spezies  her;  es 
ist  im  Grunde  dieselbe  Beziehung,  auf  die  wir  schon  zu  Anfang  von 
Nr.  59  hinwiesen. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  1.  daß  man  mit  bizirkularen 
Kurven  vierter  Ordnung  ein  zweifach  orthogonales  Systems  bilden  kann1), 

2.  daß  ihre  Rektifikation   von  elliptischen  Integralen  abhängt2)   und 

3.  daß  man  die  bizirkularen  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung  als 
Kissoiden  (vgl.  S.  47)  zweier,  reeller  oder  imaginärer,  Kreise  erzeugen 

1)  Darboux  a.  a.  0. 

2)  G.  Darboux,  Sur  la  rectifieation  d'une  classe  de  courbes  du  quatrième 
ordre  (Comptes  rendus  LXXXVH,  1878). 

3)  J.  Gomes  Teixeira,  Sur  le  théorie  des  cubiques  circulaires  et  des 
quartiques  bicirculaires  (Ann.  di  Matern.  3.  Ser.,  XI,  1905);  E.  Malo,  Sur  la 
generation  cissoidale  des  quartiques  unicursales  bicirculaires  (Arch.  Math.  Phys., 
3.  Ser.,  XII,  1907). 
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kann.3)     Weiteres   über  die  in  Rede  stehenden  Kurven  findet  man  in 
einer  neueren  Abhandlung  von  J.  Gomes  Te  ix  eira.1) 

Es  sei  bemerkt,  daß  dieser  Kurvenart  die  Halphensche  Kurve 
nicht  angehört,  so  genannt,  weil  Gr.  H.  Halphen  auf  sie  die  geometrische 
Definition  der  elliptischen  Funktionen  gründete,  die  er  in  seinem 
Traue  des  fonctions  elliptiques  et  de  Jeurs  ajyjMcations  (Paris,  1886) 
bearbeitet  hat.  Man  denke  sich  einen  Kreis  mit  dem  Zentrum  0  und 
dem  Radius  B  und  einen  Punkt  C  in  seiner  Ebene;  MM'  sei  eine 
Sehne  desselben,  die  durch  C  hindurchgeht;  man  trage  auf  ihr  die 
beiden  Strecken  CN=  CNf  ab,  so,  daß  CNyMM7  =  l  Y2  (E  +  Ö), 
wo  d  der  Abstand  CO,  und  l  eine  beliebig  gegebene  Strecke  ist. 
Der  Ort  der  Punkte  N,  N'  ist  eine  Halphensche  Kurve.  Nimmt  man  C 
zum  Anfang  und  CO  als  x- Achse  so  findet  man  leicht  ihre  Gleichung 

als  (*  + ,?  _£{*  +  f^,  (*£!)• 

woraus  folgt,  daß  sie  nur  einfach  durch  die  Kreispunkte  geht. 

In  die  Kategorie  der  in  diesem  Kapitel  untersuchten  elliptischen 
Kurven  gehören  auch  noch  andere  mit  besonderen  Eigenschaften  aus- 
gestattete Linien,  die  wir  erwähnen  wollen. 

1.  Stellen  wir  uns  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Spitzen  vor.2)  Nehmen  wir  als  Fundamentaldreieck  eines  homo- 
genen Koordinatensystems  das  von  den  beiden  Spitzentangenten  und 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Spitzen  StS2  (die  immer  reell  sein 
sollen)  gebildete,  so  läßt  sich  die  Kurve  durch  eine  Gleichung  von 
folgender  Form  darstellen: 

(xtx2  +  #32)2  +  2  (b1x1  +  b2x2  +  b3x3)x3*  —  0, 

aus  der  man  sofort  erkennt,  daß  die  Gleichung 

\xx  -f  b2x2  +  b3x3  =  0 

die  Doppeltangente  d  der  Kurve  darstellt.  Sucht  man  die  erste 
Polare  eines  Punktes  von  d,  so  erhält  man  ein  Resultat,  das  in  Worte 
gekleidet  lautet:  Die  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten,  die  man 
von  einem  Punkte  der  Doppeltangente  an  die  Kurve  ziehen  kann, 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  die  beiden  Spitzen  geht. 
Berechnen  wir  hingegen  die  He  ss  e  sehe  der  Kurve,  so  erkennen 
wir,  daß   die  acht  Wendepunkte  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung 

1)  Sobre  costruegas  do  circulo  osculador  das  cubicas  e  des  quarticos  bicircu- 
lares  (Porto  Annaes,  II,  1907). 

2)  J.  de  Vries,  On  bicuspidals  curves  of  or  der  four  (Proc.  Acad.  Amster- 
dam 1909).  Einige  der  dort  gefundenen  Resultate  und  andere  ähnliche  wurden 
mit  Hilfe  darstellend-geometrischer  Methoden  wieder  gefunden  von  H.  de  Vries, 
The  plane  curve  with  2  or  3  cusps  and  0  or  1  nodes  as  a  projeetion  of  the  twisted 
curve  of  or  der  4  and  of  the  P*  species  (Das.). 
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liegen,  die  die  Spitzen  und  den  Schnitt  der  Geraden  S1S2  nnd  d 
enthält.     U.  s.  w. 

2.  Ein  anderer  bemerkenswerter  Spezialfall  ist  der,  daß  von  den 
Wendepunkten  einer  in  den  einen,  der  andere  auf  den  anderen  Doppel- 
punkt der  Kurve  fällt.1)  Die  kanonische  Form  der  Gleichung  ist 
alsdann 

OC-\    Xo     ~\~  OCn     ~~T~  "  \Pl  *l     1     ^2     2     l        3  ^3'  "^1  *^"2  ^3  ==       1 

aus  der  sich  u.  a.  ableiten  läßt,  daß  zwei  der  Doppeltangenten  sich 
anf  der  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  schneiden  müssen. 

3.  Noch  spezieller  ist  der  Fall,  daß  jeder  Doppelpunkt  zugleich 
ein  Wendepunkt  für  jeden  der  beiden  durch  ihn  gehenden  Zweige 
ist1).     Die  kanonische  Gleichung  ist  alsdann 

/y    ^  n*    2    f*      rn    &  rp    "    .  rt      rp    *  /y»    «       I       T\     /y»     /y     /y*    *        I        T\     /y>     /y.    3 

1  2  1        2  3  2       1  3  T^        0       1  wgiX/o  \^    ^1  w-«  wo 

Von  den  Fundamentalpunkten  sind  zwei  die  beiden  singulären  Punkte, 
während  in  dem  vierten  vier  Doppeltangenten  zusammenlaufen,  deren 
Berührungspunkte  einem  Kegelschnitte  angehören.  Die  übrigen  vier 
Doppeltangenten  bilden  ein  vollständiges  Vierseit,  das  zum  Funda- 
mentaldreieck das  Bezugsdreieck  hat.  Berechnen  wir  die  Hessesche,  so 
finden  wir:  Die  acht,  von  den  Doppelpunkten  verschiedenen  Wende- 
punkte der  Kurve  liegen  auf  einem  Kegelschnitt.    TL  s.  w. 
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Die  spirischen  Linien  des  Perseus. 

61.  Die  alten  Geometer  —  z.  B.  Heron  und  Proklus2)  — 
bezeichneten  mit  dem  Namen  Spira  (öTtelQcc)  oder  Annulus  (xp&cog), 
die  durch  vollständige  Rotation  eines  Kreises  um  eine  beliebig  in 
seiner  Ebene  gezeichnete  Gerade  erzeugte  Oberfläche3);  sie  unter- 
schieden drei  Arten  von  Spiren,  die  offenen,  die  geschlossenen 
und  die  sich  durchschneidenden  Spiren,  je  nachdem  der  Radius  des 
erzeugenden  Kreises  kleiner,  gleich  oder  größer  ist,  als  der  Abstand 
seines  Mittelpunktes  von  der  Rotationsachse.  Es  war  natürlich,  daß 
die  Griechen,  die  durch  Schneiden  mit  einer  Ebene  an  dem  Rotations- 
kegel   so    bemerkenswerte    Kurven    wie    die    Kegelschnitte    erhielten, 


1)  J.  de  Vries,   On  curves  of  order  four  with  two  jlecnodal  points  or  with 
tivo  biflecnodal  points  (Proc.  Acad.  Amsterdam  1909). 

2)  Vgl.  z.  B.  G.  Loria,  Le  scienze  esatte  neW  antica  Grecia.  Buch  H,  Nr.  74 
(Mem.  Acc.  Modena,  2.  Ser.  XI,  1893). 

3)  Die  Spire  unterscheidet   sich    daher  nicht  von  der  gewöhnlich  Kreis- 
ring genannten  Fläche. 


Viertes  Kapitel:  Die  spirischen  Linien  des  Perseus.  125 

daran  dachten,  dieselbe  Operation  an  den  Spiren  auszuführen.  Indem 
nun  Schnitte  einer  Ebene  durch  die  Achse  oder  senkrecht  zu  dieser 
schon  bekannte  Kurven  nämlich  Kreise  lieferten,  mußte  man,  um 
etwas  Neues  zu  erhalten,  zu  anderen  Schnitten  greifen.  Zunächst 
nun  bieten  sich  diejenigen  dar,  die  man  durch  Ebenen  parallel  zur 
Achse  der  Spire  erzeugen  kann;  und  so  hat  denn  ein  wenig  bekannter 
Geometer  der  griechisch-alexandrinischen  Periode  —  Perseus  —  das 
Verdienst,  sie  zuerst  betrachtet  zu  haben,  und  von  Proklus  sind  uns 
zwei  Verse  erhalten,  in  denen  obige  Entdeckung  gefeiert  wird. 

Um  die  hervorstechendsten  Eigenschaften  der  Kurven  des  Perseus 
oder  spirischen  Linien  zu  finden,  nehmen  wir  (vgl.  Taf.  III,  Fig.  25) 
ein  System  von  drei  zueinander  senkrechten  kartesischen  Achsen  ß§, 
Slrjf  Sit,,  deren  dritte  die  Achse  der  Spire  sein  möge;  nehmen  wir 
außerdem  an,  daß  der  erzeugende  Kreis  in  der  Ebene  |g  liege  und 
zum  Mittelpunkte  einen  Punkt  C  auf  der  Achse  Sie,  habe;  sei  ferner 
SIC  =  d,  und  R  der  Radius  des  gegebenen  Kreises.  Die  Gleichung 
desselben  in  der  Ebene  £  t,  ist  daher  (£  —  d)2  -f-  £2  =  R2  und  daher 
wird  die  der  Spire  sein 

(Ì2  +  n*  +  ?Jrdì-R2f  =  ±d2(Ì,2  +  rì2).     .     .     •     (1) 

Die  schneidende  Ebene  6  —  der  Annahme  gemäß  parallel  zu  Sit,  — 
habe  die  Gleichung 

£  cos  a  +  ri  sin  a  —  p  =  0 (2) 

Es  sei  0  der  Fußpunkt  des  von  Sì  auf  6  gefällten  Lotes.  Wir 
nehmen  nun  in  der  Ebene  6  als  x- Achse  deren  Schnitt  mit  der  %r\ -Ebene 
und  als  y- Achse  die  durch  0  im  Sit,  gezogene  Parallele,  p  ist  dann 
die  Länge  von  SlO  und  a  der  Winkel,  den  sie  mit  Sii,  bildet. 
Nimmt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  <?,  so  werden 
dessen  Koordinaten  ON=x,  NP^y  mit  den  |,  rj ,  %  desselben 
Punktes  durch  folgende  Relation  verbunden  sein 


Eliminieren  wir  mit  deren  Hilfe  |,  rjf  %  aus  (1),    so   erhält  man  die 
Gleichung  der  spirischen  Linie  in  folgender  Form: 

(x2  +  y2+p2  +  d2-R2y  =  4d2(x2+p2),  .     ...     (3) 

die  man  auch  schreiben  kann: 

O2  +  y*)2  +  2(p2  +  d2-  R2)  O2  +  y2)  -  4d2x2 

+  (j>  +  d  +  B)(p  +  d-B)(p-d  +  R)(p-d-B)  =  0.      (4) 

Eine  einfache  Untersuchung  dieser  Gleichung  zeigt,  daß  die  spi- 
rischen Linien  bizirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  sind,  symmetrisch 
in  bezug  auf  die  x- Achse.  Die  vier  Tangenten  in  den  zyklischen  Punkten 
an  die  Kurve  (4)   haben    die    Gleichungen  x  -f-  iy  =  +  d,   und   dem- 
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nach  hat  die  Kurve  die  Punkte  x  =  +  d,  y  =  0  als  außerordentliche 
Brennpunkte1). 

Die  Tangenten  in  den  zyklischen  Punkten  sind  verschieden,  aus- 
genommen wenn  d  =  0;  in  diesem  Falle  wird  die  Spire  eine  Kugel 
und  die  spirische  Kurve  ein  doppelt  gezogener  Kreis.  Daraus  ergibt 
sich,  wenn  wir  schon  jetzt  einen  Satz  anwenden,  den  wir  später 
(Nr.  78)  beweisen  werden,  daß  unter  den  spirischen  Linien  sich  die 
Cartesischen  Ovale  nicht  befinden.  Ähnlich,  wenn  wir  schon  jetzt 
die  allgemeine  Gleichung  der  Cassinischen  Ovale  (Nr.  90)  herbeiziehen 

(x*  4.  y*y  +  2a2(x2  +  y2)  -  4a2x2  +  a4  -  c4  =  0,  .     .     (5) 

so  sehen  wir,  daß,  wenn  die  spirische  Kurve  (4)  mit  dieser  Kurve 
zusammenfallen  soll,  nötig  ist,  daß 

p2+d2-R2  =  a2,     d=*a,     (p2 +  d2- R2)2-4p'd2  =  a*-c*. 

Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  a  und  c,  so  ergibt  sich,  daß 
p  =  R  sein  muß,  und  demnach  sind  die  Cassinischen  Ovale  spezielle 
spirische  Kurven2).  Beschreibt  man  einen  geraden  Kreiszylinder  mit 
der  Achse  ß£  und  dem  Radius  R,  so  wird  jede  seiner  Tangential-Ebenen 
die  Spire  (1)  in  einem  Cassinischen  Oval  schneiden,  wenn  c  =  a,  so 
stellt  (5)  eine  Bernoullische  Lemniskate  dar  (vgl.  Nr.  92).  In  diesem 
Falle  ergeben  die  drei  zuletzt  geschriebenen  Beziehungs-Gleichungen 
d  =  2R  und  daher  gibt  es  nur  hei  den  Spiren,  bei  welchen  d  =  2R, 
zur  Achse  parallele  Schnitte,  die  die  Gestalt  der  Bernoullischen  Lem- 
niskate haben. 

Die  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  spirische  Linie  schneidet 
die  Koordinatenachse  in  zwei  Quadrupeln  von  Punkten;  die  Abszissen 
des  ersten  Quadrupels  sind  durch  die  Gleichung  gegeben 

x2  =  {d±R+p)(d±R-p), (6) 

die  Ordinaten  der  Punkte  des  zweiten  durch  folgende  Gleichung 

y2  =  (R+p±d)(R-p  +  d) (7) 

1)  Will  man  die  gewöhnlichen  Brennpunkte  haben,  so  ist  zu  berücksichtigen, 
daß  die  acht  von  den  zyklischen  Punkten  gezogenen  Tangenten  die  Gleichungen 

haben  :  . 

x±iy  =  ±V(d+p  —  B)(d  —  p  +  B) 


x±iy  =  ±VW+J~-r  -ß)(d  —p  +  R). 
Näheres  hierüber  findet  man  in  dem  Aufsatze  von  F.  Gomes  Teixeira,  Sobre 
los  focos  de  las  espiricas  de  Perseo  (El  Progreso  mathematico,  2.  Reihe,  II,  1900). 
2)  A.  Comte  hat  also  mit  Unrecht  behauptet  {Traité  élémentaire  de  geo- 
metrie analytique,  Paris  1843,  S.  72),  daß  wenn  eine  Ebene  parallel  bleibend  zur 
Achse  einer  Ringfläche  sich  bewegt,  sie  diese  Fläche  immer  in  Cassinischen 
Ellipsen  schneide;  daher  kann  die  dort  für  die  Cassinischen  Ovale  angewandte 
Bezeichnung  „Kreisringschnitte"  (sections  toriques)  nicht  für  alle  spirischen  Linien 
angewendet  werden. 
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Daraus  ergibt  sich:  1)  Wenn  die  Spire  offen  ist  (d  >  R),  sind 
reell  entweder  alle  Punkte  des  ersten  Quadrupels  und  keiner  des 
zweiten,  oder  zwei  des  ersten  und  zwei  des  zweiten;  im  ersten  Falle 
ist  p<Cd  —  R,  im  zweiten  d  —  R <ip < d -f- it;  im  ersten  Falle  besteht 
die  spirische  Kurve  aus  zwei  auseinander  liegenden  Ovalen,  im  andern 
aus  einem  einzigen.  Im  Grenzfalle  p  =  d  —  R  oder  p  =  d  -\-  R  hat 
die  Kurve  einen  Doppelpunkt.  2)  Wenn  die  Spire  sich  selbst  durch- 
schneidet (d<iR),  sind  reell  entweder  alle  Punkte  eines  jeden  Qua- 
drupels, oder  zwei  Punkte  des  ersten  und  zwei  des  zweiten;  im  ersten 
Falle  ist  p<.R  —  d,  im  zweiten  R  —  d<Cp<.R-\-  d;  im  ersten  Falle 
besteht  die  Kurve  aus  Ovalen,  von  denen  das  eine  vom  andern  um- 
schlossen wird,  im  andern  aus  einem  einzigen.  Hier  aber  hat  man, 
wenn  p  =  R  +  d,  eine  Kurve  mit  einem  Doppelpunkte.  3)  Wenn 
endlich  die  Spire  geschlossen  ist  (d  =  R),  so  hat  man  für  p  <  2.R 
eine  aus  einem  Oval  gebildete  Kurve;  in  dem  Grenzfalle  p  =  2R  hat 
die  erhaltene  Kurve  einen  Doppelpunkt.  —  Beachten  wir  auch  noch, 
daß  die  Gleichung  (3)  erkennen  läßt,  daß  die  beiden  Geraden  mit  der 
Gleichung  y  =  +  R  Doppeltangenten  der  Kurve  sind;  die  Abszissen 
der  zugehörigen  Berührungspunkte  sind  durch  die  Gleichung  gegeben: 
x2  -\-  p>2  =  d2,  demnach  sind  die  Punkte  selbst  reell  oder  konjugiert 
imaginär,  je  nachdem  d^p.  Im  ersten  Falle  hat  man  eine  wirk- 
liche Doppeltangente,  im  zweiten  Falle  eine  Gerade,  die  mit  der  spi- 
rischen Kurve  eine  ideelle  doppelte  Berührung  hat. 

Eine  noch  detailliertere  Einteilung  der  spirischen  Kurven,  in  be- 
zug  auf  ihre  Gestalt,  erhält  man  durch  Betrachtung  ihrer  reellen 
Wendepunkte;  daß  diese  den  Alten  nicht  entgangen  ist,  wird  von 
Pro  kl  us  bezeugt;  sie  jedoch  auseinanderzusetzen,  mangelt  es  uns  an 
Raum  x). 

62.  Die  Definition  der  spirischen  Linien,  von  der  wir  ausgegangen 
sind,  liefert  nur  eine  stereometrische  Erzeugung  derselben.  R.  de  Sluse 
hat  vor  zwei  Jahrhunderten 2)  eine  angegeben,  die  den  Vorzug  hat,  nur 
Konstruktionen  in  einer  Ebene  zu  benutzen  und  aus  diesem  Grunde 
angeführt    zu    werden    verdient:     „Es    sei    DBE    eine    gleichseitige 


1)  Der  Leser  findet  weitere  Details  in  der  Abhandlung  von  Pagani  im 
V.  B.  der  Mém.  cour.  par  VAcadémit  de  Belgique  (in  4°),  die  folgendes  Thema, 
das  als  Preisfrage  von  der  Akademie  im  Jahre  1824  gestellt  war,  beantwortete: 
„On  sait,  que  les  lignes  spiriques  ou  sections  annui aires  sont  des  courbes  for- 
mées  par  l'intersection  d'un  plan  avec  la  surface  engendrée  par  la  circonvolution 
d'un  cercle  autour  d'un  axe  donne  de  position;  on  demande  l'équation  generale 
de  ces  courbes  et  une  discussion  complète  de  cette  équation."  AI.  s.  ferner 
F.  Gomes  Teixeira,  Sobre  as  espiricas  de  Perseo  (Porto  Annaes,  LT,  1907). 

2)  S.  zwei  Briefe  an  Huygens  datiert  vom  4.  Sept.  und  19.  Okt.  1657,  ab- 
gedruckt im  B.  H  der  (Euvres  de  Huygens  (La  Haxe  1889)  S.  52  und  69;  vgl. 
F.  Gomes  Teixeira,  Sur  deux  manières  de  construire  les  spiriques  de  Perseus 
(Arch.  Math.  Phys.,  3e  Ser.,  XL  1906). 
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Hyperbel  (s.  Taf.  III,  Fig.  26)  mit  den  Achsen  ß|  und  ürj,  HC  und 
DE  seien  zwei  fest  angenommene  Parallelen  zur  Querachse  £lrj;  eine 
variable  Parallele  zur  andern  Achse  schneide  jene  beiden  Parallelen  und 
die  Kurve  bzw.  in  H,  F,  G;  man  nehme  auf  dieser  zwei  Punkte  I 
symmetrisch  in  bezug  auf  H  und  so,  daß  FG  •  GH  =  HI  ;  der  Ort 
der  Punkte  I  ist  eine   spirische  Linie."     Zum   Beweise    nehmen   wir 

an,  üaL  C9         9       7o      <.  $•       7 

g 2  —  y? 2  =  Je 2,     £  =  a,     l  =  b 

die  Gleichungen  der  Hyperbel  und  der  beiden  festen  Parallelen  seien. 
Nennen   wir   die  Koordinaten  von  1  x,  y    und   die  von  G  %,  vj,   so 

haben  wir  offenbar:  y'  =  rj,  +  HI=x—a,  FG  =  b  —  \,  GH=%  —  a, 
und  daher  wegen  der  Bedingung  der  Konstruktion 

(x'-aY  =  {b-l){t-a). 

Die  Gleichung  des  Ortes  von  I  erhält  man  durch  Elimination  von 
|  und  y\  aus  dieser  Gleichung  und  den  beiden  y  =  rj,  |2  —  rj2  =  Je2, 
und  diese  ist  daher 

[(x'-a)2  +  y'2  +  ¥  +  ab]2  -  0  +  &)%'2  +  fc2)  =  0. 

Setzt  man  nun 

x'—a  =  y,    y'=x,     le2  +  ab  =  p2 -{- d2  —  B2,     -~^—  =  d,     k=p, 

so  identifiziert  sich  diese  Gleichung  mit  (3).  Somit  ist  der  Slusesche  Satz 
bewiesen;  zu  gleicher  Zeit  sieht  man,  daß  die  zugehörige  Kurve  aus 

dem  Kreisringe  entsteht,  für  welchen  B  =  — - — ,  d  =     T"     ist,  wenn 

er  durch  eine  Ebene  im  Abstände  h  von  der  Achse  des  Ringes  ge- 
schnitten wird. 

63.  Zu  dieser  planimetrischen  Erzeugung,  die  kaum  nur  historisch 
bemerkenswert  ist,  fügte  Sieb  eck  vor  etwa  50  Jahren1)  eine  weitere 
hinzu,  die  noch  bemerkenswerter  ist  wegen  den  Folgerungen,  zu  denen 
sie  führt,  und  die  der  von  de  Sluse  vorzuziehen  ist,  weil  sie  noch 
elementarer  ist.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  nun  beschäftigen,  so  weit 
es  der  zur  Verfügung  stehende  Raum  gestattet. 

Gegeben  zwei  Punkte  A  und  B  im  Abstände  2e;  ist  P  ein  be- 
liebiger Punkt,  so  setzen  wir 

PA  +  PB  =  s,       PA-PB  =  d 

und  suchen  nun  in  einer  durch  die  Gerade  AB  gehenden  Ebene  den 
Ort  der  Punkte  P,  so  daß,  wenn  m  und  n  gegebene  Zahlen  sind, 

ms*  +  nd*  =  4:(? (8i) 

1)  S.  die  wichtige  Abhandlung  Über  eine  Gattung  von  Curven  vierten  Gra- 
des, welche  mit  den  elliptischen  Funktionen  zusammenhängen  (Grelles  Journ.  LVII, 
1860  und  LIX,  1861). 
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Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  als  x- Achse  die  Gerade  AB,  zum  Anfang 
den  Mittelpunkt  0  der  Strecke  AB.  Man  findet  dann  mit  aller 
Leichtigkeit,  daß  die  Polar-  bezw.  kartesische  Gleichung  der  betreffen- 
den Kurve  sind: 

[mg2  —  (1  —  m)er\\nQ2—  (1  —  n)e2~]  -J-  (m—  n)2e2Q2  ■  cos2o  =  0.     (9) 

\m{x2  +  if)  -  (1  - m)e2]  ■  [n(x2  +  y2)  -  (1  - n)e2] 

+  (m  —  n)e2x2  =  0 (10) 

J?ührt  man  in  (10)  die  angedeutete  Multiplikation  aus,  so  findet  man, 
daß  die  linke  Seite  die  Gestalt  der  linken  Seiten  von  Gleichung  (4) 
hat  und  mit  dieser  identisch  wird,  wenn  man  setzt: 

P  =  ~4 —  j      dÄ  =  —  - — ; — - — ,      B2  =  - — — — '—  ■ 

Diese  Beziehungen  zeigen,  daß  wenigstens  eine  der  Größen  d,p,B 
imaginär  ist;  daher  kann  die  aus  dem  oben  angegebenen  Ortsproblem 
resultierende  Kurve  nicht  durch  Schnitt  eines  Kreisringes  mit  einer 
reellen  Ebene  erhalten  werden.  Dennoch  ist  es  zweckmäßig,  sie  noch 
als  spirische  Kurve  zu  betrachten,  so  daß  dieser  Name  allen  durch 
die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  dargestellten  Kurven  beigelegt  wird,  auch 
wenn  eine  oder  mehrere  der  Konstanten  d,B,p  rein  imaginär  sind;  in 
>den  letzteren  Fällen  ist  die  Erzeugungsweise  des  Perseus  auf  reellem 
Gebiete  nicht  anwendbar,  während  die  von  Sieb  eck  angewendet 
werden  kann1). 

Die  Symmetrie  der  Gleichung  (10)  in  bezug  auf  m  und  n  zeigt, 
daß  die  von  ihr  dargestellte  Kurve  auch  die  durch  folgende  Gleichung 
ausgedrückte  Eigenschaft  besitzt: 

ns2  +  md?  —  4e2 (8n) 

die  aus  (8i)  durch  Vertauschung  jener  beiden  Zahlen  entsteht.  Sie 
liat  jedoch  noch  weitere.   Die  Gleichung  (10)  wird  nicht  geändert,  wenn 

~wir  bezüglich  m,  n,  e2  ersetzen  durch  1  —  n,  1  —  m, — -e2; 

nehmen   wir   nun  auf  der   Geraden  AB  zwei  Punkte  A',  B ',   so    daß 

ÖÄ=ÖB'=e]/{1-m){1-n)  und  setzen 
r  mn 

1)  Die  Bezeichnung  spirische  Linien  ist  in  einem  noch  weiteren  Sinne 
angewendet  worden  von  J.  de  la  Gournerie  (Mémoires  sur  les  lignes  spiriques, 
Liouvilles  Journ.  2.  Ser.  XIV,  1869),  der,  wie  Laguerre  (Sur  quelques  propriétés 
•des  lignes  spiriques;  Bull.  Soc.  philom.  1869  oder  (Euvres,  II,  Paris  1905,  S.  73 ff.) 
mit  diesem  Namen  jede  bizirkulare  in  bezug  auf  eine  Achse  symmetrische  Kurve 
vierter  Ordnung  bezeichnete.  Nehmen  wir  diese  Nomenklatur  an,  so  läßt  sich 
zeigen,  daß,  wenn  zwei  Strecken  auf  derselben  Geraden  gegeben  sind,  der  Ort 
der  Punkte,  von  denen  sie  unter  zwei  Winkeln  gesehen  werden,  deren  Summe 
konstant  ist,  eine  spirische  Linie  ist.  (S.  Ml  progréso  matemàtico  III,  1893, 
Question  75,  S.  187—89.). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.    I.  9 
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PA'+PB'=s,     PA-PB'=d',    A'B'=2e', 

so  entstellen  die  folgenden;  den  (81)  und  (811)  ähnlichen  Relationen: 

(l-»)s'2  +  (l-»K2  =  4e'2, (8iii) 

(1  -m)s'2  +  (1  -  n)d'2  =  4e'2 (8iv) 

Somit  haben  wir  im  ganzen  vier  Arten,  eine  spiri  sehe  Kurve  nach 
der  Siebeckschen  Methode  zu  erzeugen.  Es  gibt  jedoch  noch  vier 
andere.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

Wii-^  +  ^U     M={1-m){1-n)e\    tf-^S-V,      (11) 

\    n  m    )    '  mn  '  mn         '        v    7 

so  wird  die  Gleichung  (6)  zu 

(a*  +  y*y-L(x*  +  y*)  +  M  +  Nx*  =  0.    .     .     .     (10') 
Schreiben  wir  sie  nun  in  folgender  Weise: 

(x2  +  y2f  -  (L- N)(x2  +  y2)  +  M -  Ny2=  0, 

so  haben  wir  eine  Gleichung,  die  aus  der  vorigen  entsteht,  durch 
Wechsel  der  Variabein  und  Vertauschung  der  Konstanten  L  und  M 
mit  L  —  N  und  —  N.  Es  gibt  daher  auf  der  ^/-Achse  noch  zwei 
andere  Punktepaare  C,  D  und  C,  D'  mit  dem  gemeinsamen  Mittel- 
punkte 0,  die  in  bezug  auf  die  spirische  Linie  dieselbe  Eigenschaft 
besitzen  wie  die  Paare  A,  B  und  A',  B'.  Der  Kürze  wegen  wollen 
wir  die  zu  je  zweien  zusammengehörenden  Punkte  A,  B;  A\  B';  C,  D-7 
C,  J)'  die  Stützpunkte  der  spirischen  Linie  nennen1).  Um  die 
Realität  derselben  zu  untersuchen,  bemerken  wir,  daß  durch  Elimi- 
nation der  Konstanten  m  und  n  aus  (7)  eine  Gleichung  erhalten  wird, 
die  zu  Wurzeln  die  Abszissen  der  vier  zur  x- Achse  gehörenden  Stütz- 
punkte hat,  diese  Gleichung  ist 

é  +  Ce2  +  M  =  0,     wo    C=L-Li^M.      .     .     (12) 

Vertauschen  wir  in  dieser  L  und  N  bzw.  mit  L  —  N  und  —  N,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung,  welche  als  Wurzeln  die  Ordinaten  der 
vier  anderen  Stützpunkte  enthält;  diese  lautet: 

f*-Cf*  +  Jf=0 (13) 

Eine  der  Wurzeln  e2  von  (12)  ist  reell  und  positiv,  da  sie  das 
Quadrat  der  halben  Strecke  AB  ist,  die  von  den  Punkten  A  und  B 
begrenzt  wird,  von  denen  wir  ausgegangen  sind;  die  andere  ist  daher 
immer  reell,  aber  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  M  >  0.  Demnach 
sind  die  beiden  Stützpunkte  Ä  und  B'  reell  oder  konjugiert  imaginär,  je 

nachdem  M  =  (1 ]  (l )e4  >  0  ist,  d.  h.  je  nachdem  m  und  n 

1)  Siebeck  zog  den  Namen  Brennpunkte  vor. 
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beide  größer,  oder  beide  kleiner  als  1  sind,  oder  das  eine  größer 
und  das  andere  kleiner  ist.  Da  nun  (12)  in  (13)  übergebt,  wenn 
man  e2  durcb  —  f2  ersetzt,  so  entsprechen  den  beiden  reellen  Stütz- 
punkten A,  JB  immer  zwei  konjugiert  imaginäre.  Was  nun  die  beiden 
letzten  C,  T>'  angebt,  so  sind  diese  imaginär  oder  reell,  je  nachdem 
M  >  0.  Hieraus  ergibt  sich ,  daß  auf  Grund  der  Realität  der  Stütz- 
punkte alle  durch  die  Gleichung  (10')  dargestellten  Kurven  sich  in  zwei 
Kategorien  scheiden: 

Kurven  I.  Art,  -M">0;    vier  reelle  Stützpunkte,  in  einer   geraden 

Linie  und  zwei  Paare  konjugiert  imaginäre 
auf  der  anderen. 

„  II.  „  ,  M  <  0;  vier  reelle  Stützpunkte,  zwei  auf  einer  Ge- 
raden und  zwei  auf  einer  anderen;  und 
analog  vier  imaginäre  zu  Paaren  konjugiert. 

Eine  dritte  Art  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  M  =  0,  und  daß  sie 
in  der  Mitte  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

64.  Auf  die  Kurven,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen,  trifft 
man  bei  geometrischen  Fragen,  die  nicht  ohne  Wichtigkeit  sind. 
Folgendes  Beispiel  möge  dies  zeigen1):  Gegeben  ein  zentrischer  Kegel- 
schnitt  F.  .     .ax,  +  ßy*  =  1. (14) 

man  betrachte  den  Ort  eines  Punktes,  so  beschaffen,  daß  die  von  ihm 
an  die  Kurve  P  gezogenen  Tangenten  einen  gegebenen  Winkel  ft 
bilden;  dieser  wird  die  isoptische  Kurve  (vgl.  Abschn.  VII,  Kap.  9) 
des  gegebenen  Kegelschnittes  vom  Winkel  fi  genannt.  Um 
deren  Gleichung  zu  finden,  beachte  man,  daß  die  an  r  vom  Punkte 
{x,  y')  gezogenen  Tangenten  zusammen  durch  die  Gleichung: 

aß(xy'  —  x'y)2  —  cc(x  —  x")2  —  ß(y  —  ?/)2  =  0 
dargestellt  werden.     Wenn  wir  daher  die   einzelnen  Tangenten  durch 

y  —  y  =  a(x  —  x') ,  y  —  y  ==  a"(x  —  x')} 
darstellen,  so  wird  man  haben: 

a  +  a   = v2 ,      a  ■  a    =  -w  -^ — r  • 

1  —  ccx  *7  p   axz —  1 

Ziehen  wir  nun  die  im  Problem  angegebene  Bedingung  hinzu,  so  ist 

,    2     _  /  a  —  a"y_     4:ccß(ccxs  +  ßy' *—  1) 

Schreiben  wir  statt  x',  y   jetzt  x,  y,  so  ist 

\a  -f  ß  -  aß(x2  +  y2)f  tg2  tu  -  ±ecß(ccx2  -f  ßy2  -  1)  =  0       (15) 

1)  S.  den  zweiten  Teil  der  angeführten  Arbeit  von  Sieb  eck. 

9* 


132  IH-  Abschnitt:  Kurven  vierter  Ordnung. 

die  gesuchte  Gleichung  der  isoptischen  Kurve.  Führen  wir  die  an- 
gedeutete Quadrierung  aus  und  setzen 

^        atgVT05T/5'  \cc  ß)\cc  ß   ^  (ß  —  a)  sin V/  ' 

so  stimmt  (15)  mit  (10')  überein;  die  isoptischen  Kurven  der  Kegel- 
schnitte sind  also  spirisene  Linien.  Vermöge  der  Gleichung  (12) 
werden  die  Stützpunkte  von  (15),  die  auf  der  x- Achse  gelegen  sind 
durch  folgende  Relationen  bestimmt: 

Ö2*=  Ö£2  =  e2  =  --+, 

a  ß  7 

ÖT'2=  ÖB"«  e'*-- -4- +  75 ™-i      .    .     (17) 

o;  ß     '    (ß  —  a)  sur  w  '  v     ' 

daher  fallen  zwei  derselben  mit  den  beiden  (reellen  oder  imaginären) 
auf  dieser  Achse  gelegenen  Brennpunkten  zusammen.  Die  Existenz  der 
vier  andern  Stützpunkte  auf  der  y-Achse  von  (15)  führt  zu  der  Ver- 
mutung, daß  dieselbe  Kurve  auch  aufgefaßt  werden  könne  als  die 
isoptische  Kurve   eines  anderen  Kegelschnittes  F 

äx2  +  ßy*  -  1 (18) 

Man  findet  in  der  Tat 

und  als  konstanten  Winkel  jü.  einen  solchen,  daß 

££-■£.      (20) 

Jede  isoptische  Kurve  eines  Kegelschnittes  71  ist  auch  die  isop- 
tische eines  anderen  IT.     Da  nun  die  Gleichungen  (19)  ergeben,  daß 

Ì  +  i  -  0 


a 


so  ist,  wenn  F  eine  Ellipse,  F  eine  Hyperbel  und  umgekehrt;  über- 
dies sind  die  gleichnamigen  Achsen  derselben  Kurven  proportional. 
Heben  wir  schließlich  noch  das  Auftreten  der  spirischen  Linien 
in  der  geometrischen  Darstellung  der  komplexen  Variabein  und  ihrer 
Funktionen  hervor1).  Stellen  wir  in  üblicher  Weise  in  zwei  Ebenen 
ft  und  6  die  Variabein  z  =  x  -\-  iy  und  w  =  u  -f-  iv  dar  und  nehmen 
an,  daß  zwischen  den  Variabein  selbst  die  Relation  bestehe: 

w  =  sn  z     oder     u  -+-  iv  =  sn  (x  -f-  i^) . 

1)  Außer  der  o.  a.  Abb.  von  Siebeck  siehe  G.  Holzmüller,  Einführung 
in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  und  der  honformen  Abbildungen 
(Leipzig,  1882)  S.  256  ff. 
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P  sei  der  Punkt  (der  Ebene  a)  mit  den  Koordinaten  u,  v\  F  und  F' 
seien  die  Punkte  der  w-Achse,  die  vom  Anfang  den  Abstand  ±  1  haben. 
Dann  haben  wir 

PF2  =  [1  —  sn  (x  -f  iyj]  [1  —  sn  (x  —  iy)], 
PF2=  [1  -f  sn  (x  +  iy)]  [1  -f-  sn  (x  —  iyj] , 
oder  auch  mit  Anwendung  bekannter  Formeln 

-=-=       sn  x  dn  iy  —  cn  iy         ==,        sn  x  dn  iy  +  cn  iy 
yl  —  k*sn*xsn*iy  yl  —  W  sn*  x  sn*iy 

und  infolgedessen 


s  =  PF+PF'  = 


d=PF-PF 


yl  —  Je*  sn*  x  sn*  iy 
2  cniy 


yl  —  k*  sn*  x  sn*  i\ 
Durch  Elimination  von  x  aus  diesen  erhält  man 

d*  k*sn*iy 


(21) 


cn*iy         dn*  iy 
oder  auch 


4, 


Dies  ist  die  Gleichung  derjenigen  Kurven  in  der  Ebene  6,  die  den 
Geraden  y  =  const.  der  Ebene  %  entsprechen;  wegen  der  Gleichung  (8) 
sind  diese  spirische  Linien. 

Wenn  man  dagegen  y  aus  (21)  eliminiert,  so  erhält  man 

dn*x   f^Vc**^^  (2g) 


ic'*snx  lcri 

welche  Gleichung  die  oo1  spirischen  Linien  der  Ebene  6  darstellt,  die 
den  Geraden  x  =  const.  der  Ebene  %  entsprechen.  Benutzen  wir  nun 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  isogonalen  Transformationen  und 
beachten,  daß  die  Linien  y  =  const,  x  =  const.  in  der  ersten  Ebene  it 
ein  doppeltes  orthogonales  System  bilden,  so  können  wir  folgern, 
daß  die  Gleichungen  (22),  (23)  ein  doppeltes  orthogonales 
System  von  spirischen  Linien  bilden. 

Zu  ähnlichen  Resultaten  führt  die  Betrachtung  der  anderen  ellip- 
tischen Funktionen  cnz  und  dnz. 

65.  Die  spirischen  Linien  mit  einem  Doppelpunkte,  die  wir  von 
unserer  vorhergehenden  Betrachtung  mit  Absicht  fast  gänzlich  aus- 
geschlossen haben,  wurden  neuerdings  von  einem  besonderen  Gesichts- 
punkte aus  betrachtet,  welchen  wir  nicht  gut  übergehen  können. 
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Gegeben  zwei  Punkte  F1  und  _F2  im  Abstände  2  c  mit  dem  Mittel- 
punkt 0,  außerdem  eine  Konstante  f-  der  Ort  der  Punkte  M  so  be- 
schaffen, daß 


MFt'  •  MFJ  =  c4  +  f2  ■  OW 

ist  eine  Kurve,  die  J.  Booth  untersucht  bat1),  und  der  ihr  den  Namen 
Lemniskate  gegeben  hat;  um  sie  von  anderen  Kurven,  die  denselben 
Namen  erhalten  haben,  zu  unterscheiden,  nennen  wir  sie  die  Lemnis- 
kate von  Booth.  Aus  der  angegebenen  Definition  ergibt  sich  so- 
gleich, daß  die  Kurve  folgende  Gleichung  in  kartesischen  Koordi- 
naten hat     ^Jry^  =  ^±f2jr2c^x%  +  {±p_2c^yK    m    m    ^24) 

Sie  ist  daher  eine  spirische  Linie,  die  in  0  einen  doppelten  Infiexions- 
punkt  hat  und  verschiedene  Gestalten  darbietet  je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  f2  und  nach  der  relativen  Größe  der  Konstanten  f  und  c, 
wie  wir  jetzt  ausführen  wollen. 

I.  "Wir  geben/'2  das  Vorzeichen  -f  ;  dann  wird,  wenn  f~>c^2,  und 
f2  -f-  2  c2  =  a2,  f2  —  2  c2  =  &2  gesetzt  wird,  die  Gleichung  (24)  zu 

(f  +  «/2)2  =  ay  +  6y,  wo  a2>&2  .  .  .  (24i) 
und  stellt  dann  eine  elliptische  Lemniskate  von  Booth  dar.  Wenn 
aber  f=  cY2,  so  stellt  (24)  die  beiden  Kreise  x2  -f-  y2  +  2  c  —  0  dar. 
Wenn  endlich  /"<  c]/2,  so  geht,  wenn  man  f2  -\-2c2  =  a2,  2c2—f2  =  b2 
setzt,  (24)  über  in 

{p?  -j-  ^)2  =  a2x2  _  hy}     wo     «*<&*..     .     (24n) 

und  diese  gehört  einer  hyperbolischen  Lemniskate  von  Booth  an2). 

IL  Im  Falle  f=*0,  wird  (24)  zu  (x2  +  y2)2  =  2c2(x2  -  y2),  und 
wir  werden  (in  Nr.  93)  sehen,  daß  sie  eine  Bernoullische  Lemniskate 
darstellt. 

III.  Geben  wir  schließlich  dem  f  das  —  Vorzeichen,  so  müssen 
wir,  um  eine  reelle  Kurve  zu  erhalten,  annehmen,  daß  2c2  >  f2]  setzen 
wir  zufolge   dessen  2  c2  —  f2  =  a2  und  2  c2  -j-  f2  =  b2,  so  wird  (24)  zu 

(x2  +  y2)2  =  a2x2  —  b2y2,     wo     a2  >b2,       .     .     (24m) 

die  auch  eine  hyperbolische  Lemniskate  darstellt. 

Überhaupt   kann    Gleichung    (24)    immer    auf   eine    der   Formen 

(x*  4-  r?  =  a2x2  ±  &y 

gebracht  werden;  ihnen  entsprechen  folgende  Polargleichungen 

q2  =  a2  cos2  «  +  b2  sin2  o,3) (25) 

1)  A  treatise   on   some  new  geometrical  methods  I  (London,  1877)    S.  162  ff. 

2)  J.  Neuberg  zog  den  Namen  Lemniskatoide  vor  (Sur  quelques  sy stèmes 
de  tiges  articulées,  Liege  1886,  S.  36). 

3)  Diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  Boothschen  Lemniskaten  zur  Klasse  der 
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und  diese  zeigen;  daß  die  fraglichen  Kurven  auch  erhalten 
werden  durch  eine  Transformation  vermittelst  reziproker 
Radien  mit  dem  Zentrum  0  und  der  Potenz  h2  aus  Kegel- 
schnitten,  deren  Gleichung  a2x2  +  b2y2  =  Té.  Es  ist  dann  leicht 
•einzusehen  (und  wir  werden  dies  Nr.  270  beweisen),  daß  die  Booth- 
schen  Lemniskaten  auch  Fußpunktkurven  von  Ellipsen  oder 
Hyperbeln  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  sind.  Für  die  wirk- 
liche Zeichnung  der  hier  betrachteten  Kurven  erweist  sich  jedoch 
nützlicher  ein  Verfahren,  welches  aus  folgendem  Satze  hervorgeht: 
„Gegeben  ein  Kreis  (Taf.  III,  Fig.  27,  a,  b,  c)  mit  dem  Zentrum  C  und 
dem  Radius  R  und  ein  Punkt  seiner  Ebene  0  im  Abstände  d  von  0; 
auf  jeder  durch  0  gezogenen  Geraden  trage  man  eine  Strecke  OP 
gleich  der  auf  dieser  Geraden  vom  gegebenen  Kreise  ausgeschnittenen 
Sehne  MN  ab;  der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Lemniskate  von 
Booth,  elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nachdem  0  innerhalb  oder 
außerhalb  des  Kreises  liegt."  Aus  der  obigen  Definition  ergibt  sich, 
daß  q  =  R  ~\/R2  —  d2  sin2  a  die  Polargleichung  und  (x2  -f-  y2)2  = 
4  [R2x2  -+-  (r2  —  d2)  y2]  die  kartesische  Gleichung  des  Ortes  von  P  ist. 
Man  sieht  hieraus,  daß  dieser  im  allgemeinen  wirklich  eine  Boothsche 
Lemniskate  ist,  aber  im  Spezialfälle  d  =  R  ]/2  (Fig.  b)  ist  die  resul- 
tierende Kurve  eine  Bernoullische  Lemniskate  und  die  angegebene 
Konstruktion  geht  auf  eine  andere  zurück,  die  man  Maclaurin  zu- 
schreibt1). 

Beachtet  man  ferner  noch,  daß  die  Gleichungen  (24 1,  II,  in)  auch 
durch  Elimination  von  2  aus  den  beiden  Gleichungen 

a?x2  +  b2y2  =  k202,        x2  +  y2  =  ~kz 

erhalten  werden,  so  wird  man  mit  Booth  schließen,  daß  die  be- 
handelten Knrven  auch  als  Orthogonal-Projektionen  der  Schnittlinien 
eines  Paraboloids  mit  einem  Rotationskegel  mit  gemeinsamer  Achse 
nnd  Scheitel  betrachtet  werden  können,  wenn  die  Projektion  anf 
eine  zn  dieser  Achse  senkrechte  Ebene  geschieht.  Vergleicht  man 
schließlich  die  Gleichungen  (24 1,  n,  in)  mit  (4),  so  sieht  man:  Die 
elliptische  Lemniskate   erhält  man   aus  der  sich  durchschneidenden 

CT2 

Spire,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  mit  dem  Radius  — . 

um  eine  Achse  entstanden  ist,  die  von  seinem  Mittelpunkte  die  Ent- 

-i/ß2         fo2 

fernung  - — - —  hat,  wenn  man  sie  mit  einer  Ebene  schneidet,  die 


von  Tortolini  in  dem  Aufsatze  Alcune  proprietà  delle  curve  algebriche  rappresen- 
tate dall'  equazione  polare  rìn  =  A  cos"@  -f-  B  sin"  (9  (Ann.  di  Matem.  VI,  1864) 
untersuchten  Kurven  gehören. 

1)  Vgl.  Aubry,  Journ.  math.  spéc.  4e  Ser.  V,  1896,  S.  155. 
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b* 

von  der  Rotationsachse  die  Entfernnng  y  ,_6>hat.  Die  hyperbolischen 
Lemniskaten  (24ii,m)  hingegen  kann  man  aus  der  offenen  Spire 
ableiten,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  mit  dem  Radius 


2}/a2-{-b* 

T/a2    I     frS- 

um  eine  Achse,  die  von  seinem  Mittelpunkte  die  Entfernung  - — ^— 
hat,  entstanden  ist,  wenn  man  sie  mit  einer  Ebene  schneidet,  die  von 

b2 

der  Rotationsachse  die  Entfernung  — ,  hat. 

ö  2}/a2  +  b2 
Die  Rektifikation  der  Lemniskate  von  Booth  hängt  ab  von  ellip- 
tischen Integralen  erster  und  dritter  Gattung.  Man  kann  wohl  sagen, 
daß  sie  eben  wegen  dieser  Eigentümlichkeit  sowohl  die  Aufmerksamkeit 
des  genannten  englischen  Geometers,  als  auch  die  von  B.  Tortolini 
auf  sich  gezogen  hat1),  der  unabhängig  von  jenem  die  hyperbolische 
Lemniskate  untersuchte  und  die  Halbierung  und  die  Dreiteilung  eines 
Quadranten  derselben  ausführte  und  zeigte,  daß  es  auf  ihr  Paare  von 
Bogen  gibt,  deren  Differenz  gleich  einem  Kreisbogen  ist. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Konchoide  des  Nikomedes. 

66.  Ungefähr  ein  Zeitgenosse  des  Erfinders  der  spirischen  Linien, 
ist  Nikomedes,  ein  Geometer,  der  wenig  bekannt  ist  und  zwischen 
250  und  150  v.  Chr.  gelebt  haben  soll.  Ihm  verdankt  man  die  Idee,  die 
Untersuchung  und  zwei  wichtige  Anwendungen  (auf  die  Würfelver- 
doppelung und  die  Dreiteilung  des  Winkels)  einer  interessanten  Kurve 
vierter  Ordnung,  Konchoide  oder  Kochloide  (von  xóyxi],  Muschel) 
oder  Muschellinie  genannt,  wegen  der  Gestalt,  die  sie  zeigt2).  Ihre 
Definition  ist  folgende:  „Gegeben  ein  fester  Punkt  0,  der  Pol,  eine 
feste  Gerade  r,  die  Basis  und  eine  Strecke  l,  das  Zwischenstück; 
man  ziehe  einen  beliebigen  Strahl  durch  0,  der  r  in  M  schneidet 
(s.  Taf.  IV,  Fig.  28,  a,  b,  c),  von  M  aus  trage  man  auf  ihm  MP=l  in 
der  Richtung  OM  ab;  der  Ort  aller  Punkte  P  ist  jene  Kurve,  welche 
die  Alten  erste  Konchoide  nannten,  die  Roberval  chonchoide  de 
dessus  nannte3),  und  die  im  Dictionnaire  des  sciences  mathématiques 

1)  S.  zwei  Aufsätze  im  Giornale  arcadico  (Rom,  1844)  und  Rivista  scientifica 
(Rom,  1845)  zusammengefaßt  und  erweitert  in  der  Abhandlung  Sulla  divisione 
degli  archi  di  una  curva  di  quart'  ordine  rappresentata  dall'  equazione  (x2 -\-  y2)2  = 
a2x2  —  b2y2.    (Mem.  Soc.  Ital.  Scienze,  2.  Serie  I,  18G2). 

2)  Die  hauptsächlichsten  Stellen  bei  den  alten  Schriftstellern  über  die- 
Konchoide  finden  sich  gesammelt  in  dem  schon  zitierten  Buche  des  Verfassers,. 
Le  scienze  esatte  nelV  antica  Grecia,  II.  Buch,  Nr.  71 — 72. 

3)  Siehe  die  früher  zitierten  Observations  sur  la  compos.  des  mouv. 
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von  Montferrier  mit  dem  Namem  conchoide  citérieure  bezeichnet,. 
ist1)."  Wenn  man  dagegen  die  Strecke  MF  =  l  nach,  der  anderen 
Seite  hin  abträgt,  so  wird  eine  andere  Kurve  erzeugt;  die  wahrschein- 
lich von  den  Alten  auch  betrachtet  ist,  der  Roberval  und  Montferrier 
bezüglich  die  Namen  conchoide  de  dessous  oder  conchoide  ul- 
térieure  gaben.  Die  beiden  eben  definierten  Kurven  bilden  nach 
unserer  Anschauung  eine  einzige  Kurve.  Nehmen  wir  0  als  Pol,  di& 
von  0  auf  r  gefällte  Senkrechte,  deren  Länge  =  a  sein  möge,  als 
Polarachse,  so  wird  eine  solche  Kurve  in  Polarkoordinaten  dargestellt 

durch  die  Gleichung  „ 

B  p  =  -^  +  Z (1) 

v         cosca  v  J 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  wird  sie 

(x-af(x2  +  y2)-l2x2  =  0.2) (2) 

1)  Bd.  I  (Bruxelles  1338)  S.  353. 

2)  Für  die  Anwendung  der  Polarkoordinaten  auf  die  Diskussion  der  Kurven 
soll  ihre  gewöhnliche  Definition  modifiziert  und  durch  folgende  ersetzt  werden. 

Man  betrachte  in  der  Ebene  einen  festen  Punkt  0  und  einen  festen,  von 
ihm  ausgehenden  Halbstrahl  a  und  stelle  sich  vor,  daß  ein  anderer  Halbstrahl 
sich  um  0  von  der  Lage  a  aus  drehe  und  in  dem  als  positiv  angenommenen 
Sinne  rotiere  (oder  im  entgegengesetzten).  Dann  haben  wir  auf  jeder  seiner 
Lagen  unendlich  viele  Punkte  M  und  ebensoviele  auf  dem  entgegengesetzten 
Halbstrahle,  die  wir  mit  M  bezeichnen  wollen.  Um  nun  die  Lage  eines  Punktes 
M  festzulegen,  nehmen  wir  die  Größen 

q  =  -f-  Länge  OM,        co  =  Winkel  (ar), 
dagegen,  um  die  Lage  eines  der  Punkte  M  zu  bestimmen,  die  Größen 

p  =  —  Länge  OM,        co  =  Winkel  (ar). 

Infolgedessen  haben  alle  Punkte  eines  Halbstrahles  die  erste  Koordinate  positiv,, 
die  des  entgegengesetzten  Halbstrahls  aber  negativ;  und  umgekehrt,  wenn  ein 
Punkt  die  erste  Koordinate  negativ  hat,  so  liegt  er  auf  dem  entgegengesetzten 
Halb  strahle. 

Diese  Bestimmungen  sind  im  Texte  fortwährend  angewendet  worden,  und 
hier  soll  eine  nützliche  Folgerung  angeführt  werden,  zu  der  ihre  Anwendung 
führt.  Die  Konchoide  des  Nikomedes  pflegt  man  gewöhnlich  durch  die  Gleichung 

e  =  ^  +  ? (I) 

cos  co  — 

darzustellen  ;  aber  das  doppelte  Vorzeichen  kann  man  nun  unterdrücken,  wenn 
man  die  Polarkoordinaten  in  unserem  Sinne  nimmt.  Betrachten  wir  nämlich 
die  Gleichung 

e  =  -^  +  z (II) 

COSüJ 

und  erteilen  dem  co  einen  bestimmten  Wert  a,  so  folgt  p^  =  4-  l.   wel- 

°      a  cosce     ' 

ches   einen    Punkt    Mx    bestimmt  auf   dem  Halbstrahle,    für    welchen  (ar)  —  cc. 

Geben  wir  dem  co  den  Wert  n  -\-  a,  so  erhalten  wir 


'  =  -(—-'); 

\  cos  a         )  7 
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Die  Konchoide  des  Nikomedes  ist  demnach  eine  Kurve  vierter 
Ordnung,  die  durch  die  zyklischen  Punkte  der  Ebene  geht;  im  Un- 
endlichen besitzt  sie  einen  Berührungsknoten  (Selbstberührungspunkt) 
mit  der  Geraden  r  als  zugehöriger  Tangente;  damit  ist  bewiesen,  daß 
die  Konchoide  sich  ihrer  Basis  asymptotisch  nähert,  was  schon  die 
Alten  hervorgehoben  hatten.  Der  Pol  ist  immer  ein  Doppelpunkt  der 
Kurve,   und   genauer   gesagt,   ein  Knoten,   eine  Spitze  oder  isolierter 

Punkt,  jenachdem  Z=a;    daraus  geht  hervor,    daß   der   zweite  Zweig 

der  Kurve  drei  verschiedene  Formen  annehmen  kann,  die  wahrschein- 
lich den  Namen  zweite,  dritte  und  vierte  Konchoide  entsprechen, 
die  Pappus  erwähnt,  ohne  deren  Bedeutung  zu  erklären.  Im  Falle 
l  >  a  haben  die  beiden  Kurvenzweige  in  0  die  durch 


ausgedrückte  Krümmung. 

Die  große  Berühmtheit  der  Konchoide  bewirkte,  daß  man  auf 
eie  alle  Methoden,  Tangenten  und  Normalen  von  Kurven  zu  kon- 
struieren anwandte,  die  zugleich  mit  der  analytischen  Geometrie  er- 
funden wurden.  Unter  diesen  wollen  wir  vor  allen  die  von  Descartes 
erwähnen1),  ohne  uns  mit  deren  Wiedergabe  aufzuhalten,  da  sie  der 

folgenden,    die   sich   auf  die  Betrachtung  der  Polar- Subnormale   -=-^- 

&  '  ö  da 

stützt,  weit  nachsteht.   Aus  Gleichung  (1)  ergibt  sich  nämlich  folgende 

d  q  sin  co 

da  cos2 co  ' 

sie  zeigt,  daß  wenn  man  in  0  die  Senkrechte  zu  OP  errichtet  und 
in  M  die  Senkrechte  auf  r,  diese  sich  in  einem  Punkte  N  schneiden, 
derart,  daß  durch  N  die  Normalen  an  die  Konchoide  in  den  zwei 
Punkten  gehen,  die  dem  Radiusvektor  OM  angehören;  es  ist  also 
nichts  leichter  als  diese  Normalen  und  demnach  die  zugehörigen 
Tangenten  zu  konstruieren.  Überdies  wurde  die  Aufsuchung  der 
Tangenten  an  die  Konchoide  von  Fermat  dem  Roberval  aufgegeben 
in  einem  Briefe  vom  22.  Sept.  16362);  Roberval  antwortete  am 
11.  Oktober  desselben  Jahres,  teilte  mit,  daß  er  sich  schon  mit  der- 
artigen Fragen  beschäftigt  habe,  die  er  mit  biquadratischen  Gleichungen 


dementsprechend  erhalten  wir  einen  Punkt  Mi}  der  auf  dem  entgegengesetzten 
Halbstrahl  mit  der  Anomalie  n  -\-  a  Hegt,   das  ist  also  auf  dem  ursprünglichen 

im  Abstände l.    Die  Punkte  M,,  M9  sind  also  dieselben,  die  man  durch 

cos  co  1        * 

Anwendung  der  gewöhnlichen  Gleichung  (lì    erhält;    man   kann    also   an  Stelle 

derselben  durchaus  (II)  anwenden. 

1)  La  geometrie,  nouvelle  édition  (Paris,  188G)  S.  41. 

2)  (Euvres  de  Fermat  II  (Paris,  1894)  S.  72. 
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verknüpfte  und  bezeichnete  zwei  Punkte  (die  Wendepunkte?)  „par 
lesqueües  on  ne  peut  mener  des  tangentes"1).  Diese  Bemerkung  er- 
regte nicht  mit  Unrecht  die  Verwunderung  Fermats,  der  am  4.  Nov. 
1636  erwiderte:  „j'ai  peur  que  vous  aurez  équivoqué"2)  und  setzte 
dann  die  von  ihm  erdachte  Konstruktion  der  Tangente  auseinander; 
es  ist  dieselbe,  die  man  im  Anhange  seines  berühmten  Methodus  ad 
disquirendam  maximam  et  minimam  findet3).  Es  ist  wohl  zu  be- 
achten, daß  Fermat  sich  daselbst  ausschließlich  mit  der  ersten  Kon- 
choide beschäftigte  —  er  bemerkt  daselbst,  Pappus  und  Eutokius 
(oder  deren  Herausgeber?)  hätten  die  Kurve  irrtümlicherweise  konvex 
gegen  den  Pol  dargestellt4)  — ;  aber  auf  eine  der  anderen  weist  er 
hin  in  dem  Briefe  an  Roberval  vom  16.  Dezember  1636,  in  welchem 
die  Frage  vorgelegt  wird:  „trouver  une  tangente  à  un  point  donne  en 
la  seconde  conchoide  de  Nicomède"5).  In  welcher  Weise  Roberval 
diese  gelöst  hat,  ersieht  man  aus  den  §§  IV  und  V  seiner  Observations 
sur  la  composition  des  mouvements  et  sur  les  toucliantes  des  lignes  courbes6), 
Vo  die  kinematische  Methode,  die  seinen  Namen  trägt,  sowohl  auf 
die  obere  als  auch  die  untere  Konchoide  angewendet  wird;  der  Kürze 
wegen  begnügen  wir  uns  damit,  auf  diese  Anwendung  hinzuweisen. 
67.    Holen  wir  die  Gleichung  (1)  hervor,  so  können  wir  daraus 


ableiten: 


a  -\-l  ■  cos  o ,       y  =  a  •  tg  co  -\-  l  •  sin  a . 


(3) 


Diese  Gleichungen  zeigen,  daß,  wenn  die  drei  Punkte  («),  (/3),  (y)  der 
Konchoide  in  gerader  Linie  liegen  sollen,  man  haben  muß: 


oder 


oder  auch 


a  -\- 1  cosce  a  tg  ce  -f-  l  sin  a 
a  -\-l  cos/3  a  tg  ß  +  l  sin/3 
a-\-lcosy     atgy  +  Zsinj' 

cos  a  atgu  -\-l  sin  a  1 
cos  ß  a  tg  ß  -f  l  sin  ß  1 
cos  y     a  tg  y  -f-  l  sin  y     1 


0 


cos« 

tg« 

l 

cos/3 

tg/» 

l 

+  i 

cosy 

tgy 

l 

cos  ce  sin  a  1 
cos/3  sin/3  1 
cos  y     sin  y     1 

Diese  Determinanten  haben  nun  bzw.  die  Werte7): 

1)  Das  S.  82. 

2)  Das.  S.  86. 

8)  Das.  I.  (Paris,  1891)  S.  160  und  III.  (Paris,  1896)  S.  142. 

4)  Das.  Bd.  II,  S.  87. 

5)  Das.  S.  94. 

6)  Mémoires  de  VAcadémie  des  sciences  VI  (Paris,  1730). 

7)  Für  die   Berechnung   dieser    sowie   ähnlicher   Determinanten   siehe    die 
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2  sin  A  (ß— y)  •  sin  i  (y — a)-sini(o: — y)  \         ,a  ,     \   .  /     r     \   ,         /     ,  o\     -i  1 

cosa  •  cosß  •  cosy  l        vr     ' J  y'        J  \     '  rs        j  r 

4sin  \  (ß  —  y)-  sin  £  (y  —  cc)  ■  sin  £  (a  —  /3) , 

daher  wird  die  vorhergehende  Gleichung,  befreit  von  dem  nicht  ver- 
schwindenden Faktor  2  sin  -\  (ß  —  y)-  sin  \  (y  —  cc)  •  sin  %  (cc  —  ß) ,  lauten: 

a  [cos  (ß  +  y)  +  cos  (y  +  a)  -f-  cos  (a  -f-  ß)  —  1] 

+  2? cosa  •  cosß  ■  cosy  =  0 (4) 

Setzen  wir  hierin  a  =  ß  =  y  =  A,  so  erhält  man 

a  (3  cos  21  -  1)  +  21  cos3  A  =  0, 

oder  auch 

l  cos3  A  +  3<zcos2A  —  2a  =  0 (5) 

Setzen  wir  cos  A  =  — ,    so  wird   diese  2au3  —  Sau  —  l  =  0:    demnach 

hat  diese  Gleichung:  I.  für  a>Z  drei  reelle  Wurzeln,  aber  eine  ist 
davon  auszuschließen,  da  sie  nicht  zwischen  —  1  und  +  1  liegen  darf; 
IL  für  a<J>  nur  eine  reelle  Wurzel.  Demnach  hat  die  Konchoide 
mit  Knotenpunkt  zwei  reelle  Wendepunkte,  die  mit  isoliertem  Punkte 
vier,  und  die  mit  Spitze  nur  noch  zwei.  Eine  geometrische  Konstruk- 
tion der  Wendepunkte,  jedoch  ohne  Beweis,  wurde  von  Huygens  in 
dem  Briefe,  den  er  am  23.  Okt.  1653  an  Fr.  van  Schooten  schrieb, 
gegeben1)  und  veröffentlicht  im  zweiten  Bande  von  Chr.  Hugenii 
Opera  varia  (Lugduni  Batav.,  1724);  sie  ist  so  elegant,  daß  es  sich, 
der  Mühe  lohnt  sie  darzulegen. 

Bezeichnen  wir  mit  x  die  Abszisse  eines  Wendepunktes,  so  haben 

wir  wegen  der  zweiten  von  den  Gleichungen  (3),  cosA  = — ; —  und 

daher  wird  die  Gleichung  (5) 

x3-3a2x  +  2a(a2-l2)  =  0 (6) 

Diese  Gleichung  bezeugt,  daß  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  der 
Konchoide  im  allgemeinen  ein  Problem  dritten  Grades  ist2);  wenn 
jedoch  l2  =  2  a2,  so  wird  die  vorige  Gleichung 

(x  +  a)  (x2  —  ax  —  2  a2)  =  0, 

und  also  wird  in  diesem  Falle  —  wie  Huygens  selbst  bemerkte  — 
die  Aufgabe  eine  quadratische.  Um  den  allgemeinen  Fall  graphisch 
zu  lösen,  wenden  wir  die  von  Descartes  zur  Lösung  jeder  Gleichung 

ax  +  ß 


von  der  Form: 


Note  von  G.  Loria,  Sopra  una  classe  notevole  di  alternanti  d'ordine  qualsivoglia 
(Prager  Ber.  1897). 

1)  (Euvers  de  Huygens  li,  (La  Haye,  1888)  S.  245—46. 

2)  Vgl.  auch  die  Analyse  des  infiniment  petits  par  Ze  IVI  arquis  de  l'Hòpital 
IL  Aufl.  (Paris,  1705),  S.  65. 
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angegebene  Methode  an1).     Wir  setzen  daher 

a  =  tnp,    ß  =  m2q,    x2  =  my\ 
die  vorige  Gleichung  wird  dann 

#2  +  y2  =  <i%  +  (p  +  m)  y- 

Somit  sind  die  Abszissen  der  Wendepunkte,  die  Abszissen  der 
Punkte,  in  welchen  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kreis  von 
der  Parabel  y2  =  mx  geschnitten  wird.  Um  dies  Verfahren  auf  Glei- 
chung (6)  anzuwenden,  setzen  wir 

3a2  =  mp,     2a  (l2  —  a2)  =  m2q     oder    p  =  — ,     q  =  T~       ■ 

Setzen  wir  außerdem  der  Einfachheit  halber  m=  —  a,  so  werden  wir 
folgende  Gleichungen  für  die  beiden  Hilfskurven  erhalten: 

a*  +  ay  =  0,       (x  -°^f  +  (y  +  2a)*  =  (a  -l~f  +  4a2, 

oder,  wenn  wir  y  +  2a  —  y'  setzen  und  dann  die  Strichel  weglassen: 

x2  +  ay  =  2a2,     \x  -  (a  -  -)]   +  y2  —  (a  —  -)   +  4a2. 

Die  so  dargestellten  Kurven  können  geometrisch  ohne  Schwierig- 
keit definiert  werden.  Es  sei  nämlich  R  der  Fußpunkt  des  vom  Pole  0 
auf  die  Basis  r  gefällten  Lotes;  man  trage  auf  der  durch  0  zu  r  ge- 
zogenen Parallelen  OV=  2a  ab.  Nun  ist  die  erste  jener  Kurven  eine 
Parabel,  die  V  zum  Scheitel,  a  zum  Parameter  und  jene  Parallele  zur 
Achse  hat,  und  die  konkav  gegen  den  Pol  hin  ist.  Die  zweite  ist 
dagegen  ein  Kreis,  der  zum  Mittelpunkte  jenen  Punkt  C  des  vom  Pole 

auf  die  Basis  gefällten  Lotes  hat,  der  von  jenem  die  Entfernung  a 

hat,  und  durch  den  Punkt  V  geht.  Da  nun  diese  Definition  der  Hilfs- 
kurven im  wesentlichen  mit  der  von  Huygens  gegebenen  identisch  ist, 
so  hat  man  guten  Grund  anzunehmen,  daß  dieser  zur  Konstruktion 
seiner  Wendepunkte  gelangte,  indem  er  die  Methode  des  Cartesius, 
deren  wir  uns  bedient  haben,  anwandte. 

68.  Huygens  verdankt  man  auch  die  Bemerkung,  daß  die  von 
der  ersten  Konchoide  und  ihrer  Basis  begrenzte  Fläche  unendlich 
groß  ist2);  ausgedrückt  wird  diese  nämlich  durch  das  Integral 

Lff(^  +  iY — £J|.  da, 

2j  L\cosa>  /  cos2  co  J  7 

genommen  zwischen  den  Grenzen  —  — ,  +  ^  •       Da    nun    der    Wert 


1)  S.  z.  B.  Matthiesen,  Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  der 
litteralen  Gleichungen  (Leipzig,  1878)  S.  948. 

2)  S.  die  beiden  an  Schooten  gerichteten  Briefe  von  6.  Sept.  1658  und  1.  Jan. 
1659,  veröffentlicht  im  IL  B.  S.  212  u.  298—99  der  CEuvres  de  Huygens. 
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dieses  Integrales  =  al  •  log  tg  (—  +  —  )  +  Z2oo,    so  nimmt  es  für  jene 

Grenzen  den  Wert  an  al  (log  oo  —  logO)  +  nl2,  und  ist  deswegen  oo. 
Das  zwischen  dem  vom  Pole  auf  die  Basis  gefällten  Lote7  einem 
Radiusvektor  und  den  beiden  entsprechenden  Konchoidenbögen  ge- 
lesene Flächenstück  ist 


2 al  logtg  (-J  +  y)  =  2 al  log  tg 


ein  von  Cötes  erhaltenes  Resultat1).  Dieser  hat  außerdem  das  Vo- 
lumen berechnet,  das  diese  Fläche  durch  Rotation  um  das  genannte 
Lot  erzeugt. 

Die  Fragen  betreffend  die  Quadratur  der  Konchoide  können  auch 
vermittelst  kartesischer  Koordinaten  behandelt  werden.  Gleichung  (2) 
liefert  nämlich 

jy  ■  dx  =  J  _£-y^  _  a  +  x)  Q  +  a  _  x)  dx- 

nehmen    wir   nun   eine    neue    Variable    t,    die    durch    die    Gleichung 

t2  —  =-^ — j —   definiert   ist,    so  wird  das  Integral  rational,   und  man 

gelangt  mit  Joh.  Bernoulli  zu  dem  Schlüsse:  „erit  itaque  spatium 
conchoidale  aequale  spatio  hyperbolico  rectilineo  et  circulari"2). 

Besonders  wichtiger  geometrischer  Eigenschaften  erfreut  sich  die 
Kbnchoide  nicht3),  aber  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  sie  vermittelst 
eines  einfachen  Instrumentes  zeichnen  kann,  bewirkt,  daß  man  sie  in 
der  Praxis  nützlich  verwenden  kann;  als  Beispiel  führen  wir  ihre  An- 
wendung in  der  Achitektur  an  bei  der  Zeichnung  der  Säulenschäfte.4) 
Außerdem  kann  sie  zur  Lösung  der  Probleme  der  Würfelverdoppelung 
und  der  Dreiteilung  des  Winkels  dienen,  und  da  man  auf  das  eine 
oder  andere  dieser  Probleme  jede  Aufgabe  dritten  oder  vierten  Grades 
zurückführen  kann,  so  schlug  Newton  vor,  sie  zugleich  mit  der  Geraden 
und  dem  Kreise  (s.  Nr.  3  und  5)  unter  die  Linien  zu  rechnen,  deren 
Anwendung  dem  Geometer  bei  jeder  Gelegenheit  gestattet  sein  solle5). 

1)  Harmonia  mensurarum  (Cambridge,  1722)  S.  125. 

2)  S.  die  dritte  der  Lectiones  mathematicae  (Job.  Bernoulli  Opera  III, 
S.  400—401). 

3)  Einige  metriscbe  Sätze  findet  man  in  der  Note  sur  le  conchoüle  de  Ni- 
comède  von  A.  H.  Couvert  (Mathésis,  3e  Ser.,  IV,  1904). 

4)  Poppe,  Ausführliche  Geschichte  der  Anwendungen  alier  krummen  Linien 
usw.  (Nürnberg,  1802)  S.  209. 

5)  Arithmétique  universelle,  übers,  v.  Beaudeux  II  (Paris,  1802)  S.  52. 
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Sechstes  Kapitel. 

Verallgemeinerungen  der  Konchoide,  insbesondere  die  Konchoide 
mit  der  Kreisbasis. 

69.  Der  Begriff  der  Konchoide,  wie  er  von  Nikomedes  auf- 
gestellt wurde,  bietet  sich  verschiedenen  Verallgemeinerungen  dar. 
Eine  der  allerneuesten  ist  folgende:  „Gegeben  ein  Winkel  mit  dem 
Scheitel  0  und  der  Größe  2a  und  ein  fester  Punkt  A  seiner  Ebene,, 
sei  C  der  Mittelpunkt  eines  der  Kreise,  die  beide  Schenkel  des  Winkels 
berühren,  und  M  der  Endpunkt  eines  durch  A  gehenden  Durch- 
messers, dann  ist  der  Ort  der  Punkte  M  die  betreffende  Kurve.1) 
Wenn  0  im  Unendlichen  liegt,  wird  sie  eine  Konchoide  des  Nikomedes 
mit  A  als  Pol  und  der  Mittellinie  des  Streifens  (der  die  Stelle  des 
Winkels  im  allgemeinen  Falle  einnimmt)  als  Basis  und  mit  der  halben 
Breite  desselben  als  Zwischenstück." 

Nehmen  wir  im  allgemeinen  Falle  die  Halbierungslinien  des  ge- 
gebenen Winkels  als  Achsen,  so  findet  man  leicht  als  Gleichung  des 
Ortes  (wenn  x0  und  y0  die  Koordinaten  von  A  sind) 

2/2  [0  -  ^o)2  +  (y  —  %Yi  = sin2  «  (wo  -  x<>yY-  ■   •   •   (i) 

Dieser  ist  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  noch  eine  andere 
Erzeugungsart  besitzt,  die  ein  bemerkenswerter  Umstand  klar  legen 
wird:  Es  sei  nämlich  ein  Kreis  gegeben,  mit  dem  Zentrum  C  und 
dem  Radius  r,  und  zwei  Punkte  A  und  0  seiner  Ebene;  man  ver- 
binde einen  beliebigen  Punkt  P  des  Kreises  mit  C  und  0,  dann  wird 
die  Gerade  OP  von  der  durch  A  zum  Radius  CP  gezogenen  Parallelen 
in  einem  Punkte  M  geschnitten;  um  nun  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  M  zu  finden,  nehme  man  0  zum  Anfangspunkt  und  OC 
zur  x- Achse,  bezeichne  mit  a  den  Abstand  OC  und  mit  x0,  y0  die 
Koordinaten  von  A,  so  wird  man  folgende  Beziehung  zwischen  den 
Koordinaten  x  und  y  von  M  erhalten: 

y2  [(x  -  x0f  +  {y-  y0f]  =  (^)  (y0x  -  x0yf,    .    .    .    (2) 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gleichung  (1)  und  mit  ihr  identifiziert 
werden  kann,  allemal  wenn  der  Punkt  0  nicht  innerhalb  des  gegebenen 
Kreises  liegt.  Im  Grenzfalle,  wenn  r  =  a,  scheidet  sich  aus  (2)  der 
Faktor  y  —  y0  ab;  nach  Hebung  desselben  bleibt: 

y  (x2  +  y2)  +  x0x*  —  2x0xy  -  yQy2  =  0, 

die  Gleichung  einer  Strophoide  (s.  Nr.  37),  woraus  sich  ergibt,  daß 
die  Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt,  auch  als  Verallgemeinerung, 
dieser  Linie  angesehen  werden  kann. 


1)  S.  Jefabek,  Sur  une  quartique  (Mathésis,  2e  Ser.,  IX,  1899). 
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Natürlicher  und  älter,  weitergehend  und  wichtiger  sind  die  Er- 
weiterungen des  Begriffes  der  Konchoide;  die  von  der  Basis  ausgehen, 
indem  man  diese  statt  geradlinig  sich  beliebig  denkt.  Eine  derartige 
Verallgemeinerung  bietet  sich  so  sehr  von  selbst  dar,  daß  wir  glauben, 
von  der  Wahrheit  nicht  zu  weit  entfernt  zu  sein  mit  der  An- 
nahme, daß  sie  auch  den  Alten  bekannt  gewesen,  wenigstens  in  dem 
Falle,  daß  die  Basis  ein  Kreis  ist  und  den  Pol  enthält1);  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  findet  sie  sich  in  den  schon  zitierten  Observations 
sur  la  composition  des  mouvements  von  Roberval2)  und  dann  in  der  aus- 
gezeichneten Abhandlung  von  De  la  Hire  Des  conchoides  en  general 
in  den  Mém.  de  FAcadémie  des  Sciences,  MDCVIII  (Paris,  1730) 3).  Auf 
diese  Verallgemeinerung  haben  sich  die  Geometer  jedoch  nicht  be- 
schränkt. G.  de  Longchamps4)  betrachtete  nämlich  die  auf  folgende 
Weise  erzeugten  Kurven:  „Gegeben  in  einer  Ebene  drei  Kurven  T,  JH^  .T2; 
man  ziehe  die  Tangente  t  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  erstem 
und  bestimme  die  Schnitte  Mt  und  M2  mit  den  beiden  anderen,  auf 
t  trage  man  dann  die  Strecke  M P  =  Mt  M2  ab  ;  der  Ort  des  Punktes 
P  ist  eine  konchoidale  Kurve."  Bemerkenswert  sind  die  Fälle,  in 
denen  r  sich  auf  einen  Punkt  0  reduziert5),  ebenso  der,  in  welchem 
überdies  JTj  ein  Kreis,  mit  dem  Zentrum  0  ist6);  zulässig  ist  auch 
die  Annahme,  daß  r±  und  JT2  zusammenfallen7).  Bemerkenswert  ist 
ferner  die  Tatsache,  daß  eine  große  Zahl  von  Kurven  (wie  die 
Kissoide,  die  Strophoide  und  die  Bernoullische  Lemniskate)  sich  wieder- 
finden unter  der  Gruppe  der  konchoidalen  Kurven. 

Wir  begnügen  uns  mit  diesem  Hinweis  auf  die  konchoidalen  Kurven 
und  kehren  zu  den  Konchoiden  mit  beliebiger  Basis  zurück,  um 
vor  allem  den  Satz  zu  beweisen,  daß,  wenn  man  die  Normale  der 
Basis  r  zu  konstruieren  weiß,  es  leicht  ist,  die  der  Konchoide  rt  zu 


1)  M.  Curtze,  BeMquiae  Gopernicanae  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XX,  1875). 

2)  Mém.  de  l'Acad.  Boy  ale  des  Sciences  VI.  (Paris,  1730)  S.  32. 

3)  Ihm  verdanken  wir  auch  den  Begriff  der  schiefen  Konchoide,  die 
man  in  folgender  Weise  erhält:  Gegeben  in  der  Ebene  eine  Kurve  T,  ein  fester 
Punkt  0,  ein  Winkel  a  und  eine  Strecke  l.  Wir  verbinden  0  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  P  der  Kurve  und  ziehen  von  P  aus  eine  Strecke  PQ=zl  die 
mit  OP  den  Winkel  a  bildet;  der  Ort  der  Punkte  Q  ist  die  schiefe  Konchoide 
von  r. 

4)  Sur  les  conchoidales  (Nouv.  Corr.  mathém.  V,  1879). 

5)  Schontjes,  Sur  une  mode  de  generation  des  conchoides  (Mathésis  IV, 
1884). 

6)  Wickersheimer,  Sur  les  conchoides  (Journ.  math.,  spéc.  4e  Ser.  V, 
1896).  Zu  dieser  Klasse  von  Kurven  gehörten  auch  die  von  E.  N.  Barisien 
im  ersten  Teile  des  Artikels  Sur  deux  courbes  généralisation  du  limacon  de  Pascal 
betrachtete  Kurve  6.  Grades  (Bullet,  de  math.  spéc.  V,  1898—99). 

7)  Wenn  F  sich  auf  einen  Punkt  reduziert  und  rx  und  r2  in  einen  Kreis 
zusammenfallen,  so  ist  (wie  wir  Nr.  29  und  65  sahen)  die  Konchoide  eine  Lem- 
niskate von  Booth. 
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^konstruieren1).  Ist  nämlich  p=/,(co)  die  Polargleichung  von  r  (vor- 
ausgesetzt, daß  man  den  festen  Punkt  als  Pol  nimmt)  und  l  das 
Zwischenstück,    so    wird    q  =  f(co)  +  l    die    entsprechende    Gleichung 

von  Fx  sein;  da  nun  im  allgemeinen  -=—  der  Ausdruck  für  die  polare 

Subnormale  ist,  so  wird  im  vorliegenden  Falle  /"(co)  die  Länge  der 
polaren  Subnormalen  in  entsprechenden  Punkten  von  JP  und  Tx  sein. 
Nehmen  wir  also  einen  Punkt  M  von  r  und  bezeichnen  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Konchoide  I\  mit  P±  und  P2,  so  werden,  wenn 
N  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  M  mit  der  in  0  zum  Radius- 
vektor OM  errichteten  Senkrechten  ist,  NP±  und  NP2  die  Normalen 
zur  Konchoide  in  Pt  und  P2  sein.  Ist  die  Basis  geradlinig,  so  er- 
hält man  die  in  Nr.  66  angegebene  Methode  wieder;  wenn  sie  ein 
Kreis  ist,  erhält  man  eine  nicht  weniger  elegante  Konstruktion,  deren 
Ausdruck  in  Worten  mit  Hilfe  der  Figuren  29  a,  b,  e  (Taf.  IV)  wir 
■dem  Leser  überlassen  wollen. 

Wenn  die  Basis  T  eine  algebraische  Kurve  f(x,  y)  =  0  ist,  so 
wird  auch  T±  algebraisch,  und  ihre  Ordnung  nt  läßt  sich  wie  folgt 
finden.  Sind  (x,  y)  und  (x1}  yt)  zwei  entsprechende  Punkte  von  jT 
und  rv  und  nehmen  wir  immer  an,  daß  der  Pol  in  den  Koordinaten- 
anfang falle,  so  bestehen  zugleich  folgende  Gleichungen 

(x-xty  +  (P-yiy  =  i\       x~  =  j-,      f(x,  y)  =  o. 

Nun  erhält  man  die  Gleichung  von  JT1;  wenn  man  x  und  y  aus 
■diesen  drei  Gleichungen  eliminiert.  Wollen  wir  nur  die  Ordnung  nx 
von  rt  haben,  so  genügt  die  Aufsuchung  der  Zahl  ihrer  Punkte,  die 
sie  mit  einer  beliebigen  Geraden 

x  cos  a,  -f-  y  sin  a  —  p  =  0 

gemeinsam  hat,  also  die  Zahl  der  Lösungen  des  Systems  der  drei 
vorigen  Gleichungen  und  der  folgenden 

xt  cos  a  +  yx  sin  a  —  p  =  0 . 

Eliminiert  man  x±  und  y1}  so  erhält  man 

(x  cos  a  +  y  sin  a  —  p)2(x2  -+-  y2)  =  a2{x  cos  a  -f-  y  sin  af, 

daher  ist  nt  die  Zahl  der  beweglichen  Punkte,  die  diese  so  darge- 
stellte Kurve  z/  mit  V  gemeinsam  hat.  Gehen  wir  jedoch  zu  Polar- 
koordinaten über,  so  sehen  wir,  daß  A  durch  die  Gleichung 

9  =  —r — x  +  h 

s         cos  (co  —  a)  ' 

dargestellt    wird;    demnach    ist  z/   (vgl.  Nr.  66)    eine    Konchoide    des 

1)  L.  Euleri  Opera  posihwma  mathematica  et  physica  I.  (Petersburg,  1862) 
S.  370—71. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  10 
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Nikomedes.  Da  nun  diese  eine  zirkuläre  Kurve  4.  Ordnung  ist  mit 
dem  Pol  als  Doppelpunkt,  so  ergibt  sich  folgender  Satz:  Die 
Konchoide  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n,  die  r  mal  durch  den 
Pol  und  s  mal  durch  die  zyklischen  Punkte  geht,  ist  im  allgemeinen 
von  der  Ordnung  ri\  =  4n  —  2(/*  +  s).1) 

Die  Kurve  Tx  zerfällt  aber  in  zwei  von  der  Ordnung  2n  —  (r-{-s)t 
wenn  die  Basis  durch  eine  Gleichung  dargestellt  wird2),  die  von  der 
Form  ist  fr  +  ff)  .  ^  y)  _  ^  y)  =  Q^ 

wo  (p  und  ip  rationale  Funktionen  der  Koordinaten  sind,  d.  h.  wenn 
die  Basis  der  I.  Kategorie  der  Kurven  angehört,  die  von  Halphen 
in  seiner  berühmten  Etüde  sur  les  points  singuliers  des  courbes  algé- 
briques  planes  (Paris,  1883)  betrachtet  worden  sind. 

Die  Berechnung  der  Fläche  von  r±  liefert  Resultate,    die    nicht 
weniger  interessant  sind3).  Bezeichnen  wir  mit  A  die  vom  Radiusvektor 
q  -f-  l  beschriebene  Fläche  eines  Konchoidenzweiges,  so  haben  wir: 
n  £2  S2 

A  =  yJ  (q  +  l?dG>  =  Y  /  Q*da  +  lj  Qdco  +  y  (ß  —  roo)- 

Das  erste  Integral  mißt  die  vom  Radiusvektor  der  Basis  beschriebene 
Fläche,  kann  also  als  bekannt  angesehen  werden;  die  Berechnung  von 
A  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Auswertung  des  Integrals  fg-dco. 
Wenn  dies  bekannt  ist,  findet  man  auch  alsbald  die  vom  Radiusvektor 
q  —  l  des  anderen  Zweiges  von  rt  beschriebene  Fläche. 

70.  Nach  der  Konchoide  mit  geradliniger  Basis  bietet  sich  uns 
zunächst  die  mit  Kreis   als  Basis  dar4).     Setzen   wir   außerdem  noch 

1)  Gr.  Loria,  Intermédiaire  Vili,  1901,  S.  297  u.  f. 

2)  E.  Köstlin,  Über  die  ebenen  algebraischen  Kurven,  insbesondere  die 
dritter  Ordnung,  deren  Konchoiden  zerfallen  (Württemb.  Mitteilungen  II.  Ser.,  Xr 
1908).  Unter  den  vielen  Resultaten  dieser  interessanten  Abhandlung  beschränken 
wir  uns,  wegen  Mangel  an  Raum  auf  die  Anführung  des  folgenden:  Die  „Stro- 
phoide  ist  die  einzige  zirkuläre  Kurve  3.  Ordnung,  deren  Konchoiden  in  bezug 
auf  den  außerordentlichen  Brennpunkt  zerfallen". 

3)  G.  Peano,  Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (Torino,  1887) 
S.  201. 

4)  Des  weiteren  bieten  sich  solche  mit  Kegelschnitt  als  Basis  dar;  den  Fall, 
daß  dieser  eine  Parabel  ist,  hat  De  la  Hire  in  der  S.  144  erwähnten  Abhand- 
lung behandelt;  den  der  Ellipse  oder  Hyperbel  Réaumur  in  der  Schrift  be- 
titelt Manière  generale  de  trouver  une  infinite  de  courbes  nouvelles  en  faisant 
parcourir  une  ligne  quelconque  donnée  par  une  extremité  d'une  ligne  droite  donnée 
aussi  et  toujours  place  sur  un  mime  point  (Mém.  Acad.  Sciences,  Paris  1708). 

Ist  die  Basis  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und  der  Pol  ein  Brennpunkt 
oder  ein  Scheitel  desselben,  so  erhält  man  Kurven  resp.  der  Ordnung  4  und  6, 
welche  F.  Gomes  Teixeira  (Tratado,  S.  242  —  253:  Obras,  IV,  S.  312),  J.  Car- 
dinaal (Le  conchoide  elliptique  et  les  courbes  quien  dérivent;  Arch.  Teyler,  2.  Ser., 
VH1,  1902)  und  H.  Wieleitner  (Die  Scheitel- Konchoiden  der  Kegelschnitte; 
Arch.  Math.  Phys.,  3.  Ser.,  XII,  1907)  erforscht  haben. 
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voraus,  daß  der  Pol  auf  der  Basis  liege,  so  erhalten  wir  eine  Kurve, 
die  Roberval  in  seinen  schon  oft  zitierten  Observations  betrachtet  hat1), 
wo  er  sie  „limacon  de  M.  P."  nennt,  einige  Eigenschaften  derselben 
darlegt  und  ihre  Entdeckung  Pascal  zuschreibt.  Daher  pflegt  man  sie 
als  Pascalsche  Schnecke  zu  bezeichnen2).  Aus  der  Definition  er- 
gibt sich,  daß  man  dieselbe  Kurve  als  schiefe  Kreiskonchoide  ansehen 
kann  und  ferner  ein  neuer  Gesichtspunkt,  von  dem  aus  man  sie  be- 
trachten kann.  Es  sei  (Taf.  IV,  Fig.  29,  a,  b,  c)  G  der  Mittelpunkt 
des  Basiskreises  der  Konchoide,  0  der  Pol  und  A  der  andere  End- 
punkt des  Durchmessers  OC.  Man  ziehe  durch  0  eine  beliebige 
Sehne  OM  der  Basis,  mache  MPt  =  MP2  =  ?;  dann  werden  Pt  und 
P2  Punkte  der  Schnecke  sein.  Beschreibt  man  nun  einen  Kreis  um 
A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  l  und  zieht  den  Durchmesser  N±NS 
parallel  zu  OM,  so  wird  die  Figur  N^^P^P^^  ein  Rechteck  sein  und 
PXNX  sowie  P2N2  zwei  Tangenten  des  Kreises;  also  gehören  die 
Punkte  P±  und  P2  der  Fußpunktkurve  des  Kreises  um  A  mit  dem 
Radius  l  an,  in  bezug  auf  den  Punkt  0.  Folglich  ist  die  Pascalsche 
Schnecke  die  Fußpunktkurve  eines  Kreises  in  bezug  anf  einen  be- 
liebigen Punkt  seiner  Ebene3).  Weiter,  ist  8  ein  Punkt  des  Raumes, 
dessen  Orthogonalprojektion  0  ist,  so  sind  nach  einem  elementaren 
stereometrischen  Satze  auch  die  Geraden  SPt  und  SP2  senkrecht 
zu  den  Tangenten  in  Nt  und  N2  an  jenen  Kreis;  dies  zeigt  uns  — 
wie  auch  Roberval  bemerkte4),  daß  in  dem  letzten  Satze  die  Worte 
„seiner  Ebene"  gestrichen  werden  können. 

Nehmen  wir,  wie  üblich,  ein  Polar-Koordinatensystem  mit  0  als 
Pol,    OC  als   Polarachse,    so   ist,    wenn  a   der  Radius   des  Basis  ist 

(siehe  S.  137,  Fußnote  2) 

q  =  2a coso  -+-  l (3) 

die  Polargleichung,  und  daher 

(x*  +  y*-2ax)*  =  l*(x*  +  y*) (4) 

die  kartesische  Gleichung  der  Schnecke.  Sie  ist  also  eine  Kurve  vierter 
Ordnung,  von  der  die  zyklischen  Punkte  Spitzen  sind;  die  entsprechen- 
den Tangenten  haben  die  Gleichungen  x  +  iy  =  a]  der  Mittelpunkt  der 
Basis  ist  folglich  ein  singulärer  vielfacher  Brennpunkt  der  Kurve.  Ferner 
ist  0  ein  Doppelpunkt;   da  die  bezüglichen  Tangenten  die  Gleichung 

1)  A.  a.  0.  S.  35. 

2)  Wir  bemerken  mit  P.  Tannery  (vgl.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik  II  B.  2.  Aufl.,  Leipzig,  1900.  S.  882),  daß  der  Pascal,  um  den 
es  sich  hier  handelt,  unzweifelhaft  Stephan  ist,  Vater  des  Blaise  P. 

3)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  sind  die  Pascalschen  Schnecken  in  der 
Abhandlung  von  0.  Richter,  Über  KreisfußpunJctkurven  (Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXIV,  1892)  betrachtet    worden. 

4)  A.  a.  0.  S.  38—39. 

10* 
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]/4«2  —  l2x  +  ly  =  0  haben,  so  ist  0  ein  Knoten  oder  isolierter  Punkt, 
je  nachdem  l  ^  2a  ist;  mit  dem  Zwischenfalle  l  =  2a,  in  welchem  0 
eine  Spitze  ist,  werden  wir  uns  im  folgenden  Kapitel  beschäftigen1). 
Hier  bemerken  wir  noch,  daß,  weil  die  Pascalsche  Schnecke  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Doppelpunkt  ist, 
sie  von  der  vierten  Klasse  ist  und  eine  Doppeltangente  und  zwei 
Wendepunkte  besitzt;  sie  ist  also  eine  rationale,  zu  sich  selbst  kor- 
relative Kurve.    Im  Falle  l  <C.2a  wird  die  Krümmung  der  Kurve  in  0 


durch 


ausgedrückt. 


l/4a2  —  P 
Die  Gleichung  (4)  zeigt,   daß   die  Doppeltangente   der  Schnecke 

die  Gleichung  hat:  x  -\-  —  =  0,  und  daß  die  Koordinaten  der  zu- 
gehörigen Berührungspunkte  y  =  R sind;  die  Berührungs- 
punkte sind  demnach  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  Z^4a;  insbe- 
sondere erkennt  man,  daß  sie  sicher  reell  sind,  wenn  die  Kurve  einen 
Doppelpunkt  hat. 

Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  entnehmen  wir  aus  (3) 

x  =  2a  cos2  es  +  l  cos«,         y  =  2a  cos  a  •  sin  a  -f-  ?  sin  co     .     (5) 
oder  auch 

x  =  a  -f-  a  cos  2  a  -f- 1  cos  co,         y  =  a  sin  2  co  -+-  Z  sin  co  .     .     (5') 

Danach  ist  die  Bedingung  für  die  Kollinearität  der  drei  Punkte  (a),  (/3),  (y) 
a  -f-  a  cos  2  a  +  l  cos  a     asin2a -\-lsina     1 
a  -f  a  cos  2  ß  +  leosß     a  sin  2ß  -f- 1  sin  ß     1    =0 
a  -f-  acos2y  -f-  £cosj>     asin2y  +  Zsin  j>     1 


oder 


+  aZ 


cos  2a  sin  2a 

cos  2/3  sin  2/3 

cos2y  sin2y 

coso;  sin  2  a 

cos/3  sin  2/3 

cos  y  sin  2  j> 


+  aZ 


+ 


cos  2  c:    sino; 
cos  2/3    sin  ß 
cos  2  j>    sin  y 
cos  a     sin  oc    1 
cos  ß    sin  |3    1 
cos  y    sin  y    1 


=  0. 


Diese  vier  Determinanten  haben  nun  die  Werte  bezüglich 


8  cos 


cos 


cos 


2  2  2       ' 

cos  a  +  cos  ß  +  cos  y 


4  cos 


P  +  y 


cos 


y  +  a 


2  2 

cos(a-f/3-fj/),     1, 


cos 


«+0 


1)  Ist  l  rein  imaginär,  so  ist  auch  die  Konchoide  ganz  imaginär,  nur  0  ist 
reell;  eine  solche  Kurve  wurde,  bei  einer  analytischen  Untersuchung,  von 
E.  Eckardt  (Arch.  Math.  Phys.,  3.  Ser.  XI,  1906,  S.  53)  betrachtet. 
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multipliziert  mit  4  sin  ^-~  '  s*n  7  ~2  "  '  s*n  ^~2  *)>  daher  wird  die 
vorige  Gleichung,  nachdem  sie  von  diesem  Faktor  befreit  ist,  sein: 

8a2cos^  •  cos^  •  cos^  +  al  f 4cos £±1 .  cos^  -  cos^ 

4-  cos  a  -|-  cos  ß  +  cos  y  —  cos  (a  +  ß  +  y)  )  +  l2  =  0. 
Machen  wir  a  =  ß  =  y  =  l,  so  erhalten  wir 

8a2  +  al(4  cos3 A  -f  3  cosA  —  cos  3A)  +  Z2  =  0, 

oder  auch  2        „ 

8<r  +  r  +  ocucosl  =  0. 

Die  Besonderheit  eines  Wendepunktes  ist  also  durch  folgende  Glei- 
chung charakterisiert:  8  a2  -(-  Z2 

cos  *  =  ___, 

womit  endlich  die  Existenz  der  beiden  Wendepunkte  der  Schnecke 
bestätigt  wird  und  ferner  gezeigt  ist,  daß  diese  nur  dann  reell  sind, 
wenn  2ci<Z<4a;  wenn  z.  B.  die  Schnecke  einen  Knotenpunkt  hat, 
sind  sie  imaginär,  aber  in  jedem  Falle  befinden  sie  sich  auf  der  reellen 

Geraden  «  -  (*»■  +  '■>(*«■-'■>  _  0. 

9ar 

Wir  bemerken  noch,  daß  die  Gleichung  (3)  für  die  durch  voll- 
ständige Rotation  des  Radiusvektor  2  a  cos  co  -\-l  erzeugte  Fläche  den 
folgenden  Ausdruck  liefert: 

n 

2  \{2a  cos  co  -f-  T)2da  =  4na*  +  2 nl2, 
o 
ein  Resultat,  das  schon  von  Roberval  erhalten  wurde2)  und  welches 
leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist.  Im  Spezialfälle  l  =  a,  wird  dieser 
Ausdruck  6?ra2,  stellt  also  das  Sechsfache  der  Fläche  des  Basiskreises 
dar.  —  Die  Rektifikation  der  Pascalschen  Schnecke  hängt  von  ellip- 
tischen Integralen  ab.3) 

71.  Da  die  Schnecke  eine  rationale  Kurve  ist,  so  können  die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  rationale  Funktionen  eines  Parameters 

dargestellt  werden.  In  der  Tat,  setzt  man  in  Gleichung  (5')  tg-^-  =  ^ 
so  findet  man 

_  (l-t«)[(l  +  2a)  +  (l-2a)f«]  _  2t[(l  +  2a)  +  (I-  2a)t*]         ,ß. 

x  ~  (i  -f  ty  i    v  —  (i  _j_  ty  »    w 

welche  Darstelluug  sich  für  mannigfache  Anwendungen  gut  eignet4). 

1)  Vgl.  den  in  Nr.  67  schon  angeführten  Aufsatz  des  Verfassers. 

2)  A.  a.  0.  S.  40. 

3)  J.  Gomes  Teixeira,  Nota  sidV applicazione  del  teorema  di  Fognano  agli 
archi  della  lumaca  di  Pascal  e  della  sinusoide  (Period.  matem.,  XIX,  1903). 

4)  G.  Pittarelli,  Le  lumache  di  Pascal  (Giorn.  Matem.  XXI,  1883). 
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Nicht  weniger  nützlich  ist  für  den  Geometer  folgende  Be- 
merkung: Wendet  man  auf  die  Kurve  (3)  die  Transformation  durch 
reziproke  Radien  an;  mit  0  als  Pol  und  k2  als  Potenz,  so  erhält  man 
die  Kurve  ,g 

"       2  a  cos  co  -{- 1  ' 

da  diese  Kurve  in  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellt  wird:     (p_4a>2  +  pf  +  ^^  _h,  =  0f 

so   ist  es  klar,    daß    sie  ein  Kegelschnitt  ist,    genauer   eine   Ellipse, 

Parabel,  Hyperbel,  je  nachdem  l  =  2a,  d.  h.  je  nachdem  die  Schnecke 

einen  isolierten,  einen  Rückkehr-  oder  einen  Knotenpunkt  hat.  Um- 
gekehrt: die  Transformierte  durch  reziproke  Radienvektoren  (die 
Inverse)  eines  Kegelschnittes  ist  eine  Pascalsche  Schnecke,  wenn 
der  Transformationspol  in  einem  Brennpunkte  liegt1). 

Diese  Kurve  kann  auch  als  Enveloppe  erhalten  werden.  Ein 
Kreis  nämlich,  der  zum  Durchmesser  die  Strecke  hat,  die  einen  festen 
Punkt  mit  dem  beweglichen  Punkte  eines  festen  Kreises  verbindet, 
umhüllt  eine  Pascalsche  Schnecke;  eine  kurze  Rechnung  genügt,  um 
die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erweisen.  Sie  ist  ferner  die 
Hüllkurve  aller  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  festen  Kreise 
liegen  und  durch  einen  festen  Punkt  der  Ebene  gehen2).  —  Später 
werden  wir  sehen,  daß  dieselbe  Kurve  ein  Spezialfall  der  Cartesischen 
Ovale  (Nr.  76),  sowie  eine  spezielle  Epizykloide  ist  (Nr.  210);  man 
trifft  sie  ferner  in  der  Theorie  der  konformen  Abbildungen3).  Die 
Pascalsche  Schnecke  gehört  im  Falle  l  =  a4)  auch  zur  Klasse  derjenigen 
Kurven,  die  zur  Lösung  der  Aufgabe  der  Dreiteilung  des  Winkels 
dienen5);   es  ist  dies  eine  Bemerkung,  die  zuerst  Pascal  machte  — 


1)  C.  Taylor,  Ancient  and  modern  Geometry  of  conics  (Cambridge,  1881) 
S.  356. 

2)  0.  Losehand,  Über  Kurven  16.  Ordnung  und  12.  Klasse  usw.    (Dissert. 
Göttingen  1904)  S.  8. 

3)  Aus  der  Funktion  w  =  2mz —  jj2,   wo  m  eine  reelle  Größe  ist,    erhält 
man  nämlich,   indem  man  setzt  w  =  x-\-  iy>  z  —  Qezm  die  beiden  Gleichungen: 

#  =  p (2m  cos  co  —  q  cos  2c»),       y  =  q (2 m  sin  co  —  p  sin  2 co), 

welche,  wenn  Q  =  const.,  eine  Pascalsche  Schnecke  darstellen.  S.  Am  stein, 
Quelques  exemples  de  representation  conforme  avee  leur  application  à  un  problème 
d'hydrodynamique  (Bull.  Soc.  Vaudoise  Se    nat.,  XVI,  1882). 

4)  Ein  Fall,  dem  man  bei  A.  Sucharda  (Über  die  Pascalsche  Spirale,  Arch. 
Math.  Phys.,  2.  Ser.,  IV,  1886)  begegnet. 

5)  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  beachte  man,  daß  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  der  Kurve  sich  folgendermaßen  schreiben  läßt: 

—  =  2  cos  co  —  1  =  4  cos2 3 , 

a  2 
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wie  Roberval  bezeugt1)  —  und  die  dann  viele  andere  wiederholten 
oder  umgestalteten2).  Dieselbe  Kurve  tritt  auf  bei  einer  Frage  aus 
der  Mechanik,  die  man  mit  dem  Namen  „Sauveurs  und  de  FHopi- 
tals  Zugbrücke"3)  belegte,  weil  sie  eben  eine  solche  Vorrichtung  be- 
trifft; sie  wurde  von  Sauveur  vorgelegt  und  zuerst  vom  Marquis  de 
Hopital  gelöst4),  darauf  von  anderen5).  Sie  ist  ferner,  insofern  sie  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Doppelpunkt  ist,  von 
projektivischem  Standpunkt  aus  identisch  mit  einer  Linie  viel  jüngeren 
Datums,  die  an  dieser  Stelle  wenigstens  einen  Hinweis  verdient. 

Gegeben  seien  (s.  Taf.  IV,  Fig.  30)  zwei  Kreise  F  und  JT",  ein- 
ander gleich  und  sich  berührend;  man  betrachte  einen  beliebigen  Punkt 
M'  von  r"  und  seine  Polare  m  in  bezug  auf  F,  diese  wird  in  einem 
Punkte  P  geschnitten  von  der  Geraden  p,  die  durch  M  parallel  zur 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  0  und  0'  der  gegebenen  Kreise 
gezogen  ist.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Kurve,  die  von  den 
Engländern  ,,the  cocked  hatu,   d.   h.   der   aufgekrempte  Hut,   genannt 

oder  auch  3ca 

cos— - 
o  2 


a  co 

COS— - 

2 

3cd 

■wenn  daher  der  Winkel  —  =  a  bekannt  ist,  so  wird  man  daraus 

a  a 

cos  —  =  cos  — 

cc 
ableiten  und  danach  — . 
3 

1)  Man  s.  die  zitierten  Observations. 

2)  Azémar,  Trisection  de  l'angle,  suivie  de  Becher  ches  analytiques  sur  le 
mime  sujet  de  Garnier  (Paris  1809);  Fusinieri,  Trisezione  geometria  degli  archi 
di  cerchio  e  descrizione  di  curve  algebriclie  col  mezzo  della  base  variabile  di  un 
triangolo  (Mem.  Società  Ital.  Scienze  XXIII,  1846);  Jouanne.  Trisection  de 
l'angle  au  moyen  du  limagon  de  Pascal  (Nouv.  Ann.  math.  2e  Ser.,  IX,  1870); 
Brocard,  Note  sur  un  compas  trisecteur  (Bull.  Soc.  math.  France  III,  1875;  das 
•daselbst  untersuchte  Instrument  ist  eine  Erfindung  von  Laisant);  u.  a. 

3)  Vgl.  W.  Schell,  Tlieorie  der  Betvegung  und  der  Kräfte  Bd.  II  (Leipzig, 
1880)  S.  67. 

4)  S.  den  Aufsatz  Illustris  Marchionis  Hospitalii  Solutio  problematis  physico- 
mathematici  ab  erudito  quodam  geometra  propositi  (Acta  Eruditorum,  Febr.  1695). 

5)  S.  Joh.  Bernoulli  Opera  I.  und  Jac.  Bernoulli  Opera  I.  (Genevae,  1744). 

Das  einfache  Aussehen  der  Polargleichung  der  Schnecke  führt  zur  Be- 
trachtung der  ähnlich  durch  die  Gleichung  q  =  2  a  cos  a  -f-  2  b  sin  ca  -(-  l  darge- 
stellten Kurve.     Setzt  man  aber 

a  =  TOCOSft,      5  =  msinfi,      co  —  ft  — 0, 

so  wird  diese  Gleichung  „  a   ,   7 

°  q  —  2m  cos  6  -j-  l 

die  augenscheinlich  einer  Pascalschen  Schnecke  gehört.  Daraus  folgt,  daß  die 
durch  M.  Mühlenbruch  {Über  die  cardioidenförmige  Kurven,  welche  durch  die 
Polargleichung  r  =  a  -\-  b  sin  t  -j-  c  cos  t  gegeben  sind.  Diss.  Jena  1867)  untersuchten 
Linien  keine  Neuheit  bieten. 
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wird.  Sie  heißt  auch  Bicorne,  in  Deutschland  Kremphut  oder  Zwei- 
hörn.  Die  oben  angeführte  Konstruktion  —  von  Miss  C.  A.  Scott 
erdacht1)  —  eignet  sich  zur  Auffindung  der  Gleichung  sowie  der  Eigen- 
schaften der  Kurve.  Nehmen  wir  0  0'  als  i/-Achse  und  0  als  Anfang- 
eines rechtwinkligen  kartesischen  Systems,  so  kann  man  als  allgemeine 
Ausdrücke  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M  folgende  nehmen 

x  =  a-cosco,         y  =  2a -\- a-sìn  co , 

wenn  a  der  Radius  von  r  und  I*.  Die  Geraden  m  und  p  haben  da- 
her die  Gleichungen 

x  cos  (p  +  (2  +  sin  cp)  y  =  a    bzw.     x  =  a  cos  cp . 
Daher  erhält  man  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve: 

a  sin2  q>  /P,N 

x  =  a  cos  cp  ,  y  =  -— : — r2— , (7> 

^  '  3         2  -f-  sin  gp ;  v  J 

die  damit  beweist,  daß  der  „Kremphut"  eine  rationale  Kurve  ist- 
Durch  Elimination  von  cp  aus  (7)  erhält  man  als  Gleichung  der  Kurve- 

(x*  +  2ay-a2y-y\a2-x*)  =  0     .     .     .     .     (8) 

oder,  wenn  man  will, 

x±  +  2ay  +  a4  +  4aa?y  —  2a?x2  —  ±asy  +  x2y2  =  0 . 

Aus  derselben  ergibt  sich,  daß  die  Kurve  vollständig  innerhalb  des 
Streifens  der  Ebene  liegt,  der  begrenzt  wird  von  den  beiden  gemein- 
samen Tangenten,  die  zu  00'  parallel  laufen;  die  rr-Achse  schneidet 
die  Kurve  in  zwei  Punkten  D,  D',  die  Spitzen  sind  und  als  zugehörige* 
Tangenten  die  Geraden  haben,  die  diese  Punkte  mit  dem  Berührungs- 
punkte C  von  r  und  J^  verbinden.  Ferner  ist  die  Kurve  zirkulär 
und  hat  den  unendlich  fernen  Punkt  von  Oy  zum  isolierten  Punkte. 
C  ist  der  Punkt  der  größten  Ordinate;  die  Punkte  mit  den  Abszissen. 

+  ^i-—  sind  Wendepunkte.    Für  die  Konstruktion  der  Tangente  sind 

verschiedene  Methoden  angegeben2),  die  auseinanderzusetzen  es  uns  hier 
an  Raum  gebricht. 

Siebentes  Kapitel. 

Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ordnung. 

72.  Bei  der  Behandlung  der  Konchoiden  mit  Kreisbasis  im 
vorigen  Kapitel  haben  wir  den  Fall,  daß  das  konstante  Zwischenstück 
l  gleich  dem  Durchmesser  2a  des  Basiskreises  ist,  ausgeschlossen.  In 
diesem  bemerkenswerten  Falle   (s.  Taf.  IV,  Fig.  29  b)   haben  wir  eine- 

1)  Educational  Times,  Januar  1896,  Question  12978. 

2)  G.  de  Longchamps,  Note  sur  le  bicorne  (Journ.  math.  spéc.  4e  Ser.. 
VI,  1877). 


Siebentes  Kapitel:  Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ordnung.  153 

Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen,  mit  der  wir  uns  nun  be- 
schäftigen wollen.  Carré1)  schrieb  die  Auffindung  derselben  dem 
holländischen  Mathematiker  J.  Koersma2)  zu;  Ozanam  erwähnt  sie 
in  seinem  Dictionnaire  mathématique  (Amsterdam  1691  ;  S.  102) ,  in- 
dem er  sie  geometrische  Cykloide  nennt;  Castillon  endlich  schlug 
wegen  der  herzförmigen  Gestalt,  die  die  Kurve  hat,  vor,  sie  Kardioide3) 
zu  nennen,  und  dieser  vernünftige  Vorschlag  wurde  allgemein  an- 
genommen4). 

Erinnern  wir  uns  der  Darlegungen  des  vorigen  Kapitels,  so  er- 
kennen wir,  daß  die  kartesische  sowie  die  Polargleichung  der  Kardi- 
oide sein  werden 

O2  +  f  -  2axf  =  4a2  (x2  +  y2)    .    .    (1)     q  =  2a  (1  +  cos  ra)     .     (2) 

und  daß  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  als  Funktionen  eines  Para- 
meters so  ausgedrückt  werden  können: 


Jo" 


x        (i-H2)2  '     y      (i+*2)2  ' l  ' 

Die  Kardioide  hat  keine  Wendepunkte,  besitzt  aber  die  Doppeltangente 

x  -\-  —  =  0.      Aus   (3)   ergibt  sich  folgende   Gleichung  der  Tangente 

im  Punkte  (X): 

(ßX2-l)x  +  2(22-3)2/  +  4a  =  0,     ....     (4) 

welche,  da  sie  kubisch  in  X  ist,  bestätigt,  daß  die  Kardioide  eine  Kurve 
dritter   Klasse   ist.      Die    durch   Gleichung  (4)    dargestellte   Tangente 

trifft  die  Doppeltangente  im  Punkte  (  —  — ,  -~j ,   der  vom  singulären 

Brennpunkte    (a,  0)    durch    die    Gerade    x  -\-  Xy  =  a    projiziert    wird. 
Nennen  wir  den  Winkel,  den  sie  mit  der  x- Achse  bildet  co,  so  haben  wir 

,  1 

tg  a  =  —  j  • 

Dies  führt  zu  einem  interessanten  Schlüsse;   betrachten  wir   die  drei 
Tangenten  der  Kardioide,  die  mit  Ox  den  Winkel  a  bilden,  so  sind 


1)  Examen  d'une  courbe  formée  par  le  moyen  du  cercle  (Mém.  Acad.  Sciences 
MDCCV,  Paris). 

2)  Vgl.  Intermédiaire  V.  1898.  S.  200. 

3)  De  curva  cardioide  (Pb.il.  Trans.  London,  1741). 

4)  Die  -wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Kurve  nebst  der  bezüglichen  Biblio- 
graphie wurden  neuerdings  von  Raymond  Cläre  Archibald  in  der  Inaugural- 
Dissertation  The  Cardioide  and  some  of  its  related  curves  (Straßburg,  1900) 
dargelegt. 

5)  Diese  Darstellung,  in  weitem  Maße  angewendet,  findet  sich  in  folgenden 
Schriften  von  K.  Zahradnik:  Theorie  der  Cardioide  (Prager  Ber.  1875),  Über 
die  Cardioide  (Das.  1877),  Beitrag  zur  Theorie  der  Cardioide  (Arch.  Math.  Phys. 
LXIII,  1879). 
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die  Parameter  ihrer  Berührungspunkte  —  infolge  von  (4)  —  durch 
die  Gleichung  bestimmt  ,  3  _ 

*"-- irriti 

die  entsprechenden  Werte  von  co  werden  durch  Elimination  von  X 
aus  den  beiden  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  erhalten;  sie  sind 
daher  durch  die  Gleichung  bestimmt 

3tga-tg^  = 
&  1  —  3  tg-  co  &         ' 

daraus    ergeben    sich   für   o?    die   folgenden    drei    Werte:      a,    a  -\-  — 

«  +  -ö-  •    Folglich  :    Die  Tripel  einander  paralleler  Tangenten  der 

Kardioide  schneiden  die  Doppeltangente  derselben  in  Tripeln  von 
Punkten,  die  vom  singulären  Brennpunkte  aus  unter  Winkeln  gleich 

-ö-  gesehen  werden.1)  Daraus  läßt  sich  ein  neues  Verfahren  der  Drei- 
teilung eines  Winkels  entnehmen,  womit  sich  ergibt,  daß  die 
Kardioide,  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten  betrachtet,  eine  Trisektrix- 
Kurve  ist. 

Es  möge  die  Gleichung 

(3^2  -  1)  x  +  (i  (fi2  -  3)  y  +  4a  =  0    .     .     .     .     (4') 

diejenige  Tangente  der  Kardioide  darstellen,  die  senkrecht  zu  der  durch 
(4)  dargestellten  ist.  Die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  der  beiden 
Geraden  (4)  und  (4')  läßt  sich  dann  folgendermaßen  schreiben: 

(X[i  +  1)  [2V2  -  3  (X2  -f-  ^)  +  8  [tX  +  1]  =  0. 

Sie  zerfällt  also  in  zwei  Bedingungen.  Dies  beweist  uns:  Der  Ort 
der  Punkte,  von  denen  man  an  eine  Kardioide  Paare  zueinander 
senkrechter  Tangenten  ziehen  kann,  ist  eine  zerfallende  Kurve.2) 

Die  Bedingung  der  Kollinearität  der  drei  Punkte  (cc),  (ß),  (y)  ist 

aßy  (a  +  ß  +  y)  +  cc2  +  ß2  +  y%  +  ß.y  +  ya  +  aß  +  3  =  0.     (5) 

Davon  machen  wir  sogleich  eine  einfache  Anwendung,  indem  wir  den 
Ort  der  Punkte  einer  Kardioide  aufsuchen,  die  die  Eigenschaft  haben, 
daß  die  Berührungspunkte  der  an  die  Kurve  von  einem  beliebigen 
derselben  gezogenen  Tangenten  in  gerader  Linie  liegen.  Wenn  nun 
x,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  dieses  Ortes  sind  und  (Xt),  (A2), 
(X3)  die  Berührungspunkte  der  entsprechenden  Tangenten,  so  hat  man 
vermöge  Gleichung  (4) 


1)  Em.  Weyr,  Sopra  una  proprietà  metrica  delle  cardioide  (Rend.   del  R. 
Istituto  Lombardo,  2.  Ser.  V,  1872). 

2)  C.  Juel,  Tidsskrift  Math.    1880.   —  Ein  genaueres  Resultat   -wurde  von 
"Wholstenholme  ausgesprochen.     S.  den  IL  Bd.,  Nr.  275  dieses  Werkes. 
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H  "T  ^2  ~T  ^3  ~  7^~  ?      ^2  ^3  "l     ^3  *1  "T  *i  ^2  ==  ^  >       ^1  ^2  ^3  ==  ^ 5 

liegen  nun  diese  Punkte  in  gerader  Linie,  so  hat  man  wegen  (5) 

(x  —  a)2  -f-  y2  =  a2, 

der  gesuchte  Ort  ist  also  der  Basiskreis  der  Kardioide.1) 

Die  Kardioide  ist  eine  Kurve  4ter  Ordnung  und  3ter  Klasse  mit 
drei  Spitzen  und  einer  Doppeltangente,  ohne  Doppelpunkte  und 
Wendepunkte,  sie  ist  also  korrelativ  zu  den  Kurven  3ter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt,  die  4ter  Klasse  sind,  drei  Wendepunkte  haben 
und  keine  weitere  Singularität.  Kein  Wunder  also,  wenn  sie  die  Po- 
larreziproke einer  speziellen  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  in  be- 
zug  auf  einen  geeigneten  Kreis  ist,  nämlich  der  Trisektrix  von  Maclaurin 
(s.  Nr.  47) 2).  Um  diesen  bemerkenswerten  Satz  zu  beweisen,  beachten 
wir,  daß  mit  einer  einfachen  Verschiebung  der  y- Achse  die  Gleichung 
der  genannten  Trisektrix  sich  in  der  Form  schreiben  läßt 

x  {x2  +  y2)  =  AR2  -ZB{x2  +  y2),3) 

welche   dann   sogleich  folgende  parametrische  Darstellung   der  Kurve 

liefert  _  -p1-31*  _  t>xs  —  u 

x  ~      l  +  x2  >     y  ~      i  +  ;.2  ' 

Die  Polare  dieses  Punktes  in  bezug  auf  den  Kreis  x2  +  y2  =  jR2  hat 
die  Gleichung  x(1  _us}  +  y{l,  _3l)  =  E{1  +  ^ . 

Um  die  Enveloppe  dieser  Geraden  zu  finden,  kombinieren  wir  diese 
Gleichung  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  X,  nämlich 

—  6Xx  +  3y(l2  —  l)  =  2XR. 
Dann  bekommen  wir 

BW+bV  —  3  B       81 


y 


3     (x2-j-i)2    J  9          3  (;.s  +  i)-' 

oder  auch                 B_B  1(1-1*)  _     _  B      81 

X    '     3         3    (1-f-X2)2  '  y        3  (*2-|-l)2' 

Da  sich  diese  nun  aus  den  Gleichungen  (3)  ergeben,  wenn  man  in  ihnen 

7?  7? 

x,  y,  a  ersetzt  bzw.  durch  x  -j-  — ,  —  y ,  —,    so    ist    damit   der   aus- 
gesprochene Satz  bewiesen.4) 


1)  Educational  Times,  LVIII,  1893,  Question  11247. 

2)  G.  de  Longchamps,  Bapprochement  entre  la  trisectrice  de  Maclaurin  et 
la  cardioide  (Prager  Ber.  1897). 

3)  Diese  Gleichung  entsteht  aus  der  in  Nr.  47  gefundenen  kartesischen  Glei- 
chung (2)  durch  Verwandlung  von  a  in  B  und  x  in  —  (x  -f-  2  B). 

4)  Andere  wichtigere  Eigenschaften  der  Kurve  bewies  E.  Laguerre  in 
seinem  schönen  Aufsatze  Sur  la  cardioide  (Nouv.  Ann.  Math.,  2.  Sér.  XVII,  1878; 
(Euvres  de  Laguerre,  IL  Paris  1905,  S.  480  ff). 
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Aus  der  Gleichung  (2)  ergeben  sich  leicht  folgende  Ausdrücke 
für  den  Bogen  s  der  Kardioide,  gemessen  von  der  Spitze  ab,  und  für 
den  Krümmungsradius  JR 

s  =  8a  sin  ~x),       B  =  -y  cos  j • (6) 

Eliminiert  man  aus  diesen  oo,  so  findet  man 

s2+9E2=(8a)2, (7) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  Kardioide  ist.  Die  Gestalt 
derselben  führt  zu  der  Idee  von  allgemeineren  Kurven,  deren  natür- 
liche Gleichung  folgende  ist 

s2+(2n  +  l)2B2=b% (8) 

wo  n  eine  ganze  Zahl,  und  b  eine  beliebige  Strecke  ist.  E.  Ce  sarò,  der 
sie  zuerst  betrachtet  hat,  nannte  sie  sternförmige  Kardioiden2). 
^Jm  ihre  gewöhnliche  analytische  Darstellung  zu  finden,  kann  man 
die  allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  der  kartesischen  Gleichung 
einer  durch  ihre  natürliche  Gleichung  bestimmten  Kurve  anwenden.3) 

1)  Diese  Rektifikationsformel  findet  sich  im  wesentlichen  in  der  im  vorigen 
Kapitel  zitierten  Schrift  von  De  la  Hire.  Über  die  Schwerpunktsbestimmung 
einer  Fläche  siehe  Saint-Germain  Recueil  d'exercises  sur  la  mécanique  rationelle 
(II.  ed.,  Paris  1895)  S.  38. 

2)  Vorl.  über  natürliche  Geometrie,  S.  10. 

3)  Dieses  Problem  ist  zuerst  von  J.  Riccati  in  folgender  Weise  gelöst 
worden  (m.  s.  die  Abh.  Data  in  qualsivoglia  modo  per  la  curva,  che  deve  des- 
criversi, la  espressione  del  raggio  combaciante,  determinare  la  curva  medesima  ; 
Opere  del  Conte  Jacopo  Riccati,  III,  Lucca  1764;  vgl.  Boole  Differential  Equa- 
tions,  4.  Aufl. ,  London,  1882,  S.  264).     Es  sei  B  =  f(s)  die  gegebene  Gleichung, 

so  kann  man  setzen  ,  s 

"'S  . 

dx-d2y —  dy-dsx 

Man  nehme  nun  s  als  unabhängige  Variable;   dann  folgt  aus  ds*  —  dx*  -f-  dy*, 

daß    d*x  = ^-= — -  ,  und  daher  wird  die  vorige  Gleichung  zu 

dx-ds _ 
d*y    ~'Wi 
oder,  da  dy  =  yds2  —  c 


v^-m" 


d*y 
ds* 


-m 


Man  setze  nun  --^  =  £>;  dann  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 
et  s 

dp  ds 

j/i^-IP  —  f®  ' 

daher  ist 

ds^ 

m' 


are  sin  p  =  f  - 
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Setzt    man   nämlich    zur    Abkürzung   2n  -\-  1  =  p,    so    hat    man    zu- 
nächst R  =  —  ]/b2  —  s2,  daher 


/'      äs  s 

i7===  =  ^arcsm^ 


unter  der  Voraussetzung,    daß   cp  =  0  für  5  =  0  sei.     Daraus  folgert 


man,  daß     s  =  b  sin  — ,      und 
'  fi7 


x  =  — 


oder 


=  —  I  cos  (p  cos  —  dtp ,      y  =  I  sin.  cp  cos  ^-  <£qp, 
=  /  (cos  ^—  gp  +  cos  ^"—  cp^dcp, 


2py 

b 

Führt   man    die    angegebene   Integration    aas,    so    ergibt    sich    durch 
Elimination  von  (i 


i(x4-x0)            1         .      2{n4-l)cp    .     1      .        2nq> 
sm     _      .   '     H sin 


b  w-|-l  2w-fl       '    w  2n+l' 

4<*+*>-     X      cos2^±^  +  ^cos     2^ 


(9) 


b  w-fl  2n  +  l  w  2ra-|-l 

als  parametrische  Darstellung  der  sternförmigen  Kardioiden. 

73.  Wir  werden  später  der  Kardioide  wiederum  begegnen  als 
einem  Spezialfall  der  Sinusspiralen  (Nr.  171)  und  der  Epizykloiden 
(Nr.  210).  Unterdessen  wollen  wir  uns  mit  einer  Kurve  beschäftigen, 
die  von  projektivischem  Standpunkte  aus  sich  von  der  Kardioide  nicht 
unterscheidet,  jedoch  durch  ihre  Definition  und  ihre  metrischen  Eigen- 
schaften völlig  von  ihr  verschieden  ist;  es  war  J.  Steiner,  der  die  Auf- 
merksamkeit der  Greometer  auf  sie  lenkte,  und  viele  derselben  haben 
sie    zum   Gegenstande    eifriger   und    erfolgreicher   Studien   gemacht1). 


Setzt  man  demnach  /»  ds 


=Sm> (1> 


so  hat  man  p  =  sin  cp,  yi  — jp2  =  cos  cp;  infolgedessen  ist 


dx  =  yds*  —  dy2  =  ds  j/l  — p2  =  ds  •  cos  cp  ,       dy  =  p  ■  ds=  ds  ■  sin  cp 

und  daher                                  /•              ,                  /•  .           ,  nr, 

x=  I  cos  cp  ■  ds  ,     y—lsmcp-ds (li) 

Die  Gleichungen  (I),  (II)  lösen  das  Problem.  Wenn  f(s)  sich  auf  eine  Kon- 
stante reduziert,  so  ist  die  Kurve  von  konstanter  Krümmung  (d.  h.  eine  Gerade 
oder  ein  Kreis)  und  wird  von  Krause  (Nova  Theoria  linearum  curvarum,  Mün- 
chen, 1835,  S.  24)  Unicurva  genannt;  in  allen  anderen  Fällen  hat  man  eine 
Versicurva. 

1)  Für  die  bezügliche  Literatur  sei  auf  des  Verf.  Werk  11  passato  ed  il 
presente  delle  principali  teorie  geometriche  (III.  Aufl.,  Turin  1907)  S.  74 — 76  und 
375 — 378   verwiesen;  außer  den  dort  zitierten  Arbeiten  sind  noch  die  folgenden 
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Bei  unserer  Darlegung  wollen  wir  von  der  durch  Steiner  selbst  ge- 
gebenen Definition  ausgeben:  „Wenn  man  von  einem  Punkte  P  des 
einem  Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Kreises  die  Lote  auf  die  Seiten 
fällt,  so  sind  deren  Fußpunkte  Ä,  If,  C  auf  einer  Geraden  p  be- 
legen, die  man  die  Simonsche  oder  richtiger  die  Wallecesche  Ge- 
rade des  Punktes  P  in  bezug  auf  das  Dreieck  nennt.  Die  Enveloppe 
aller  dieser  Geraden  p7  die  den  Punkten  P  jenes  Kreises  entsprechen, 
ist  die  Steiner'sche  Kurve  *)/'  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  p  die 
Scheiteltangente  einer  dem  Dreiecke  ABC  einbeschriebenen  Parabel, 
die  P  zum  Brennpunkte  hat,  daher  kann  die  Kurve  als  Enveloppe 
der  Scheiteltangenten  der  einem  gegebenen  Dreiecke  eingeschriebenen 
Parabeln  definiert  werden2). 

Um  die  Gleichung  der  Steinerschen  Kurve  zu  finden,  bedienen 
wir  uns  der  ersten  Definition  und  nehmen  den  Mittelpunkt  0  des 
dem  Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Kreises  als  Anfangspunkt;  als 
Koordinaten  der  Ecken  können  wir  dann  nehmen  die  Ausdrücke 
r  cos  a,  r  sin  cu;  r  cos  ß,  r  sin  ß;  r  cos  y,  r  sin  y.  Dann  sind  die  Glei- 
chungen der  Seiten 

ß-f  y  .         ß_j_y  ß  y 

x  cos  ——  +  y  sin  ~ ■■■■■'     =  r  cos !— -^- , 

2    .     ■   9  2  2      ' 

V  4-  et    .         .     y-f«  y  —  et 

x  cos  — \-  y  sm  —  ^ —  =  r  cos  — - — , 

2         '    J  2  2      ' 

a-f-/3    .         .     ct  +  ß  ct  —  ß 

x  cos  — ^-  -f-  y  sm  — ~-  =  r  cos        r  • 

Wenn  nun  r  cos  cp,  r  sin  cp  die  Koordinaten  des  Punktes  P  sind,  so 
werden 

.     ß-i-y  ß4-y  .      /ßJ_y  \ 

#  sm      '      —  ?/  cos  —  £-*-  =  r  sin  (r  '      —  cp\, 

y  4-  a  y  -4-  a  /y  -4-  a  \ 

x  sm  '-\ y  cos  ^—  =  r  sm  (^ cp)  , 

#  sm      '  r  —  2/  sm      '  r  =  r  sm  I     '      —  cp] 

die  Gleichungen  der  von  P  auf  die  Seiten  gefällten  Senkrechten  sein, 
und  daher  sind  die  Koordinaten  ihrer  Fußpunkte  A',  B',  C 


zu  bemerken:  C.  Wirtz,  Die  Steinersche  Hypocykloide  (Diss.  Straßburg,  1900); 
F.  P.  Ruf  fini,  Della  ipocicloide  tricuspide  (Rena.  Accad.  Bologna  1900 — 1901); 
M.  Roegner,  Die  Steinersche  HypocyJcloide  (Diss.  Jena,  1908).  Die  zahlreichen  Be- 
ziehungen zwischen  dieser  Kurve  und  der  Kardioide  wurden  von  R.  C.  Archibald 
(The  cardioid  and  the  quartics  with  three  cusps.;  Ann.  of  Mathem. ,  2  Ser.,  IVr 
1903)  eingehend  untersucht  und  ausführlich  dargestellt. 

1)  Über  eine  besondere  Kurve  dritter  Klasse  (und  vierter  Ordnung)  (Crelle's 
Journ.  LIII,  1856). 

2)  Man  könnte  sie  auch  definieren  als  Enveloppe  der  Asymptoten  der  einem 
Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Hyperbeln. 
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cos  ß  -f  cos  y  +  cos  cp  —  cos  (ß  -j-  y  —  cp) 
sin  ß  +  sin  y  +  sin  95  —  sin  (ß  +  y  —  qp) 

COS  y  -+-  cos  «  -f-  cos  qp  —  cos  (y  -f  cc  —  qp) 
sin  y  -f-  sin  a  +  sin  <p  —  sin  (y  +  <*  —  <p) 

cos  a  +  cos  ß  +  cos  <p  —  cos  (a  -f-  /3  —  9?)  , 
sin  a  +  sin  ß  +  sin  <p  —  sin  (a  +  /3  —  <p)   ■ 
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Daraus  läßt  sich  ableiten,   daß    die  Gleichung   der  Geraden  B'C  sein 
wird: 


x  sin 


v+ß+V— V 


y  cos 


"  +  ß  +  V 


+  r  I  sin  — 


—  a  CD ß  CD  — 

T- C0S       2       C°S       2 


7  qp —  a     .     qp —  ß         qp —  y 

-  -f-  COS  ~ —  sm  r  COS 

a  a  25 


.  cp  —  a  qp  —  ö     .     cp  —  y 

-f  cos  ^—  cos  ^-^  sm  z-lr^ 


+  sin 


qp  —  a     .     cp  —  ß     .     qp — y 

^-r —  sm  —, ~  sm  ^-^-^ 


). 


oder  auch 

9>-(«  +  £  +  y) 


#sm 


+  y  cos 


(a  +  ß  +  y) 


=  y{sin 


3qp- (c*+ß  +  y) 


+  sin 


qp  +  a  — 


y  .      qp  —  a  -{-  ß  —  y  .     qp  —  cc 

—  -f  sm  z ^-c L  -f-  sm 


2 


}•    00) 


Die  Symmetrie  dieser  Gleichung  in  cc,  ß,  y  zeigt,  daß  die  Gerade  B'C 
auch  durch  den  Punkt  Ä  geht,  somit  ist  schließlich  die  Existenz  der 
Wallaceschen  Geraden  bewiesen.  Bemerken  wir  auch  noch,  daß  durch 
Vertauschung  yon  cp  mit  cp  -f  %  die  Gleichung  (10)  in  die  Gleichung 
einer  zu  der  durch  (10)  dargestellten  senkrechten  Geraden  übergeht; 
daher  verteilen  sich  die  Tangenten  der  Knrve  in  zneinander  recht- 
winklige Paare,  entsprechend  den  Paaren  gegenüberliegender  Punkte 
des  gegebenen  Kreises. 

Um  die  Enyeloppe   der  Geraden  (10)   zu   finden,   setzen  wir  der 
Kürze  wegen: 

cp  =  2ip,  cc  +  ß  +  y  =  2s,  -  a+  ß  +  y  =  2a,  a-  ß  +  y  =  2b, 

a  -f  ß  —  y  =  2c. 

Die  Gleichung  (10)  nimmt  dann  folgendes  Aussehen  an: 

x  sin  (ip  —  s)  +  y  cos  (ip  —  s) 

=  y  { sin  (ßip  —  s)  +  sin  (ip  +  a)  +  sin  (ip  -f  h)  +  sin  (tp  -f-  c)  J  • 

Differenzieren  wir  nach  ip}  so  ergibt  sich: 
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x  cos  (r/>  —  s)  —  y  sin  (ifj  —  s) 
=  —  !  3  cos  (3^  —  s)  +  cos  (ip  +  a)  +  cos  (^  +  b)  +  cos  (^  -f-  c)  1 , 

welche  Gleichung  mit  der  vorigen  kombiniert  ergibt 

2  x 

—  =  sin (ßtjj  —  s)  sin  (ß>  —  s)  +  3  cos  (3ip  —  s)  cos  (^  —  s) 
+  sin  (a  +  s)  +  sin  (b  +  s)  4-  sin  (c  +  s) , 

2« 

-i-  =  sin  (3^  —  s)  cos  (^  —  s)  —  3  cos  (3  ^  —  5)  sin  (#  —  s) 

+  cos  (a  +  s)  +  cos  (b  +  s)  +  cos  (c  +  s) . 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 

sin  (a  +  s)  +  sin  (6  +  s)  +  sin  (c  +  s) 

d.  h.  sin  (jS  +  y)  +  sin  (y  +  «)  +  sin  (a  -f-  ß)  =  — ^ , 

cos  (a  +  s)  -f-  cos  (&  +  s)  +  cos  (c  +  s) 

d.  h.  cos  (ß  +  y)  +  cos  (7  -f  a)  +  cos  («4-/3)  =  -^ , 

und  außerdem  , 

a;      #0  =  # ,         i/      y0  =  y , 

so  kann  man  die  vorigen  Gleichungen  in  folgende  anderen  umgestalten 
—  =  2  cos  cp  +  cos  (2qp  —  2  s)       —  =  2  sin  qp  —  sin  (2qp  —  2s) 

oder  auch 

2(x'  cos  2s  4"  2/'  sm  2s) 


r 

2  (#'  sin  2  s  —  y  cos  2  s) 


=  2  cos  (93  —  2s)  4-  cos  2(qp  —  2s) , 
=  2  sin  (cp  —  2  s)  —  sin  2(cp  —  2  s) . 


Wenn  man  dann  cp  —  2  s  =  -r-  setzt  und  die  Koordinaten  vertauschung 
ausführt,  die  durch 

|  =  x  cos  2s  4-  y  sin  2s ,       r\  =  x  sin  2s  —  y  cos  2s 
charakterisiert  ist,  so  erhalten  wir  schließlich  die  Gleichungen: 

|  =  y(2cos-3  4-cos-),      ,-TpBmT-Bin-r).   .     (11) 

Da  nun  diese  (s.  Abschn.  VI,  Kap.  10)  der  Kurve  angehören,  die 
durch  einen  Punkt  der  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  -  er- 
zeugt wird,  wenn  dieser  innerhalb  eines  festen  Kreises  mit  dem 
Radius  —  rollt,  so  ist  die  gewiß  von  Schlaf  li1)  und  wahrscheinlich 


1)  J.  H.  Graf,  Der  Brieficechsel  zwischen  J.  Steiner  und  L.  Schläßi  (Bern, 
1896)  S.  206—208.  Nichtsdestoweniger  wird  die  behandelte  Kurve  immer  die 
Steinersche  Hypozykloide  genannt. 
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auch  von  Steiner  gemachte  Bemerkung  bewiesen,  daß  die  Stei- 
nersche  Kurve  eine   dreispitzige  Hypozykloide  ist.     Die  drei 

Spitzen  liegen  auf  dem  Kreise  mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  — , 

während  der  konzentrische  Kreis  mit  dem  Radius  —  die  Kurve  drei- 
mal berührt. 

Eliminiert  man  co  aus  den  Gleichungen  (11),  so  findet  man  die 
kartesische  Gleichung  der  Kurve  als 

(a*  +  yy  +  4r*(3y«  -  x*)  +  ^f  (x*  +  y*) -^  r±  =  0 .  .     (12) 

Die  dreispitzige  Hypozykloide  ist  also  eine  Kurve  vierter 
Ordnung,  die  von  der  unendlich  fernen  Geraden  in  den 
zyklischen  Punkten  berührt  wird.  Umgekekrt:  Jede  Kurve 
vierter  Ordnung  und  dritter  Klasse,  die  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  den  zyklischen  Punkten  berührt  wird, 
ist  eine  dreispitzige  Hypozykloide.  Diese  wichtige  Bemerkung 
L.  Cremonas1)  kann  durch  folgende  von  A.  Clebsch2)  herrührende 
Überlegung  bewiesen  werden.     Die  Gleichung 

zwischen  den  homogenen  Koordinaten  %■  einer  Geraden  stellt  eine 
Kurve  dritter  Klasse  dar,  welche  die  dritte  Seite  des  Fundamental- 
dreiecks als  Doppeltangente  hat,  indem  die  Berührungspunkte  die  be- 
züglichen Ecken  des  Dreiecks  selbst  sind.  Die  vorige  Gleichung  führt 
alsbald  zu  folgender  parametrischer  Darstellung 

r%x  =  A2,     r£2  =  A,    r£3  =  1  +  A3; 

mit  anderen  Worten,  es  ist 

A2^  +  Xx%  +  (1  -f  /l3)%  =  0 

die  allgemeine  Gleichung  der  Tangenten  an  jene  Kurve.  Kombinieren 
wir  sie  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  A,  so  ersieht  man,  daß  die  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  der  Kurve  proportional  mit  1  —  2  A3, 

A4  —  21,  A2  sind;    setzt  man  A  =  — ,  so  kann  man  schreiben 


i  ip  icp 

Nehmen  wir  ii  =  pe2,v  =  pe  2,        '        *  =  — ,       — jr-. — -  =  — ,  so 
r       v       '             ~  '  2 x3  a  '  2ixs  a  ' 

folgt  daraus 


1)  S.  die  fundamentale  Abhandlung  Sur  Vhypocycloide  à  trois  rébroussements 
(Crelles  Journ.  LXIV,  1865). 

2)  S.  die  Scblußnote  zu  der  angeführten  Abhandlung  von  Cremona. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  11 
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—  =  cos  2cp  -f-  2  cos  <p,     —  =>  sin  2cp  —  2  sin  <p . 

Da  diese  nun  (für  a  =  — ,  qp  =  —  J  von  der  Form  der  Gleichung  (11) 

ist,  ist  der  Satz  von  Cremona  bewiesen. 

74.  Indem  wir  der  Bequemlichkeit  halber  die  Bezeichnungen 
ändern,  wollen  wir  unsere  Gleichung  (11)  folgendermaßen  schreiben: 

x  =  a(ß  cos  X  +  cos  2X) ,    y  =  a(2  sin  X  —  sin  2X)      .     (11') 

und  erhalten  so  eine  sehr  nützliche  parametrische  Darstellung  der 
dreispitzigen  Hypozykloide.     Aus   dieser  entnimmt  man  eine  analoge 

für    die    Polar -Koordinaten    q  =  ]/#2  +  i/2    und    co  =  are  tg  —  ;    man 

findet  nämlich  die  Gleichungen: 

p2  =  a2(5-|-4cos3/l)| 

_  2  sin  l  —  sin  2  X         \ (13) 

0  2  cos  X  -f-  cos  2  %         J 

von  denen  die  zweite  nach  einigen  geeigneten  Umformungen  folgen- 
des Aussehen  erhält: 

•k("+t) --i-ter; (14) 

Gleichung  (13)  zeigt,  daß  der  Radiusvektor  zwischen  dem  Minimum 
a  und  dem  Maximum  3a  variiert;  jenes  entspricht  den  Werten  X  =  — , 

jt,  — ,    dieses    den  Werten   2  =  0,  —,  —  ;    die    Punkte    der    Kurve 

mit  dem  größten  Radiusvektor  sind  die  Spitzen,  jene  mit  dem 
kleinsten  Vektor  sind  die  Berührungspunkte  des  (dreifach  berührenden) 

Kreises  um   0  mit  dem  Radius  a.     Setzt  man  in  (13)  X  =  — —  +  cc 

ein,  so  bekommt  man  p2  =  a2  (5  -f-  4  cos  3  a);  da  nun  hierin  das  dop- 
pelte Vorzeichen  (+  a)  keinen  Zeichen  Wechsel  hervorruft,  so  ist  klar, 
daß   (die  drei  durch  den  Anfangspunkt  gezogenen  Geraden,  die  mit 

Ox  die  Winkel  bzw.  0,  —,  —  bilden,  d.h.)  die  Spitzentangenten 

drei  Symmetrieachsen  der  Kurve  sind.  Aus  der  Bemerkung, 
daß   die   Gleichungen   (13),   (14)   sich  auch  nicht  ändern,  wenn  man 

X  in  X  -f.  — ö~  und   co  in  co  -| — —  (Je  =  1,  2)    verändert,    erkennt    man, 

daß  der  dreispitzigen  Hypozykloide  oo1  gleichseitige  Dreiecke  ein- 
besehrieben  werden  können. 

Wir  nehmen  wieder  die  Gleichung  (11'),  um  daraus  abzuleiten, 
daß  die  Tangente  an  die  Hypozykloide  im  Punkte  (t)  folgende  Glei- 
chung hat 

#sin--  -f-  ycos      =  asm  —-, (15) 
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it  daher  mit  der  #-Achse  d< 
Koordinaten  dieser  Tangente  sind 


sie  bildet  daher  mit  der  #-Achse  den  Winkel  it  —  —  •  Die  Plückerschen 


.     x  t 

sin  —  cos  — 

j.                       2  2 

5= *Z  V  = 


3t  '  .    Zx 

a  sin  —  a  sm  — 

2  2 

Durch  Elimination  von  %  ergibt  sich  daraus 

i8  +  i?2  =  a(3ii?2-i?8) (16) 

als  Tangentialgleichung  der  Kurve.  —  Die  durch  Gleichung  (15) 
dargestellte  Gerade  schneidet,  wie  jede  beliebige  Gerade  der  Ebene, 
die  Hypozykloide  in  vier  Punkten,  deren  Parameter  man  durch  Ein- 
setzen der  Werte  (11')  für  x  und  y  in  (15)  und  Auflösung  der  resul- 
tierenden Gleichung  nach  X  erhält.     Diese  Gleichung  kann  nun  als 

sin  f*r  +  A)  •  sin2— - —  =  0 

geschrieben  werden,  zerfällt  daher  in  die  beiden 

X 


sin2^p  =  0,     sin({  +  A)  =  0. 


Die  erstere  liefert  den  Ausgangspunkt  (r)  doppelt  gerechnet,  während 
die  zweite  zu  den  beiden  Punkten  mit  den  Parametern 

X1  =  %  ——,     /U  =  2jt  —  —    führt. 

Wir  sehen   also:    Die   Tangente    der  Hypozykloide  im   Pnnkte    (r) 

schneidet  die  Knrve  ferner  in  den  Punkten  (st  —  ^A  und  (2jt  —  ~J  . 

Der    Kürze    wegen    wollen    wir     die    beiden    letzteren    assoziierte 
Punkte  nennen.     Die  Koordinaten  solcher  Punkte  sind 

xx  =  a  (cosr  —  2  cos  V)  ]  x2  =  a  (cos-r  -f-  2  cos  — J 

y1  =  a  (sin  %  -f-  2  sin  —  J  j  y%  =  a  ( sin  t  —  2  sin  —  j 

daraus  folgt 

a?j  -)-  x% 


acosr,  '        —  a  sinr 


(xx  +  x2f  +  (jft  +  y2y  =  4  a2; 
x,  —  x9  x        y.  —  y9  .      x 

-V^  =  -C0S2^      AT/L  =  Sm2' 

K-^)2  +  (y1-2/2)2  =  (4a)2 

und  also:  Die  von  zwei  beliebigen  assoziierten  Punkten  begrenzte 
Strecke  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  die  Hypozykloide  dreifach 
berührenden   Kreises   und   hat   einen   Punkt  der   Peripherie   dieses 
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Kreises    zum    Mittelpunkte.     Die    Tangenten    in    diesen    assoziierten 
Punkten  haben  die  Gleichungen  bzw.: 


3r 


3r 


x  cos  —  +  y  sm—  =  —  a  cos  — ,      x  sin  —  —  ?/cos  —  =  a  sm  —  ; 

beachten  wir  die   Gestalt  dieser   Gleichung  und  merken  uns,  daß  sie 

durch  die  Werte 

x  —  —  acosT,       2/  =  —  asmr 

befriedigt  wird,  so  schließen  wir:  Die  Tangenten  in  zwei  beliebigen 
assoziierten  Punkten  sind  zueinander  senkrecht  und  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  des  dreifach  berührenden  Kreises,  der  dem  Mittel- 
punkte der  von  jenem  Punkte  begrenzten  Strecke  diametral  gegen- 
über liegt. 

Da  die  hier  untersuchte  Kurve  dritter  Klasse  ist  —  vgl.  Gl.  (16) 
—  so  gehen  durch  jeden  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  drei  ihrer  Tan- 
genten; die  entsprechenden  Werte  des  Parameters  t  sind  die  Wurzeln 
t1;  t2,  t3  der  Gleichung  (15);  wir  haben  daher  als  Gleichung  jener 
Tangenten 

x  sin  —  +  y  cos  f  =  a  sin  -—■    (Je  =  l,  2,  3). 

Durch  Elimination  von  x  und  y  findet  man  folgende  Beziehung  für 
die  Parameter  dreier  Kurvenpunkte,  deren  Tangenten  durch  denselben 
Punkt  gehen: 


3^ 


smf 

cosf 

sinT 

sinf 

T2 

cosf 

.        3  TT, 

sinT 

•    *« 

--_TS 

.     3t, 

sm 


cos- 


sin 


2  2  2 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 

h 
so  wird  diese  Gleichung: 


smf 

cosf 

sir  f 

=  o, 

oder 

Sm2 

r2 

cosf 

sur  f 

smf 

T3 

cosf 

smd  f 

•zung 

=  e*** 

(*  =  l 

,  2,  3). 

=  0. 


^2    Éi 


-l 
-l 
- 1 


=  0,     oder  g^lg  =  1, 


>2         b2        *2 
:    2       t  t    3 

53         »3        53 

Setzen  wir  nun  wieder  für  die  |  ihre  Werte  ein,  so  finden  wir 

ßi  {tx  +  r2  +  *3)  _  ^ 


und  daher 


Tj   -f-  Tg  -f-  T3  =  2?T. 


Wir  sehen  also:  Die  Summe  der  Parameter  derjenigen  drei  Punkte 
der  Kurve,  deren  entsprechende  Tangenten  in  einen  Punkt  zusammen- 
laufen, ist  gleich  vier  Rechten. 
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Aus   der   Gleichung  (15),  welche   die    Tangente   darstellt,   ergibt 
sich  die  Gleichung  der  Normalen  als 

a;cos~—  y  sin  -J  =  3a  cos -^; (17) 

setzen  wir  daher  %  =  it  +  r,  so  geht  sie  über  in 

x  sin  —  4-  y  cos  —  =  3a  sin  '—  • 

2       ^         2  2 

Da  diese  nun  der  Form  nach  identisch  mit  (15)  ist,  so  erkennt  man 
die  Enveloppe  der  Normalen,  d.  h.  die  Evolute  der  dreispitzigen 
Hypozykloide  ist  eine  Kurve  derselben  Art,  jedoch  von  der  drei- 
fachen Größe;  die  dreispitzige  Hypozykloide  ist  also  eine  Kurve,  die 
ihrer  eigenen  Evolute  ähnlich  ist.     Wenn  man   in  Gleichung  (17)  t 

in  7t  —  —  und  dann  in  2it  —  —  verwandelt,   so   erhält  man  die   Glei- 

chungen  zweier  Geraden,  die  durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 
3a  cos  t,  3a  sin  r,  der  der  Geraden  (17)  selbst  angehört,  hindurch- 
gehen; und  demnach:  die  Normalen  der  dreispitzigen  Hypozykloide  in 
den  drei  Punkten,  die  derselben  Tangente  angehören,  laufen  in  einen 
Punkt  des  der  Kurve  umbeschriebenen  Kreises  zusammen. 
Differenzieren  wir  (17),  so  erhalten  wir 

x  sm  —  -f-  y  cos  —  =  9  a  sin  — 

2     '    s  2  2 

und  kombinieren  wir  diese  Gleichung  mit  (17)  selbst,  so  erhalten  wir 
folgende  Werte  für  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

x0  =  3a  (2  cos  t  —  cos  2t),    y0  =  3a  (2  sinr  -+-  sin  2t). 
Ist  nun  i?  der  Krümmungsradius,  so  hat  man 

B=8asm^- (18) 

Wenn  daher  M1  und  R2  die  Krümmungsradien  in  den  beiden  asso- 
ziierten Punkten  yt  -f  |- j   und  [2%  —  -^J  sind,  so  hat  man 

B1  =  +  8 a  cos  —,     R2  =  +  8  a  sin  — - 

und  daher  die  bemerkenswerte  Beziehung: 

E\  +  El  =  tea2. 

Die  Gleichungen  (12)  geben  auch  den  Ausdruck  für  das  Bogen- 

3  x 
differential  ds  =  4a  sin  —  dt,  und  durch  Integration  von  t  =  0 

8a  (^  3t\         16a    .    »3t  /1AN 

S  ==  IT  l1  ~  cost)  =  "IT  sm  T W 

Machen  wir  darin  t  =  -r-,  so  erhalten  wir  —=-  als  Länge  des  ganzen 
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Bogens  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  und  daher:  Die 
Gesamtlänge  der  Hypozykloide  ist  gleich  dem  16-fachen  Radius  des 
einbeschriebenen  Kreises.  —  Führen  wir  dagegen  die  Integration  zwi- 
schen den  Grenzen  x  und  —  aus,  so  erhalten  wir 

S=~FC0ST (19) 

Durch  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  (19)  und  (19')  findet 
man 

9s2  +  B2  =  6±a2,    . (20) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  Hypozykloide  ist. 

Mit  Hilfe  derselben  Gleichung  (12)  kann  man  die  Quadratur  eines 
Flächenstückes  der  Hypozykloide  ausführen;  im  besonderen  findet 
man:  Die  ganze  Fläche  der  Hypozykloide  ist  doppelt  so  groß  als  die 
des  einbeschriebenen  Kreises. 

Die  dreispitzige  Hypozykloide  erfreut  sich  noch  weiterer  schöner 
Eigenschaften,  die  man,  wie  L.  Cremona  getan  hat,  durch  Anwendung 
der  allgemeinen  Theorie  der  ebenen  Kurven  auffinden  kann.  Man 
kann  sie  jedoch  sowohl  durch  direkte  geometrische  Betrachtungen1)  als 
auch  durch  Rechnung2)  nachweisen.  Es  ist  uns  jedoch  versagt,  noch 
weiter  uns  mit  dieser  Kurve  zu  beschäftigen3).  Wir  schließen  daher 
dieses  Kapitel  mit  der  Bemerkung,  daß  die  Kurven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Spitzen  (von  denen  die  Kardioide  und  die  Hypozykloide 
Spezialfälle  sind)  von  F.  Padula4)  und  später  von  Siebeck5)  unter- 
sucht wurden6);  dieser  erzeugte  sie  (einer  Idee  von  H.  Schröter 
folgend)  durch  die  Schnitte  entsprechender  Tangenten  an  zwei  Kegel- 


1)  C.  Intrigila,  Studio  geometrico  sull'  ipocicloide  tricuspide  (Giorn. 
Matern.  XXIII,  1885);  C.  Wirtz,  Die  Steiner'sche  Hypocycloide  (Diss.  Straßburg, 
1900). 

2)  Painvin,  Note  sur  Vhypocycloìde  à  trois  rebroussements  (Nouv.  Ann. 
Math.  2e  Sér.  IX,  1870);  M.  Simon,  Analytische  Geometrie  (Leipzig.  1900) 
XIII.  Abschnitt. 

3)  Es  sei  nur  noch  bemerkt,  daß  dieser  Kurve  K.  Weierstraß  begegnete, 
als  er  die  folgende  Aufgabe  aus  der  Variationsrechnung  löste:  „Wie  muß 
die  Oberfläche  eines  auf  gegebener  kreisförmiger  Basis  errichteten  Rotations- 
körpers von  vorgeschriebenem  Volumen  gestaltet  sein,  damit  der  Widerstand, 
welchen  der  Körper,  in  der  Richtung  seiner  Achse  sich  bewegend,  von  der  Luft 
erfahrt,  ein  Minimum  sei?"  M.  s.  Abh.  zur  Gesch.  d.  Math.,  XX.  Heft,  1905, 
S.  81—86. 

4)  Intorno  le  curve  di  4°  grado  che  hanno  tre  punti  di  regresso  di  prima 
specie  (Ann.  di  Se.  matem.  fìs.  Ili,  1852). 

5)  über  die  Erzeugung  der  Curven  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung 
durch  Bewegung  eines  Punktes  (Crelles  Journ.  LXVI,  1866). 

6)  M.  s.  auch  die  Abh.  von  E.  B oltrarni,  Su  alcuni  teoremi  di  Feuerbach 
e  di  Steiner  (Mem.  Acc.  Bologna,  2.  Reihe  V,  1875). 
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schnitte,  indem  er  als  entsprechend  solche  zwei  Tangenten  ansah, 
deren  Berührungspunkte  mit  einem  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven 
in  gerader  Linie  liegen. 


Achtes  Kapitel. 

Einige  Fußpunktkurven  vierter  Ordnung  der  dreispitzigen 
Hypozykloide. 

75.  Die  im  vorigen  Kapitel  untersuchte  dreispitzige  Hypozykloide 
ist  nicht  nur  wichtig  wegen  der  großen  Anzahl  schöner  Eigenschaften, 
die  sie  darbietet,  sondern  auch  weil  sie  den  Ausgangspunkt  für  die 
Entdeckung  und  Untersuchung  anderer  bemerkenswerter  Kurven  bildet. 
Das  vorliegende  Kapitel,  welchem  die  Aufgabe  zufallt,  mit  denjenigen 
von  diesen  Kurven  bekannt  zu  machen,  die  von  der  vierten  Ordnung 
sind,  möge  dies  beweisen. 

Wir  schicken  zunächst  folgende  Bemerkung  voraus:  Wenn  auf 
der  Peripherie  eines  Kreises  (mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  r) 
ein  Punkt  D  gegeben  ist  (Taf.  IV,  Fig.  31),  und  man  nimmt  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  von  D  aus  zwei  Bogen  derart,  daß 
are  DS  =  2arc  DS',  so  ist  die  Enveloppe  aller  Geraden  SS'  eine 
dreispitzige  Hypozykloide.  —  Setzen  wir  are  DS  =  ce,  so  hat  die 
Gerade  SS',  wenn  0  der  Anfang,  OD  die  #-Achse  ist,  die  Gleichung 

a    ,  .      a  Sa  /iN 

x  cos  —  +  y  sin  g-  =  x  cos  — (1) 

Da  nun  diese  dieselbe  Gestalt  hat,  wie  (15)  des  vorigen  Kapitels,  so 
ist  die  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  evident. 

Wenn  man  nun  die  Sehne  SS'  nach  beiden  Seiten  verlängert, 
derart,  daß  ST  =  S'  T'  =  SS\  so  ist  der  Ort  der  Punkte  T  die 
dreispitzige  Hypozykloide,  jedoch  der  Ort  der  Punkte  T  eine  neue 
Kurve,  deren  analytische  Darstellung  man  folgendermaßen  erhält:  Sei 
H  (s.  dieselbe  Figur)  der  Mittelpunkt  der  Sehne  SS'\  da  man  nun 
von  dem  Punkte  0  nach  T,  sowohl  auf  dem  geradlinigen  Wege  OT 
als  auch  auf  dem  gebrochenen  OUT  gehen  kann,  so  hat  man,  indem 
man  auf  die  Achsen  projiziert: 


X 

=  OHcos  | 

-äTsinf, 

y- 

=  Ofi"sin|  +  £Trcos 

a 

2 

nun 

ist 

ÖH= 

r  cos 

X»    YS- 

"òr  sin 

— ,    daher 

x  = 

r         da 

=  r  cos  — cos 

a 

-3 

.     3a    .     a~\ 
Sm-2-Sm2> 

oder 

einfacher 

y  = 

r        Sa    . 

=  r  cos  —  sin 

a 
2 

+  3 

.3a          al 

sin  — cos  ¥J, 
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x  =  r  (2cos2«  —  cosa),     y  =  r  (2sin2a  +  sino;).  .     .     (2) 

Setzt  man  tg  —  =  t,   so  erhält  man  für  x  und  y  rationale  gebrochene 

Ausdrücke  vierter  Ordnung,  welche  zu  dem  Schlüsse  berechtigen,  daß 
die  Kurve,  um  die  es  sich  handelt,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Knoten  und  drei  einen  Winkel  von  120°  miteinander  bildenden 
Symmetrieachsen  ist.  Wiewohl  diese  Kurve  Stoff  zu  vielerlei  Unter- 
suchungen gegeben  hat1),  so  wollen  wir  uns  hier  doch  nicht  mit  einer 
weiteren  Untersuchung  derselben  aufhalten. 

Wir  gehen  vielmehr  zur  Betrachtung  der  Fußpunktkurve  einer 
dreispitzigen  Hypozykloide  in  bezug  auf  einen  Punkt  des  einbeschrie- 
benen Kreises  über.  Sie  ist  eine  Kurve,  die  den  von  G.  de  Long- 
champs2)  ihr  gegebenen  Namen  Trèfle  oblique  (schiefes  Dreiblatt) 
trägt,  der  auch  von  H.  Brocard  angewendet  wird,  dem  Verfasser  einer 
ausgezeichneten  Monographie  über  dieselbe3).  Die  Gleichung  der- 
selben könnte  man  unschwer  vermittels  der  Gleichung  (1)  einer 
Tangente  der  Hypozykloide  erhalten.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  sie 
zu  erhalten,  indem  wir  von  folgender  (von  de  Longcbamps  ange- 
gebenen) Definition,  durch  die  sie  allgemein  erhalten  werden  kann, 
ausgehen:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  0,  ein  Punkt  P 
seiner  Peripherie  und  eine  feste  Gerader  (Taf.  IV,  Fig.  32  a);  man  ziehe 
von  P  eine  beliebige  Sehne  PP;  der  um  P  mit  dem  Radius  PP  be- 
schriebene Kreis  möge  die  durch  P  zu  r  gezogene  Parallele  in  den 
beiden  Punkten  M,  M'  schneiden,  deren  Ort  dann  ein  „schiefes  Drei- 
blatt" ist4)." 

Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden,  nehmen  wir  ein  Polar- 
system mit  P  als  Pol  und  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises 
POD  als  Polarachse;  nenneD  wir  den  Winkel  desselben  mit  der  Ge- 
raden r  a,  den  Radius  des  genannten  Kreises  a  und  p,  o,  die  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  M,  dann  ist 

PE  =  2a  cos  (o  -  «),       q  =  PM=2-PR  •  cos  (©  —  o), 

daher  ist  Q  =  4a  cos  (2 a  -  a)  cos  (a  -  a) (3) 

oder  wenn  man  lieber  will: 

q  =  2a  coso  -f  2a  cos  (3 a  —  2a) (3') 

die  gewünschte  Gleichung.5)     Geht  man  zu  kartesischen  Koordinaten 

1)  Angegeben  in  der  Abhandlung  von  H.  Brocard,  Le  trifolium  (Journ. 
math.  spéc,  1891)  S.  17  des  Separat-Auszuges. 

2)  Sur  le  trifolium  (Journ.  math.  spéc.  1887). 

3)  S.  die  Fußnote  1  auf  dieser  S. 

4)  Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  diese  Konstruktion  als  eine  besondere,  auf 
den  gegebenen  Kreis  angewandte  Transformation  angesehen  werden  kann. 

5)  H.  Brocard,  Memoire  sur  divers  problèmes  dont  la  solution  dépend  de  la 
trisection  de  l'angle  (Algers,  1874). 
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über,  so  wird  diese 

{X^f]"  =  x(x2  +  y2)  +  x  {x2  -  3*/2)  cos  2a  +  y  (x2  -  3?/2)  sin  2  a.  (4) 

Aus  derselben  ergibt  sieb:  Das  schiefe  Dreiblatt  ist  eine  Kurve  vierter 
Ordnung  mit  P  als   dreifachem  Punkte;    die   zugehörigen  Tangenten 

bilden  mit   der  Polarachse  die  Winkel  -r-|-Tr>    ~r  +  tt>    ir  +  «»    so- 

4  2         4  2        2 

mit  sind  zwei  derselben  zueinander  senkrecht,  und  die  dritte  ist  zur 
festen  Geraden  senkrecht.  Von  der  unendlich  fernen  Geraden  wird 
das  Dreiblatt  in  den  zyklischen  Punkten  der  Ebene  geschnitten.  Aus 
den  Plückerschen  Formeln  geht  hervor,  daß  die  betrachtete  Kurve 
von  der  sechsten  Klasse  ist  und  sechs  Wendepunkte  sowie  vier  Doppel- 
tangenten besitzt,  eine  derselben  ist,  wie  gesagt,  die  unendlich  ferne 
Gerade,  zwei  andere  sind  die  parallel  zu  der  festen  Geraden  gehenden 
Tangenten  an  den  gegebenen  Kreis,  die  letzte  ist  reell  und  im  End- 
lichen gelegen  (s.  die  Figur).  Wir  überlassen  es  dem  Leser  mit  Be- 
nutzung der  vorigen  Gleichung  zu  verifizieren,  daß  der  gegebene  Kreis 
das  Dreiblatt  außer  im  Punkte  P  und  in  den  zyklischen  Punkten  der 
Ebene,  noch  in  den  Ecken  ABC  eines  gleichseitigen  Dreiecks  schneidet, 
daß  ferner  das  Dreiblatt  durch  die  Punkte  Q,  Q'  geht,  in  denen  die 
von  D  zur  festen  Geraden  gezogene  Parallele  von  dem  Kreise  mit 
dem  Zentrum  _D  und  dem  Radius  DP  geschnitten  wird,  und  dort  von 
den  Senkrechten,  die  von  den  genannten  Punkten  auf  den  Durch- 
messer PD  gefällt  sind,  berührt  wird.     Setzt  man: 

Q1  =  2a  cos  co ,  q2  =  2a  cos  3  l-z —  cai , 

so  wird  Gleichung  (3') 

q  =  Qi  +  p2; 

nun  stellt  von  den  eben  genannten  Gleichungen  die  erste  den  ge- 
gebenen Kreis  dar,  während  die  zweite  jene  spezielle  „Rosenkurve" 
(Nr.  136,  III)  darstellt,  die  unter  dem  Namen  „gleichseitiges  Kleeblatt" 
bekannt  ist.  Man  kann  somit  das  schiefe  Dreiblatt  konstruieren,  in- 
dem man  die  Vektoren  eines  Kreises  zu  denen  eines  gleichseitigen 
geeignet  gelegenen  Kleeblattes  addiert1). 

Noch  eine  andere  Entstehungsweise  verdanken  wir  K.  Zahradnik2): 
Von  dem  beweglichen  Punkte  M  eines  Kegelschnittes,  der  durch  den 

1)  Eine  andere  Erzeugung  ist  in  der  Cuestion  32,  die  von  H.  Brocard  im 
Progréso  math.  (Bd.  I,  S.  294)  vorgelegt  und  im  Bd.  Ili,  S.  241  u.  261,  gelöst  wurde, 
enthalten.  Sie  hat  folgenden  "Wortlaut:  „Un  hilo  de  longitud  d  està  fijo  ä  un 
punto  A  de  una  circumferencia  de  radio  a,  y  lleva  en  su  otro  extremo  un  peso 
M  que  lo  tiende.  El  hilo  pasa  per  un  pequeno  anillo  B  que  se  mueve  a  lo 
largo  de  la  cricumferenzia  OA.     Hallar  el  lugar  de  los  puntos  Jf." 

2)  Über  eine  hirationale  Jeubische  Verwandtschaft  und  deren  Anioendung 
(Wiener  Sitzungsber.  CXIV,  Abt.  II,  Mai  1905). 
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Koordinatenanfang  0  geht,  fällen  wir  die  Lote  MA  und  MB  auf  die 
beiden  Achsen,  verbinden  die  Fußpunkte  A  und  B  miteinander  und 
fällen  von  0  auf  AB  das  Lot  OMv  Der  Fußpunkt  Mt  beschreibt 
dann  das  Dreiblatt. 

76.  Jedem  Werte  des  Winkels  a  entspricht  ein  besonderes  Drei- 
blatt.    Besonders  erwähnenswert  sind  diejenigen,  die  entstehen,  wenn 

a  =  0  oder  a  —  —  ist.      Die   Polargleichung    des    ersteren    ist   (wenn 

der  Kürze  halber  4a  =  d  gesetzt  wird) 

q  =  r^-cos  qp-cos  2<p (5) 

oder  auch 

Q  =  d-cos(p  —  2d- cos  <p  sin2  cp (5') 

während  die  der  zweiten  Kurve  lautet 

q  =  4a  sin  co  •  sin  2co (6) 

Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  dargestellten  Kurven  wurden  von 
G.  de  Longchamps  gefunden,  der  sie  bzw.  Trifolium  droit  (gerades 
Dreiblatt)1)  und  Feuille  double  droite  (gerades  Zweiblatt)2) 
nannte;  er  gab  auch  eine  besondere  Erzeugungsart  für  die  erstere  an, 
sowie  ein  Verfahren,  welches  wir  noch  darlegen  werden,  um  eine 
noch  allgemeinere  Kurve  als  die  zweite  zu  finden. 

I.  „Gegeben  sei  eine  Strecke  00'  =  d  (s.  Taf.  IV,  Fig.  32  b).  Man 
ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  auf  welchen  man  das  Lot  O'M 
fällt;  M'  sei  symmetrisch  zu  M  in  bezug  auf  0  0',  und  P  sei  der 
Fußpunkt  des  von  M'  auf  OM  gefällten  Lotes;  der  Ort  der  Punkte 
P  ist  ein  gerades  Dreiblatt3)."  Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden, 
nehmen  wir  0  als  Pol  und  0  0'  als  Polarachse,  nennen  H  den  Schnitt- 
punkt von  MM'  mit  00';  man  hat  dann  sukzessive: 

OM  =  d  cos  co  ,  MH  =  OM  •  sin  co  =  d  sin  co  •  cos  co , 

MM'  =  2d  sin  co  •  cos  co ,    PM  =  MM'  'smco  =  2d  sin2  co  •  cos  co , 

und  da  nun  q  =  OP  =  OM—  PM,  ergibt  sich 

q  =  d  cos  co  —  2d  cos  co  •  sin2  co, 

welche  Gleichung  mit  (5')  übereinstimmt.    Die  zugehörige  kartesische 

ftleiehmig  ^+fy-dX(x*-f)=.o 

1)  Eine  stereometrische  Erzeugung  dieser  Kurve  verdankt  man  A.  Droz- 
Farny  (Notes  géométriques  sur  le  trifolium  droit;  Mathésis,  3.  Sér.,  IV,  1904). 

2)  Es  ist  wohl  zu  bemerken,  daß  die  älteste  uns  bekannte  Erwähnung  dieser 
Kurve  sich  in  der  Abhandlung  über  die  Kurve  deren  Natur  durch  die  Gleichung 
yi  =  (jtax  —  2ajs)t/2 — #4  ausgedrückt  loird  (Breslau,  1833)  von  I.  K.  Jobisch 
findet. 

3)  G.  de  Longchamps,  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  Véquerre 
(Paris,  1890)  S.  125. 
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läßt  erkennen,  daß  die  Kurve  aus  drei  Blättern  besteht,  von  denen 
zwei  zueinander  in  bezug  auf  00'  symmetrisch  sind,  das  dritte  ist 
selbst  symmetrisch  in  bezug  auf  diese  Gerade;  die  Tangenten  an  die 
Kurve  in  dem  dreifachen  Punkte  0  sind  die  y-Achse  und  die  Winkel- 
halbierer  der  Achsenwinkel;  außer  der  unendlich  fernen  Geraden  sind 

Doppeltangenten   der  Kurve  die  drei  Geraden  x  +  -%  =  0,   y  +_  -r-=0. 

Das  gerade  Dreiblatt  hat  eine  sehr  große  Ähnlichkeit  der  Gestalt 
mit  einer  rationalen  Kurve  vierter  Ordnung,  die  vor  ca.  160  Jahren  von 
G.  Cr  am  er  betrachtet  wurde,  der  sie  als  „une  espèce  de  trèfle"  be- 
zeichnete, das  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden  könne1):  „Gegeben 
ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  C  und  dem  Radius  r,  sowie  ein  Punkt  0 
seiner  Peripherie;  man  nehme  als  Achsen  zwei  Geraden  durch  0,  die 

mit  OC  die  Winkel  —  bilden;   ist  nun  NP  als  Ordinate  eines  belie- 

4 

bigen  Punktes  des  Kreises  gezeichnet,  so  zeichne  man  den  Punkt  M 
derart,  daß  MP  =  ON '•  NP  und  betrachte  dessen  geometrischen  Ort. 
Die  Gleichung  desselben  ist  ersichtlich 


oder  #4  +  y*  —  2ax  (x2  —  y2)  =  0         j 

wenn  man  zur  Vereinfachung  r  =  a}/2  setzt.  Das  Cr  am  er  sehe  Drei- 
blatt  ist  demnach  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  0  als  dreifachem 
Punkte,  der  Geraden  x  -\-  a  (]/2  —  l)  =  0  als  Doppeltangente  usw.; 
sie  geht  aber  nicht  durch  die  zyklischen  Punkte. 

IL  „Gegeben  ein  rechter  Winkel  AOB,  auf  dessen  Schenkeln 
die  Punkte  A  und  B  markiert  sind.  Auf  eine  beliebige  durch  B  ge- 
zogene Gerade  fälle  man  das  Lot  AM  (Taf.  V,  Fig.  33);  wenn  nun 
MH  senkrecht  zu  OA  und  HP  senkrecht  zu  AM,  so  ist  der  Ort 
der  Punkte  P  ein  schiefes  Zweiblatt2)/'  Um  dessen  Gleichung  zu 
finden,  bezeichnen  wir  die  Entfernungen  OA,  OB  mit  a,  1),  nehmen 
A  als  Pol  und  AO  als  Polarachse.  Projizieren  wir  den  Linienzug 
AOBM  auf  AM,  so  erhalten  wir 

AM  =  a  cos  co  -f-  b  sin  «  . 
Anderseits  haben  wir 

q  =  AP  =  AH-  cos  a?  =  AM •  cos2to, 

daher  schließlich 

q  =  a  cos3  G3  +  &  sin  co  •  cos2  co (8) 

die  gesuchte  Gleichung  ist.     Die  entsprechende  kartesische  lautet 

1)  Introduction  à  Vanalyse  des  lignes  courbes  aìgébriques  (Genève  1750)  S.  421. 

2)  G.  de  Longchamps,  Essai  S.  122. 
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(x2  +  y2)2  =  x2  (ax  +  by) (9) 

Das  schiefe  Zweiblatt  hat  einen  dreifachen  Punkt  in  A\  die  ent- 
sprechenden Tangenten  sind  die  y-Achse,  doppelt  gezählt,  und  die  Ge- 
rade ax  +  by  =  0.     Im  Spezialfälle  a  =  0  werden  (8)  und  (9)  zu 

q  =  b  •  sin  a  cos2  o (8') 

(x2+y2)2=bx2y (9') 

Die  erstere  verwandelt  sich  in  Gleichung  (6),  wenn  man  b  in  8  a,  ra  in 

—  —  co  verwandelt,    während   die   zweite  Gleichung   beweist,   daß   die 

dargestellte  Kurve  symmetrisch  zur  y-Achse  ist;  daher  der  Name  ge- 
rades Zweiblatt,  den  sie  erhalten  hat  (s.  Taf.  V,  Fig.  34). 

Aus  (9')  kann  man  ableiten,  indem  man  x  und  y  vertauscht  und 

statt  b  Act,  setzt 

y  =  +  y  ax  ±  yax  —  x2; (9") 

daher  gehört  das  gerade  Zweiblatt  zur  Klasse  derjenigen  Kurven,  denen 
unser  Kap.  10  gewidmet  ist.  Es  löst  eine  von  Montucci  in  den  Nou- 
velles  Ann.  de  Math,  im  Jahre  1857  (S.  449)  vorgelegte  Frage,  und  ist 
identisch  mit  der  Duplikatrix-Kurve,  die  von  demselben  Geometer 
in  der  Arbeit  'Resolution  de  l'équation  du  5e  degré  (Paris,  1869)  ange- 
wendet wird.  Wir  bemerken  noch,  daß  die  Gleichung  (9")  für  die 
Untersuchung  des  geraden  Zweiblattes  sehr  nützlich  ist1):  z.  B.  führt 
sie  alsbald  zur  Bestimmung  der  Fläche  der  Kurve 

a  a 

2|  /  [YoTx  +  Yax  —  x2)  dx  —  ((YcTx  —  ]/ax  —  x2)  dx\ 
o  o 

a 

=  4/  Yax  —  x2  dx  =  -y" • 
o 

Es  soll  nicht  übergangen  werden,  daß  in  der  Introduction  von 
G.  Cramer  (S.  413)  sich  noch  eine  Kurve  findet,  deren  Gestalt  dem 
geraden  Zweiblatt  sehr  ähnlich  ist.  Ihre  Erzeugung  ist  folgende:  „Ge- 
geben ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  C  und  dem  Radius  r,  einer  seiner 
Durchmesser  OD  und  die  Tangente  in  dem  Endpunkte  D;  man  nehme 
eine  Strecke  MN,  die  parallel  zu  OD  zwischen  der  Peripherie  und 
der  Tangente  belegen  ist,  trage  auf  der  zugehörigen  Geraden  das  Stück 
NP  =  yON-  NM  ab,  und  betrachte  den  Ort  des  Punktes  P."  Dieser 
hat  zur  Gleichung  #4+  yi=  2axy2  und  eine  einfache  Diskussion  be- 
weist die  Ähnlichkeit  in  der  Gestalt  mit  dem  geraden  Zweiblatt. 

77.  Wir  haben  in  den  beiden  vorigen  Nummern  gesehen,  daß 
das   allgemeine  Dreiblatt   oder  Trifolium   als   Spezialfälle   das  gerade 

1)   Vg.  Elgé,  Sur  le  folium  double  (Jonrn.  de  Math.  spéc.  1896). 
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Dreiblatt  und  das  gerade  Zweiblatt  hat,  während  das  reguläre  Drei- 
blatt, dessen  wir  beiläufig  am  Schlüsse  von  Nr.  79  Erwähnung  ge- 
tan haben,  nicht  dazu  gehört.  Nun  hat  H.  Brocard  bemerkt1),  daß  es 
noch  eine  andere  Fußpunktkurve  der  dreispitzigen  Hypozykloide  gibt, 
deren  Spezialfälle  die  sämtlichen  drei  Kurven  sind  und  noch  andere. 
Es  ist  die  Fußpunktkurve  in  bezug  auf  einen  Punkt  A  der  Spitzen- 
tangenten. Um  die  Gleichung  derselben  zu  bilden,  bezeichnen  wir 
mit  a  die  Abszisse  des  Punktes  A  und  beachten,  daß  das  von  A  auf 
die  Gerade  (1)  gefällte  Lot  die  Gleichung  hat 

(x  —  a)  sm  —  —  y  cos  —  =  0 . 

Die  Gleichung  der  Brocard  sehen  Fußpunktkurve  erhalten 
wir  nun  durch  Elimination  von  a  aus  dieser  Gleichung  und  aus  (1). 
Nun  gibt  diese  Gleichung 

a  y  „„„  oc  x  —  a 

sm  —  =  *  cos  —  = 


2        Y(x  —  a)*-\-y*'  2        Vi.sc  —  a)s  +  2/2' 

so  daß,  wenn  man  (1)  folgendermaßen  schreibt 

ce     ,  a  r        «  cc         0  k     .    »al 

x  cos  —  -f  y  sm  —  =  r\  cosd  —  —  à  cos  —  sur  —  , 

2     '    J  2  L  2  2  2_r 

sich  alsbald  folgende  analytische  Darstellung  der  fraglichen  Kurve 
ergibt 

[x  (x-a)  +  y2]  [(x  -  af  +  y*]  =  r(x-  a)  [(x  -  af  -  3y2]  .      (10) 

Yerlegen  wir  den  Anfang  nach  A  und  gehen  dann  zu  Polarkoordinaten 
über,  so  erhalten  wir  die  anderen  Gleichungen 

(x2+y2+ax)(x2+y2)  =  rx(x2-3y2).      .     .     .     (11) 

o  =  (r  —  a)  cos  e?  —  4r  cos  co  sin  a (12) 

oder  o  =  —  (a  -f-  3r)  cos  co  -}-  4r  cos3  co (12') 

Gleichung  (11)  läßt  erkennen,  daß  die  Brocardsche  Fußpunkt- 
kurve eine  rationale  zirkuläre  Kurve  vierter  Ordnung  ist  mit  A  als  drei- 
fachem Punkte;  von  den  zugehörigen  Tangenten  ist  eine  (die  ^/-Achse) 
immer  reell,  die  anderen  (symmetrisch  zu  Ox)  sind  es,  wenn  A  inner- 
halb des  mit  r  um  0  beschriebenen  Kreises  liegt;  in  diesem  Falle 
besteht  die  Kurve  aus  drei  (reellen)  Blättern,  die  zu  je  zweien  drei 
gemeinsame  Tangenten  haben;  diese  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
sind  Doppeltangenten  der  Kurve  usw. 

Die  Gleichungen  (12)  und  (12')  hingegen  lassen  die  hervorragen- 
den Spezialfälle  sehr  gut  erkennen: 


1)  S.  die  oben  zitierte  Monographie  Le  trifolkim  S.  26  ff.  des  Auszuges. 
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1.  Wenn  a -\- 3r  =  0 ,  so  wird  (12')  q  =  4r  cos3  co,  welche  Glei- 
chung, wie  wir  Abschn.  V,  Kap.  11  sehen  werden,  eine  sekun- 
däre Proportionatrix  darstellt.1) 

2.  Wenn  a  =  r,  wird  (12) 

q  =  —  Ar  cos  a  •  sin2  co  =  —  2r  sin  co -sin  2o, 

welches,  wie  wir   gesehen  haben,   die  Gleichung   eines    geraden 
Zweiblattes  ist. 

3.  Machen  wir  in  (12)  r  —  a  =  d,  2r  =  d,  so  bekommen  wir  die 
Gleichung  eines  geraden  Dreiblattes. 

4.  Setzen  wir  endlich  a  =  0 ,  so  wird  (12') 

q  =  r  (4  cos3  03  —  3  cos  co)  =  r  cos  3  co  , 

die  Gleichung  eines  regulären  Trifoliums. 

Somit  ist  unsere  Behauptung  am  Anfange  dieser  Nummer  bewiesen 
und  zu  gleicher  Zeit  eine  gemeinsame  Art  der  Erzeugung  für  alle 
vier  speziellen  Kurven  angegeben. 


Neuntes  Kapitel. 
Die  Cartesischen  Ovale. 

78.  Werfen  wir  einen  Blick  auf  die  vier  vorhergehenden  Kapitel, 
so  erkennen  wir  leicht  das  sie  verknüpfende  Band.  Nach  der  Be- 
trachtung der  Konchoide  des  Nikomedes  (Kap.  5)  beschäftigten  wir 
uns  mit  den  Verallgemeinerungen,  die  sie  erfahren  kann,  insbesondere 
mit  den  Kreis-Konchoiden  (Kap.  6);  da  eine  derselben  eine  dreispitzige 
Kurve  vierter  Ordnung  ist,  so  wurden  wir  veranlaßt,  eine  andere  spe- 
zielle Kurve  mit  derselben  Eigenschaft  zu  betrachten,  nämlich  die 
dreispitzige  Hypozykloide  (Kap.  7),  und  darauf  gewisse  Kurven  vierter 
Ordnung,  die  sich  von  dieser  herleiten  (Kap.  8). 

Nachdem  wir  nun  diese  Gruppe  erschöpft  haben,  nehmen  wir 
die  chronologische  Anordnung  wieder  auf,  von  der  wir  uns  nur  dann 
frei  machen,  wenn  der  logische  Zusammenhang  es  erfordert,  und  knüpfen 
an  eine  Bemerkung  von  Descartes  im  IL  Buche  seiner  Geometrie  an. 
Daselbst  teilt  er,  um  an  einem  neuen  Beispiele  die  von  ihm  erfun- 
denen neuen  Methoden  zu  illustrieren,  die  Definition  und  die  Haupt- 
eigenschaften mit  „de  certaines  ovales  que  vous  verrez  ètre  très-utiles 
pour  la  théorie  de  la  catoptrique"2).  Es  sind  diejenigen  Kurven,  die 
man  gewöhnlich  die  Cartesischen  Ovale  nennt3).     Descartes  gibt 

1)  Vgl.  Jeräbek,  Podaire  de  Vhypocycloide  de  Steiner  par  rapport  à  un 
point  de  rebroussement  (Mathésis,  3e  Sér.,  V,  1905). 

2)  La  geometrie  de  Bene  Descartes  Nouv.  ed.  (Paris,  1886)  S.  41  ff. 

3)  Vallee  (Memoire  sur  la  vision,  Mém.   des  Savants  étr.  XII,   1854)  gè- 
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von  ihnen  folgende  Erzeugung,  indem  er  diejenigen  Betrachtungen,  die 
zu  ihrer  Entdeckung  geführt  haben,  verheimlicht: 

„Es  seien  zwei  Punkte  F}  G  gegeben  und  eine  Gerade  r,  die  FG 
in  A  schneidet  (Taf.  V,  Fig.  35);  man  beschreibe  um  F  einen  Kreis 
mit  beliebigem  Radius,  und  B  sei  einer  der  beiden  Schnitte  desselben 
mit  der  Geraden  FG.     Man  bestimme  nun  auf  r  einen  Punkt  C  der- 

AC 

art,  daß  -r-=  =  X,  wo  X  eine  Konstante  (den  Brechungsindex)  bedeutet; 

„à  savoir  celle  qui  mésure  les  réfractions,  si  on  veut  s'en  servir  pour 
la  dioptrique".  Man  nehme  auf  r  auch  die  Strecke  AR  =  AG  und 
beschreibe  um  G  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  CR  einen 
zweiten  Kreis,  der  den  schon  beschriebenen  in  M  schneidet.  Der  Ort 
der  Punkte  M  ist  ein  Cartesisches  Oval." 

Aus  dieser  ziemlich  komplizierten  Konstruktion  kann  man  leicht 
eine  elegante  Eigenschaft  ableiten,  die  zur  Charakterisierung  der  hier 
betrachteten  Kurven  sehr  geeignet  ist.  Beachten  wir  nämlich,  daß 
infolge  der  Konstruktion 

FM=FB  =  FA  +  AB  =  FA  +  {  AG, 
GM  =  RC  =  AC  -  AR  =  AC  -  AG , 
so  hat  man  ferner: 

XFM-  GM=X-  AF-AG; 
oder,  wenn  man  der  größeren  Symmetrie  wegen  X  =  —  —  setzt, 

(i  •  MF  +  v  •  MG  =  ii-  AF-v  AG; 
nun  ist  die  rechte  Seite  eine  bekannte  Größe;  setzen  wir  daher 

(i.AF-vAG  =  l, (1) 

so  erhalten  wir  p-MF  +  v-MG  =  1 , (2) 

welche  Gleichung  aussagt:  Ein  Cartesisches  Oval  ist  der  Ort  der- 
jenigen Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten,  multipli- 
ziert mit  gegebenen  Zahlen,    eine  konstante  Summe  ergeben.1)    Ein 


braucht  den  Namen  Opto'ide,  der  jedoch  bald  in  Vergessenheit  geriet.  —  Betr. 
der  Bibliographie  s.  Liguine,  Liste  des  travaux  sur  les  ovales  de  Descartes  (Bull, 
des  Sciences  mathématiques  2.  Ser.  VI,  1882).  Eine  neue  Darstellung  der  Haupt- 
eigenschaften der  Kurve  enthält  die  Programmabhandlung  von  A.  Himstedt 
über  cartesische  Ovale  (Nordhausen,  1906).  —  Wir  fügen  noch  hinzu,  daß  De 
Mairan  andere  Kurven  vierter  Ordnung  betrachtete,  die  in  der  mathematischen 
Theorie  des  Lichts  Anwendung  finden;  so  sind  die  anaklastischen  (Strahlen- 

brechungs-)Kurven  solche  mit  der  Gleichung     / „   ,      a\    ;     ,»  =  —, :',    m.  s-   die 

°  x2ys-\-  a2(&-|-  yy       n* 

Abh.  Sur  la  refraction  des  eorps  in  den  Mein,  de  l'Acad.  des  Sciences,  Paris  1740. 

1)  Die   Gl.  (2)  ist  eigentlich   die  bipolare   Gleichung  des   Ovals  für  ein 

Koordinatensystem,   das  die  festen  Punkte  F  und  G  als  Pole  hat.     Von  diesem 

Gesichtspunkte  aus  ist  diese  Gleichung  schon  reichlich  ausgebeutet  worden. 
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Vergleich  von  (2)  mit  (1)  zeigt,  daß  das  Oval  durch,  den  Punkt  A 
geht;  wird  [i  =  v,  so  läßt  (2)  erkennen,  daß  dann  das  Oval  zu  einer 
Ellipse  mit  den  Brennpunkteu  F  und  G  wird,  und  wenn  v  =  —  ft, 
zu  einer  Hyperbel,  welche  Fälle  wir  aus  unseren  Betrachtungen  be- 
ständig ausschließen. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  Gleichung  (2)  ist  die,  daß  das 
Cartesische  Oval  zu  derjenigen  Kategorie  von  Kurven  gehört,  die  ge- 
bildet wird  von  den  Ortern  der  Punkte,  deren  Abstände  von  n  festen 
Polen  multipliziert  mit  beliebigen  Konstanten,  eine  konstante  Summe 
geben.  Man  erhält  nun  bekanntlich  die  Normale  eines  solchen  Ortes 
im  Punkte  M,  wenn  man  von  M  aus  zu  diesen  Polen  hin  Strecken 
zeichnet,  die  jenen  Konstanten  proportional  sind,  und  deren  Resul- 
tierende konstruiert1).  Insbesondere  um  für  das  Oval  die  Normale 
im  Punkte  M  zu   konstruieren,   nehmen   wir   auf  den   Geraden   MF 

und   M G   zwei   Punkte  P  und    Q  derart,    daß  =  — —  und  ver- 

vollständigen  das  Parallelogramm  PMQN;  seine  Diagonale  MN  wird 
die  Normale  sein2).    Wenn  wir  nun  die  Winkel  FMN  und  GMN  mit 

i  und  r  bezeichnen,  so  haben  wir  — —  =-^-4  ,  welche  Gleichung  mit 

der  vorigen  verglichen  ergibt:  — —  =  -  =  X.     Dies  zeigt,  daß,  wenn 

ein  Cartesisches  Oval  die  Trennungslinie  zweier  Medien  bildet,  deren 
Brechungsindex  gleich  X  ist,  ein  von  F  ausgehendes  Lichtstrahlen- 
büschel sich  in  ein  Büschel  von  Strahlen  verwandelt,  die  in  G  zu- 
sammenlaufen3); daher  die  Wichtigkeit  der  besprochenen  Kurve  für 
die  Optik,  und  die  Erklärung  dafür,  daß  man  die  beiden  Punkte  F 
und  G  gewöhnlich  die  Brennpunkte  nennt,  sowie  der  Name  a  pla- 
netische Linie  (d.  h.  Linie  ohne  Abweichung),  den  man  dieser  Kurve 
gegeben  hat. 

79.  Nehmen  wir  den  Brennpunkt  F  als  Pol,  nennen  h  die  Ent- 
fernung FG,  und  die  Polarkoordinaten  q,  co,  so  nimmt  (2)  folgendes 
Aussehen  an: 

(iQ  +  v  Yq2  —  2qJi  cos  co  -j-  h2  =  l, 
oder 

02  -  [i2)  q2  +  2q  (jil  -  v2h  coso)  -f-  v2h2  -  l2  =  0.  .     .     (3) 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  v  =  t-,  vereinfacht  sich  diese  Gleichung 

1)  Poinsot,  Journ.  Ec.  Polyt.,  XIII  cah.  1806,  S.  206.  Vgl.  G.  Peano, 
Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (Torino,  1887)  S.  140. 

2)  Eine  andere  Methode  wui-de  von  Patio  de  Duillier  1687  angegeben: 
vgl.  P.  Serret,  Des  méthodes  en  geometrie  (Paris,  1855)  S.  51 — 57. 

3)  Zu  denselben  Schlüssen  gelangte  Frenet  (Becueil  d'exercises  .sur  le  calcul 
infinitesimal,  3.  Aufl.,  Paris  1873,  S.  221),  indem  er  einige  allgemeine  Formeln 
anwandte;  somit  lieferte  er  analytisch,  was  Descartes  synthetisch  darlegte. 
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UndwÌrd  9  L-^^oOB»- 


fi*  v  fi2 

und,  wegen   Gleichung  (3)  in  Nr.  70,  besagt  diese   Gleichung:    Die 
Pascalsche  Schnecke  ist  ein  spezielles  Cartesisches  Oval. 

An  dieser  Stelle  dürfte  es  angebracht  sein  zu  bemerken,  daß 
Chasles  glaubte  eine  geometrische  Transformation  gefunden  zuhaben, 
durch  die  ein  Kreis  in  ein  Cartesisches  Oval  übergehe1),  während 
diese  nur  eine  Pascalsche  Schnecke  gibt2).  Wenn  man  nämlich  auf 
den  Kreis  q2  —  2a q  cosca  +  &2  =  0  die  durch  die  Formeln  q  =  YmQv 
co  =  -—-  gekennzeichnete  Transformation  anwendet,  so  erhält  man  die 
Kurve  mit  der  Gleichung: 

\m2  ix2  +  y2)  -  2ma2x  +  64]  -  4m2  (a2  -  b2)2  (x2  +  y2)  =  0; 

62 
diese  ist  eine  Schnecke  mit  dem  Punkte  x  =  — ,    y  =  0  als  Doppel- 
punkt.    Wenn  man  dagegen  auf  die  Schnecke  mit  der  Gleichung 

qt  =  a  -j-  b  coso! 


die  Transformation  co  =  ca1,    q  =  —  ~~      * anwendet,    so   erhält 

man  die  Kurve  mit  der  Polargleichung: 


q2  —  q  (a  -f  b  cos«)  -f-  —  =  0, 

und  diese  Kurve  ist  somit  ein  Cartesisches  Oval3). 

Die  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  sich  ergebende  Kon- 
struktion der  Ovale  bietet  ein  erheblich  geringeres  Interesse,  als  eine 
andere,  die  wir  nun  darlegen  wollen:  Wenn  a,  b'  die  Koordinaten  von 
F  sind  und  a",  b"  die  von  G,  so  kann  man  Gleichung  (2)  schreiben 


ii-\/{x-a)2  +  (y-b')2  +  vV(x-a")2+(y-b")2  =  l-  .     (4) 

nun  ist  es  immer  möglich,   auf  unendlich  viele  Weisen  zwei  Längen 
r   und  r"  zu  bestimmen  derart,    daß 

/     ,  ir  7 

[ir  -f  vr    =  L 
Infolgedessen  kann  (4)  geschrieben  werden  als 


Y  (x  —  a"Y+(y  —  Vy—r"  /*  '  '      ^  ' 


1)  Apercu  historique,  Note  XXI. 

2)  Der  Irrtum  von  Chasles  wurde  schon  1850  beseitigt  von  A.  Cayley  (Ad- 
dition au  memoire  sur  quelques  transmutations  des  lignes  courbes,  Journ.  de  Math. 
XV),  und  neuerdings  von  M.  d'Ocagne  (Sur  un  mode  de  generation  des  ovales 
de  Descartes  C.  E.  XCVH,  1883). 

3)  Cayley,  Note  on  the  theorie  of  cartesians  (Quart.  Journ.  math.  XV,  1878); 
vgl.  auch  den  vorhergehenden  Aufsatz  desselben  Verf.  On  the  mechanical  de- 
scription  of  a  cartesian  (Das.  XIII,  1875). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.    I.  12 
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Nun  gibt  der  Zähler  auf  der  linken  Seite  den  Abstand  des  Punktes 
(x,  y)  von  dem  Kreise  P'  mit  dem  Mittelpunkte  (a,  b')  und  dem 
Radius  /  an;  eine  ähnliche  Bedeutung  hat  der  Nenner  in  bezug  auf 
den  Kreis  P"  mit  dem  Zentrum  (a",  &")  und  dem  Radius  /',  Man 
folgert  daraus,  mit  Newton:  Ein  Cartesisches  Oval  kann  als  Ort  der 
Punkte  betrachtet  werden,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Kreisen 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen1). 

Aus  diesem  Satze  läßt  sich  eine  andere  von  Chasles  entdeckte 
Erzeugung  ableiten,  die  durch  folgenden  Satz  ausgedrückt  wird:  Gre- 
geben zwei  Kreise  P'  und  P"  und  ein  Punkt  0  ihrer  Zen- 
trale 0'  0".  Läßt  man  um  0  eine  Gerade  t  rotieren,  welche 
die  Peripherien  in  den  Punkten  P'v  P2';  P^',  P'2'  schneidet,  so 
treffen  sich  die  Radien  0'  P[  und  0' P2'  von  P'  mit  den  Radien 
0"Pi'  und  0"  P2'  von  P"  in  vier  Punkten  M,  deren  Ort  ein 
Cartesisches  Oval  ist.  Betrachtet  man  nämlich  das  Dreieck 
MO'  0" ,  das  von  der  Geraden  t  in  den  Punkten  0,  Pi,  Pi'  geschnitten 

wird,  so  ist   fy,  n  •  -yTj£-  •  -fjrpy  =  1,  und  daher  (wenn  /,  /'  die  Ra- 
dien der  gegebenen  Kreise  sind)  „.    *  =-^,^  •  —,=  consti   und  diese 
no  j  mp'^        0  0      r  ' 

Beziehung  führt,  auf  Grund  des  Newtonschen  Satzes,  leicht  zu  dem 
Schlüsse  auf  den  Chaslesschen  Satz.  Dieser  Satz,  wenngleich  nur  ein 
Corollar  des  vorigen,  ist  nicht  nur  wichtig,  weil  er  eine  leichte  Weise 
die  Kurve  punktweise  zu  zeichnen  liefert,  sondern  auch  weil  er  zu 
einer  sehr  guten  Konstruktion  der  Tangente  führt:  schon  Chasles 
machte  die  Bemerkung,  daß  die  Tangente  in  M  und  die  Tan- 
genten an  JP'  und  P"  in  den  entsprechenden  Punkten  in  ein 
und  denselben  Punkt  zusammenlaufen.  Aus  demselben  Satze 
kann  man  auch  entnehmen,  daß  die  vollständige  Cartesische  Kurve 
nicht  aus  einem  einzigen  Ovale  besteht  (wie  Descartes  und  seine 
unmittelbaren  Nachfolger  glaubten),  sondern,  wie  Chasles  bemerkte, 
aus  zwei  konjugierten  Ovalen,  die  keinen  Punkt  im  Endlichen 
gemeinsam  haben. 

Die  Gleichung  (4)  führt  uns  auch  zu  einer  stereometrischen  Er- 
zeugung der  betrachteten  Kurve2).  Betrachten  wir  nämlich  zwei 
Rotationskegel  mit  parallelen  Achsen,  so  kann  man  dieselben  durch 
folgende  Gleichungen  dargestellt  erhalten: 

(x-ay  +  (y-by=r'ZQl'-z)\ 


1)  Phüosophiae  naturalis  Principia  mathematica  Buch  I,  Satz  XIV. 

2)  F.  J.  (Gabriel  Marie),  Exercises  de  geometrie  déscriptive  (3.  Aufl.  Tours 
et  Paris,  1893)  S.  693.  Augenscheinlich  ist  diese  Erzeugung  ein  Spezialfall  der 
zu  Anfang  von  Nr.  58  für  alle  elliptischen  Kurven  vierter  Ordnung  angegebenen. 
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die  Projektion  der  Schnittlinie  dieser  beiden  Oberflächen  auf  die 
xy-Ehene  wird  nun  durch  eine  Gleichung  dargestellt  werden,  die  sich 
ergibt,  wenn  man  aus  den  letzten  Gleichungen  z  eliminiert;  dies  gibt: 


v  -  r  =  T.V(x-  aj  +  (y-  vy  -  w  Vix^^y  +  (y  -  vy. 

Da  nun  diese  Gleichung  dieselbe  Gestalt  wie  (4)  hat,  so  schließt 
man:  Die  Schnittlinie  zweier  Rotationskegel  mit  parallelen  Achsen 
projiziert  sich  auf  eine  zu  diesen  Achsen  senkrechte  Ebene  in  ein 
Cartesisches  Oval. 

Hieraus  folgen  zwei  bequeme  Verfahren  die  Cartesischen  Ovale 
zu  zeichnen.  Man  erhält  sie  durch  Methoden,  die  uns  die  darstellende 
Geometrie  lehrt  für  die  punktweise  Konstruktion  der  Horizontalprojek- 
tion des  Schnittes  a)  zweier  Kegel,  b)  zweier  Rotationsflächen  mit  zu- 
einander parallelen  Achsen.  Man  erkennt  leicht,  daß  die  erste  wiederum 
zu  der  von  Chasles  gefundenen  Erzeugung  der  fraglichen  Kurve  führt. 

Dies  sind  wohl  die  interessantesten,  jedoch  nicht  die  einzigen 
Arten,  die  aplanetischen  Kurven  zu  erzeugen;  wir  können  uns  jedoch 
mit  der  Darlegung  derselben  nicht  weiter  aufhalten  und  verweisen 
den,  der  die  übrigen  kennen  lernen  will,  auf  die  Note  XXI  des  Apergn 
historique. 

80.  Die  interessantesten  Eigenschaften  der  Cartesischen  Ovale 
ergeben  sich  aus  der  Untersuchung  ihres  Verhaltens  im  Unendlichen. 
Um  dieses  zu  bestimmen,  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (4)  und 
setzen  der  Einfachheit  halber  a  =  —  a"  =  a,  V  =  b"  =  0;  setzen  wir 

ferner  x  -j-  iy  =  |,  x  —  iy  =-i,  so  wird  diese 


tiV($  -  «g)  (vi  -  «6)  +  *  V«  +  «©  S  +  «0  -  th 

oder,  wenn  wir  die  Wurzeln  wegschaffen, 

[^  (|  -  aß  o?  -  «o  ~  v1  {l  +  «6  (V  +  «0F 
-  2Z2£2[>2(i-«£)  (n-at)  +  v*(g  +  «Ö  fo  +  ag)]  +  *4S*  =  0-     (6) 

Diese  zeigt,  daß  die  beiden  Punkte  (£  =  0,  £  =  0),  (rj  =  0,  £  =  0), 
d.  h.  die  beiden  zyklischen  Punkte  der  Ebene  Doppelpunkte  der 
Kurve  (6)  sind.  Die  Tangenten  in  dem  ersteren  (in  g,  %  %  ausge- 
drückt) werden  gemeinsam  durch  die  Gleichung 

dargestellt,   daher  ist   dieser  Punkt  eine   Spitze1),   und  die  Spitzen- 


1)  Diese  wichtige  Bemerkung  rührt  von  Cayley  her  (s.  die  o.  a.  Addition 
au  memoire  sur  quelques  transmutations  des  lignes  couroes),  der  somit  die  Be- 
hauptung von  Chasles,  daß  die  zyklischen  Punkte  Doppelpunkte  des  Ovals 
seien,  berichtigte.  Infolgedessen  ist  es  von  der  6.,  nicht,  wie  der  berühmte 
französische  Geometer  annahm,  von  der  8.  Klasse. 

12* 
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tangente  hat  die  Gleichung  |  =    2_   afl£;  in kartesischen Koordinaten 

dagegen  wird  sie  durch  x  -f-  iy  =    2_   ,  a  wiedergegeben. 

Ebenso  ist  der  andere  Kreispunkt  auch  eine  Spitze  und  die  kar- 

tesische  Gleichung   der  zugehörigen  Tangente  x  —  yi  =  ^        8  a. 

Die  beiden  so  gefundenen  Spitzentangenten  schneiden  sich  in  dem 
reellen  Punkte  mit  den  Koordinaten 

„2     I     v2 

x==^zL-^a>  2/  =  °; (7) 

und  dieser  ist  ein  außerordentlicher  mehrfacher  Brennpunkt  der  Kurve. 
Um  die  gewöhnlichen  Brennpunkte  zu  finden,  suchen  wir  die- 
jenigen Tangenten  auf,  die  sich  von  dem  Punkte  £  =  0,  %  =  0  an 
das  Oval  (6)  ziehen  lassen.  Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  Gleichung  (6) 
§  =  /&!;  die  resultierende  Gleichung  ist  teilbar  durch  j;2,  und  wir 
wählen  h  so,  daß  nach  Abscheidung  dieses  Faktors  man  eine  Glei- 
chung in  |  mit  einer  zweifachen  Wurzel  hat.  Damit  dies  eintrete, 
muß  Je  der  Bedingung  genügen 

{f  -  q2)  (M2  +  2ap)  =  0, 
wo  wir  der  Kürze  wegen 

[i2  (1  -  ah)  -  v2  (1  +  ah)  =  p,     p2  (1  -  ah)  +  v2  (1  +  ah)  =  q 
gesetzt  haben.     Nun  zerfällt  diese  Gleichung  in  folgende  drei 
p  —  q  =  0,        p  -\-  q  =  0,         hl2  +  2ap  =  0, 

welche  für  =r  die  drei  Werte  geben 

u,24-v2       P         1 

a,        —a,        a 


ft2  —  v*       2aju,2  —  v2 

Folglich  kann  man  von  dem  zyklischen  Punkte  |  =  0,  £  =  0  an  das 
Oval  (6)  drei  Tangenten  ziehen,  die  bzw.  die  drei  Gleichungen  haben 

p2-\-v*  l2  1 

x  +  iy  =  a,     x  +  zy  =  -a,     x  +  iy  =  a  ^,  _  y»  ~  ä^  j^ZT^ 

ebenso  sind 

P_ 1_ 

2a  fi2  —  v* 

die  Tangenten  von  dem  anderen  zyklischen  Punkte.  Es  folgt  daraus, 
daß  die  Kurve  als  Brennpunkte  die  folgenden  drei  Punkte  besitzt 

x  =  a,y  =  0-   x  =  —  a,  y  T  0;   x  =  a^^^-^-^-^,  y  ==0.  ($) 

Die  beiden  ersten  sind  nichts  weiter  als  die  Fundamentalpunkte  F 
und  G,  die  daher  nicht  nur  Brennpunkte  im  optischen,  son- 
dern auch  im  Plückerschen  Sinne  sind;  der  dritte  ist  ein  neuer 
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Brennpunkt  H,  auf  den  M.  Chasles  zuerst  die  Geometer  aufmerksam 
gemacht  hat1),  der  jedoch  auch  nicht  dem  Scharfsinne  Descartes  ent- 
gangen zu  sein  scheint2).  Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  sich  die 
Kurve  in  bezug  auf  ihre  drei  Brennpunkte  ganz  gleichartig  verhält. 
Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  eine  Koordinatenverschiebung  vor,  in- 
dem  wir  als  neuen  Anfangspunkt  den  singulären  Brennpunkt  der 
Kurve  nehmen;  in  bezug  auf  diesen  haben  die  Punkte  F,  G,  H  als 
Koordinaten  bzw. 

_         2av2  a  _         2aft2  _  PI 

a  —  —  (i2  —  vs>       "  ~  ~  'iüJ^-'V2'       V  ~~Y~a  ^-T2  ' 

Beachten  wir  nun,  daß 

4a2(f/,2-f  i;2)  +  Z2 


a+ß+y= 
ßy  -f  ycc  -j-  ccß  = 


2a  (ja2—  v2)      ' 
4«2ft2r2  +  Z2(fi2-l-vs 


2\2 


R      -  2aZVäi>2 

so  erhält  man  als  neue  Gleichung  des  Ovals  die  folgende: 

[x*±f-(ßy  +  ya  +  aß)Y  +  4aßyl2x-(cc  +  ß  +  y)]=0*)     (9) 

deren  vollständige  Symmetrie  in  bezug  auf  die  Konstanten  a,  ß,  y  das 
behauptete  gleichartige  Verhalten  der  Kurve  in  bezug  auf  die  drei 
Brennpunkte  beweist. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dieser  Tatsache  ist,  daß  für  alle 
Punkte  M  des  Ovals  wir  noch  zwei  andere  ähnliche  Beziehungen  wie 
(2)  haben,  nämlich  folgender  Art: 

ii'-MG  +  v'MH=  V      (i".MH+  v"-MF=r- 

jede  dieser  Beziehungen  mit  (2)  kombiniert  zeigt,  daß  zwischen  den 
Abständen  eines  Pnnktes  M  eines  Cartesischen  Ovals  von  den  drei 
Brennpunkten  F,  G,  H  eine  homogene  Relation  mit  konstanten  Koef- 
fizienten besteht  von  folgendem  Typus: 

f-MF  +  g-MG  +  h.MH=0.*) 

1)  Aper qu  Jiistorique,  Note  XXI. 

2)  Vgl.  P.  Tannery,  Les  excerpta  ex  M.  S.  S.  B.  Descartes  (Abh.  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  IX,  1898,  S.  509).  —  Es  soll  hier  noch  hervorgehoben 
werden,  daß  die  betrachtete  Kurve  außerhalb  ihrer  Ebene  unzählig  viele  Brenn- 
punkte besitzt,  die  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  in  der  durch  die  Gerade 
FGH  senkrecht  zur  Ebene  des  Ovals  gehenden  Ebene  liegt,  ausfüllen  (s.  G  Dar- 
bous,  Théorèmes  sur  l'intersection  d'une  sphère  et  d'une  sur  face  du  second  ordre, 
Nouv.  Ann.  Math.  2e  Sér.  III,  1864). 

3)  Panton,  The  educational  Times,  Question  2R22. 

4)  Die  Koeffizienten  f,  g,  h  werden  als  Funktion  von  a,  ß,  y  folgender- 
maßen ausgedrückt 

f=(ß-V)V",     9  =  (Y-")Vß,     h=(*-ß)Vi. 
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81.  Aber  auch  die  Gleichung  (9)  kann  sehr  bequem  zur  Untersuchung 
des  C  artesischen  Ovals  verwendet  werden.   Sie  läßt  z.  B.  erkennen,  daß 

x  _  die  Gleichung  der  einzigen  Doppeltangente  ist,  welche 

die  Kurve  besitzt  und  daß  die  zugehörigen  Berührungspunkte  auf 
dem  Kreise  x2  -}-  y2  =  ßy  -\-  y  a  -\-  a ß  liegen.  Sie  läßt  ferner  erkennen, 
daß  man,  um  die  Tangenten  einer  bestimmten  Richtung  an  die  Kurve 
(9)  zu  finden,  diese  mit  folgender  Gleichung  kombinieren  muß: 


[Xs  +  tf-(ßY  +  ya-\-aß)]x  +  2aß7 


t,      .      .      .       .(10) 


[*2  +  2/2  -  (ß Y  +  Y  <*  +  aß)]  V 

wo  x  eine  gegebene  Konstante  ist.  Nun  sind  die  beiden  Gleichungen 
(9),  (10)  äquivalent  mit  folgenden 

2aßy  -  (xy  -  x)  [x2  +  y2  -  (ßy  +  ya  +  aß)]  =  0, 

aßy  +  iyy  -  x)2  [2x  -  (a  +  ß  +  y)]  =  0; 

und  da  aus  diesen  die  neue  Gleichung 

2  {xy  -  x)  [2x  -  («  +./3  +  y)]  +  x2  +  y2  -  (ßy  +  ya  +  aß)  =  0     (11) 

hervorgeht,  so  liegen  die  Berührungspunkte  der  sechs  zu  einer  be- 
stimmten Richtung  parallelen  Tangenten  eines  Cartesischen  Ovals 
auf  einem  Kegelschnitte.  —  Man  beachte  ferner,  daß  x  in  (11)  linear 
auftritt,  und  so  ersieht  man,  daß  die  oo1  durch  (11)  dargestellten 
Kegelschnitte  ein  Büschel  bilden,  dessen  Grundpunkte  die  Schnitte  der 
Hyperbel 

3x2-y2-2(a  +  ß  +  y)  x  +  (ßy  +  ya  +  aß)  =  0 

mit  den  beiden  Geraden 

y  =  0     und     x  =  a      ^ 

sind.  Die  Gleichung  (9)  führt  uns  schließlich  noch  zu  einer  wich- 
tigen Folgerung.     Wenn  a,  ß,  y  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 


co 


p±co2  +  p.2co  - p5  =  0 , (12) 

so  läßt  sich  (9)  schreiben 

(a?+V-A),-4A(2af-A)-0,    ....     (9') 

vorausgesetzt  also,  daß  (12)  drei  reelle  Wurzeln  co  hat,  so 
stellt  (9')  ein  Cartesisches  Oval  dar;  läßt  man  jedoch  diese  Voraus- 
setzung fallen  und  nimmt  bloß  an,  daß  die  Zahlen  plf  p2,  pz  reell 
sind,  so  stellt  die  Gleichung  (9)  eine  noch  allgemeinere  reelle  Kurve 


Die  oben  gefundene  trinomische  Gleichung  kann  für  eine  mechanische  Zeichnung 
des  Ovals  verwendet  werden  (Zeuthen,  Om  mekanisk  konstruktion  af  Descartes 
ovaler  ved  Hjälf  af  Snore;  Tidsskrift  Mathem.,  4.  Ser.,  VI,  1882);  für  andere 
Zwecke  findet  man  dieselbe  wieder  im  Aufsatze  von  J.  deVries,  Becherches  sur 
les  coordonnées  multipolaires  (Archives  Teyler,  2e  Sér.  V,  1896). 
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vierter  Ordnung  dar;  man  hat  sie,  die  Salmonsche  Bezeichnung  adop- 
tierend, eine  Cartesische  Kurve  genannt.  Von  den  drei  in  gerader 
Linie  liegenden  Brennpunkten,  die  eine  solche  Kurve  besitzt,  ist  einer 
reell  und  die  beiden  anderen  konjugiert  imaginär. 

Man  begegnet  den  Cartesischen  Ovalen  wie  den  Cartesischen  Kurven 
auch  in  der  Theorie   der   ebenen  isogonalen  Transformationen;   setzt 

man  nämlich  ,    .  ,     ,  ■   ., 

u  +  iv  =  p  [x  +  yi) , 

so  entsprechen  den  Geraden  u  =  Const.,  oder  y  =  Const.  der  Ebene  xy 
Kurven  der  genannten  Art  in  der  Ebene  uv.1) 

Kehren  wir  noch  ein  letztes  Mal  zum  Cartesischen  Oval  zurück, 
um  noch  folgende  drei  Sätze  zum  Schlüsse  anzuführen: 

1.  Ein  Cartesisches  Oval  besitzt  acht  Wendepunkte,  die  auf  einer 
zirkulären  Kurve  dritter  Ordnung  liegen.2) 

2.  Die  Summe  der  Flächen  der  beiden  konjugierten  Ovale  ist  gleich 
dem  doppelten  Inhalt  desjenigen  Kreises,  der  den  dreifachen 
Brennpunkt  zum  Zentrum  hat  und  durch  die  Berührungspunkte 
der  Doppeltangente  der  Kurve  geht.3) 

3.  Ein  beliebiger  Bogen  des  Cartesischen  Ovals  ist  gleich  der  Summe 
dreier  Ellipsenbögen.4) 


Zehntes  Kapitel. 

Einige  symmetrische  Polyzomalkurven  vierter  Ordnung. 

82.  Wenn  /*!=0,  f2=0,  f3=0  die  Gleichungen  dreier  Kegel- 
schnitte in  kartesischen  Koordinaten  sind,  so  stellt  die  Gleichung 

VK  +  Vfi  +  Vfi  =  o, ■  •  (i) 

wo  die  Wurzeln  immer  mit  beiden  Vorzeichen  genommen  werden 
sollen,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  dar;  denn,  wenn  man  die  Glei- 
chung (1)  rational  macht,  so  wird  sie  zu 

. /"12  +  /'22  +  /32-2/-2/-3-2/'3/;-2/2/-1  =  o. 

1)  E.  Haentschel,  Über  das  cartesische  Oval  (Arch.  Math.  Phys.,  69,  1883) 
und  Über  ein  orthogonales  System  von  bizikularen  Kurven  vierter  Ordnung  (Progr. 
Berlin  1908). 

2)  S.  Roberts,  On  the  ovals  of  Descartes  (Proc.  London  math.  Soc.  III, 
1869—71). 

3)  Pan  ton,  The  educational  Times,  Question  4297. 

4)  Dieser  Satz  wurde  von  A.  Geno  echi  in  der  Zeitschrift  II  cimento  v.  15.  Okt. 
1855  veröffentlicht  (vgl.  Besumé  de  différentes  recher ches  sur  les  ovales  de  Descartes 
et  quelques  autres  courbes,  Mathésis  IV,  1884)  und  ziemlich  später  wieder  ge- 
funden von  G.  Darboux  (Sur  la  rectification  des  ovales  de  Descartes.  0.  R. 
LXXXVII,  1878). 
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Diese  Kurve  gehört,  wie  übrigens  jede  Kurve  vierter  Ordnung1) 
zur  Klasse  der  Polyzomalkurven,  von  denen  wir  in  ihrer  Allgemein- 
heit im  6.  Kap.  des  V.  Abschn.  handeln  werden.  Wenn  im  besonderen 
/i  und  f2  quadratische  Funktionen  nur  von  x  sind  und  f3  =  y2  ist,  so 
gilt  dasselbe  von  den  Kurven  mit  der  Gleichung 

y^VK  +  Vf*, (2) 

bei  welchen  es  sich  lohnt  zu  verweilen,  da  sich  unter  diesen  einige 
spezielle  Kurven  finden,  die  aus  verschiedenen  Gründen  bemerkens- 
wert sind. 

Welcher  Art  auch  die  durch  f±  und  f2  dargestellten  quadratischen 
Funktionen  von  x  sein  mögen,  die  Gleichung  (2)  stellt  immer  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  dar,  die  symmetrisch  zur  x-  Achse  ist.  Um- 
gekehrt gehört  aber  nicht  jede  derartig  symmetrische  Kurve  zu  der 
Klasse,  die  (2)  zur  allgemeinen  Gleichung  haben.  Die  allgemeine  Glei- 
chung einer  Kurve  vierter  Ordnung,  die  symmetrisch  zur  ic-Achse  ist, 
lautet  nämlich  ,  ,     „      ,     ,        _ 

wo  tp  und  ip  Funktionen  2ten  bzw.  4ten  Grades  von  x  sind.  Nun  folgt 
aus  dieser  Gleichung: 

oder  auch 

damit  diese  letztere  aber  die  Form  (2)  habe,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  t/j  das  Quadrat  einer  quadratischen  Funktion  %  von  x 
ist.     Wir  schließen  demnach,  daß 

y*  +  y2<P  +  x2  =  o (3) 

oder 


y 


y-T<p+u+v-i<p-u  •  -  •  ^ 


eine,  in  bezug  auf  die  #-Achse  symmetrische  Polyzonial- 
kurve  vierter  Ordnung  darstellt,  welcher  Art  auch  die  qua- 
dratischen Funktionen  (p  und  i  von  x  sein  mögen.  Sind  a  und 
ß  die  Wurzeln  der  Gleichung  %  =  0 ,  so  hat  die  Kurve  die  Punkte 
(x  =  a,  y  =  0)  und  (x  =  ß ,  y  =  0)  als  Doppelpunkte;  einer  derselben 


1)  Da  man  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve  immer  folgendermaßen  schreiben 
kann  , . . 

wo  U  —  0  (i  =  1 , . . . ,  6)  die  Gleichungen  von  sechs  Doppeltangenten  einer  Steiner- 
schen  Gruppe  sind  ;  vgl.  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra  II  (Braunschweig,  1899) 
S.  429. 


Zehntes  Kapitel:  Einige  symmetrische  Poryzomalhurven  vierter  Ordnung.     185 

liegt  im  Unendlichen,  wenn  die  Funktion  %  auf  den  ersten  Grad  her- 
abgeht; außerhalb  der  Achse  hat  die  Kurve  keine  singulären  Punkte, 
daher,  wenn  sie  rational  ist,  muß  einer  derselben  ein  Berührungsknoten 
(Berührungspunkt  zweier  Kurvenzweige)  sein,  insbesondere  tritt  dieser 
Umstand  ein,  wenn  <p  und  %  Funktionen  in  x  von  niederem  Grade 
als  2  sind. 

Die  Umformung  der  Gleichung  (3)  in  (3')  ist  oft  nützlich;  zu- 
nächst vor  allem  führt  sie  zu  einer  Konstruktion  der  Kurve  vermittels 
der  beiden  Kegelschnitte 


Vi 


= ]/—  4  <p  +  -g  %  >    y* = V  ~  iv-\i> 


indem  sich  ergibt  y  =  yx  -j-  y2  ;  zweitens  führt  sie  zur  Quadratur  der 
Kurve,  indem  man  hat 

jy-dx=Jdx~y-j  (p  +  ^X+jdxy-j  <p-\%, 

und  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  sich  in  bekannter 
Weise  berechnen  lassen.  Die  Nützlichkeit  der  Bildung  der  Form  (3') 
der  Gleichung  (3)  wurde  von  Jakob  Bernoulli1)  angegeben  für  einen 
Spezialfall,  in  welchem  es  ihm  gelang  eine  von  Leibniz2)  gestellte 
Aufgabe  zu  lösen,  nämlich  die  Quadratur  der  Kurve  mit  der  Gleichung 

y*__ :6aV+  4#y-f-a4=0 (4) 

Diese  ist  in  der  Tat  vom  Typus  (3)  und  kann  auch  geschrieben 
werden  ^_____ 

y  =  ]/2<x2  —  x2  +  "j/a2  —  x2 . 

Die  Untersuchung  dieser  neuen  Gleichung  gibt  folgende  Kon- 
struktion der  Kurve,  die  man  dem  eben  genannten  Bernoulli  verdankt: 
Gegeben  ein  Quadrat  OACB  (Taf.  V,  Fig.  36)  mit  der  Seite  a;  man 
beschreibe  zwei  Kreise  um  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  0,  die  die 
Seite  bzw.  die  Diagonale  des  Quadrates  zum  Radius  haben;  eine 
Parallele  zu  OB  schneide  die  beiden  Kreise  und  die  Gerade  OA  in 
den  Punkten  L,  M,  $;  man  trage  auf  ihr  QP  =  LM  ab.  Der  Ort 
des  Punktes  P  in  bezug  auf  die  Geraden  OA  und  OB  als  Koordinat- 
achsen, wird  dann  durch  obige  Gleichung  dargestellt.  Er  besteht  aus 
zwei  verschiedenen  Blättern,  die  zueinander  symmetrisch  sind  in  bezug 
auf  0  A  und  beide  symmetrisch  in  bezug  auf  B  0.  Die  innerhalb  des 
Winkels  A  OB  gelegene  Fläche  des  halben  Blattes,  wenn  man  alle 
Wurzeln  positiv  nimmt,  wird  gemessen  durch 


1)  Acta  eruditorum,  1687,  S.  525. 

2)  Leibniz  ed.  Gerhardt,  EI  (Halle  1855,  S.  39),  Brief  v.  4.  März  1696. 
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a  a 

f(Y2a'-xs  +  Yaa-x')  dx  ~f(y2a'-xa  -  Ya'-x')  dx 


-s/y« 


X     ttX  =      rj-  I 


somit  ist  die  Fläche  eines  jeden  Blattes  gleich  dem  Inhalte 
des  kleineren  der  beiden  obengenannten  Kreise,  beide  Blätter 
zusammen  sind  gleich  dem  des  größeren. 

83.  Die  vornehmsten  Kurven  vierter  Ordnung,  die  in  dieses 
Kapitel  gehören,  sind  diejenigen,  die  der  Pater  Gregorius  a  S aneto 
Vincentio  im  X.  Teile  seines  umfangreichen  Opus  geometricum  qua- 
draturae  circuii  et  sectionum  coni  (Antwerpiae  1647)  behandelt  hat. 
Folgende  ist  die  wörtliche  Definition,  die  er  (S.  840)  dafür  gegeben 
hat:  „Parabolani  virtualem  voco,  cujus  ordinatina  applicatae,  si  ad 
reetam  lineam  ponantur,  aut  a  reeta  linea  dividantur  bifariam,  veram 
produeunt  parabolam.  Porro  illam  pleraeque  virtualem  habet  proprie- 
tatem,  ut  linea  bisecans  ordinatim  in  illis  applicata  non  vera  sit  para- 
bola, sed  inversa."  Der  Verfasser  hat  zu  dieser  Definition  eine  un- 
umgänglich notwendige  Ergänzung  gegeben,  indem  er  nicht  weniger 
als  sechs  Methoden  angegeben  hat  die  Kurven  zu  zeichnen;  wir  wer- 
den darüber  berichten,  ferner  die  Gleichungen  der  entsprechenden 
Kurven  geben  und  einige  Folgerungen  ziehen,  die  sich  daraus  ergeben: 

I.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  H  und  dem  Durchmesser 
d,  sowie  ein  bestimmter  Durchmesser  desselben  AC  (s.  Taf.  V,  Fig.  37); 
man  ziehe  durch  A  eine  beliebige  Sehne  AG,  dann  von  G  die  Par- 
allele zum  Durchmesser  AG,  welche  die  Tangente  des  Kreises  in  A 
im  Punkte  E  trifft  und  nehme  auf  ihr  EP  =  GG.  Der  Ort  von  P 
wird  eine  virtuelle  Parabel  sein.1) 

Nimmt  man  A  als  Koordinatenursprung  und  den  Durchmesser  A  C 
als  y- Achse,  so  sieht  man  sogleich,  daß  der  Ort  von  P  folgender  para- 
metrischer Darstellung  fähig  ist  x  =  d  sin  co •  cos  co,y  =  d  cos  a>;  elimi- 
nieren wir  co,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  des  Ortes  selbst,  nämlich 

d\y2-x2)  =  tf (5) 

oder  auch 


y 


1  /d*~.    clx    ,    ~\/d2       dx  /r'\ 


Die  so  erhaltene  Kurve  rindet  sich  wieder  in  der  Introduction  von 
G.  Cr  am  er  (S.  470),  wo  auch  eine  Anwendung  derselben  angeführt  ist 
(das.  S.  496);  es  ist  jedoch  nicht  angegeben,  daß  die  Erfindung  der- 
selben G.  a  St0  Vincentio  zukommt.  Sie  findet  sich  dann  noch  in 
der  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geo- 


1)  Opus  geometricum,  Prop.  CCXVI  (E.  Bd.,  S.  482). 
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metrie  der  Ebene  von  Magnus  (Berlin  1833,  S.  286),  wo  die  Kurve 
in  folgender  Weise  konstruiert  wird:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem 
Zentrum  0,  dem  Radius  a  und  dem  Durchmesser  AB;  von  einem  be- 
liebigen Punkte  M  seiner  Peripherie  aus  ziebe  man  MN  senkrecht 
zu  AB,  dann  von  N  das  Lot  NQ  auf  den  Radius  OM  und  trage 
dann  auf  NM,  NP  =  NQ  ab."  Der  Ort  von  P  hat  dann  als  Glei- 
chung a2y2 -\-  x*  =  a2x2;  er  ist  also  eine  virtuelle  Parabel,  die  sich 
von  (5)  nur  durch  die  Vertauschung  der  Achsen  und  die  Konstanten- 
bezeichnung unterscheidet1).  Magnus  bemerkt  dazu:  „die  Kurve  hat 
eine  der  Lemniskate  ähnliche  Gestalt",  während  Schlömich2)  sagt, 
nachdem  er  die  vorige  Konstruktion  angegeben  hat,  „die  Kurve  hat  die 
Form  einer  Schleife  (oo)".  Diese  Bemerkungen  stimmen  mit  folgenden 
beiden  Tatsachen  überein:  die  eine,  daß  die  durch  die  Gleichung 
a2y2  =  x2 (a2  —  x2)  dargestellte  Kurve  von  Montferrier  Lemniskate 
genannt  worden  ist3),  die  andere,  daß  ein  neuerer  Bearbeiter,  zum 
Unterschiede  von  einer  berühmten  Kurve,  von  der  wir  später  (in 
Nr.  93)  handeln  werden,  sie  Lemniskate  des  Gerono4)  nannte;  in 
Frankreich  heißt  sie  öfters  Huit  (Achterkurve)5). 

Es  ist  nicht  unwichtig  zu  bemerken,  daß  in  dem  Briefwechsel 
zwischen  C.  Huygens  und  R.  de  Sluse6)  häufig  von  der  virtuellen 
Parabel  die  Rede  ist,  daß  jedoch  daselbst  dieser  Name  einer  all- 
gemeineren Kurve  erteilt  wird,  nämlich  allen  denjenigen,  die  eine 
Gleichung  von  folgendem  Typus  haben 

(a2-x2)x2=l2y2;i) (6) 

oder  

* = i/t + t + y?3! w 

Beachten  wir,  daß  die  Gleichung  (6)  durch  folgende  beiden  ersetzt 
werden  kann 


1)  Dieselbe  Kurve  wurde  neuerdings  u.  a.  von  P.  H.  Seh  out  e  erhalten  [Sur  la 
construetion  des  courbes  unicursales  par  points  et  tangentes,  Archives  néerlandaises 
XX,  S.  40  des  Auszuges)  durch  Anwendung  einer  speziellen  Maclaurinschen  Trans- 
formation (Nr.  48). 

2)  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis.  I.  T.  (3.  Aufl.,  Leipzig 
1878)  S.  87. 

3)  Dictionnaire  des  sciences  maihématiques  (Bruxelles,  1838)  S.  170. 

4)  Vgl.  Intermédiaire  IV,  1897,  S.  98,  190  u.  285. 

5)  Aubry,  De  l'usage  des  figures  de  V espace  pour  la  définition  et  la  trans- 
formation  de  certaines  courbes  (Journ.  math.  spéc.  4e  Ser.  IV,  1895)  S.  267. 
Exercises  de  geometrie  descriptive  par  F.  J.  (Gabriel -Marie)  3.  Aufl.  S.  397,  649, 
669,  702,  712. 

6)  Um  die  bezügl.  Stellen  zu  finden,  sehe  man  nach  im  Inhaltsverzeichnis 
der  Oeuvres  de  Huygens. 

7)  Diese  Gleichung  in  Worten  ausgedrückt  steht  im  Briefe  von  R.  de  Sluse 
v.  19.  Okt.  1657  ((Euvres  de  Huygens  II,  1889,  S.  70);  sie  beweist,  daß  es  sich 
um  eine  Kurve  handelt,  die  zur  Lemniskate  von  Gerono  affin  ist. 
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er 


x  =  a  ■  cos  qp ,         ?/  =  „r  sin  2  9p , 

so  ist  klar,  daß  die  betrachteten  Kurven  in  folgender  Weise  kon- 
struiert werden  können:    „Man  beschreibe  um  den  Anfangspunkt  als 

a2 
gemeinsames  Zentrum  zwei  Kreise  mit  den  Radien  a  und  — 7  ;  in  dem 

ersteren  ziehe  man  einen  Radius  OA,  der  mit  Ox  den  beliebigen 
Winkel  cp  bildet,  und  im  zweiten  den  Radius  OB,  der  mit  derselben 
den  Winkel  2 cp  bildet;  die  durch  A  zu  Oy  gezogene  Parallele  schneide 
die  durch  B  zu  Ox  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  durch  die  Glei- 
chung (6)  dargestellt  wird".  Die  Kurve  hat  im  Koordinatenanfang 
einen  doppelten  Innexionsknoten  und  schneidet  die  x-  Achse  in  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  des  ersten  Kreises;  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  Oy  ist  ein  Berührungsknoten  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  als  zugehöriger  Tangente.  Die  Tangenten  an  den  zweiten 
Kreis  parallel  zu  Ox  sind  Doppeltangenten:  sie  begrenzen  zugleich 
mit  denen  des  ersten  Kreises  die  parallel  zu  Oy  ein  Rechteck,  dessen 
Inhalt  ,       _   „ 

b  b 

Bezeichnet  man  nun  mit  A  die  Gesamtfläche  der  Kurve,  so  ist 


A  =   I  ydx  =  ^r-  /  sin  2<p  •  cos  cp  •  dcp 


1 

"4 

q>  =  0  cp  =  0 


=  T  (0ePn  *  •  dV  -ß^V  *  **>)  =  T  i1  ~  j)  =  ll> 

2     2as       2 
und  daher  ist  A  =  -  •  -rv-  =  rB,  eine  bemerkenswerte  von  de  Sluse 
0     3b      3     ' 

entdeckte  Beziehung1).  —  Aus  (6)  ergibt  sich  ferner 

y       Xdx~b*y> {i) 

daher  hat  die  von  de  Sluse  untersuchte  Kurve  folgende  Eigenschaft: 
„Die  Strecke  zwischen  dem  Anfang  und  demjenigen  Punkte  der  x- Achse, 
in  welchem  sie  von  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  geschnitten  wird, 

wird  durch  den  Ausdruck  jy-   ausgedrückt".     Umgekehrt,  integrieren 

wir  die  letzte  Gleichung,  so  erhalten  wir  alle  Kurven,  die  eine  der- 
artige Eigenschaft  haben;  setzen  wir  nun  y  =  tx,  so  läßt  sich  die 
Integration  leicht  ausführen  und  führt  zurück  zur  Gleichung  (6):  also 
sind   die  von  de  Sluse   betrachteten  Kurven  nichts  anderes,   als   die 


1)  S.  den  auf  vor.  S.  Note  7  zitierten  Brief. 
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Integralkurven  von  (7)  ;  von  diesem  Standpunkte  aus  wurden  sie  neuer- 
dings von  Schneider1)  betrachtet,  der  außerdem  die  Rektifikation 
derselben  durch  elliptische  Integrale  ausführte;  in  speziellen  Fällen 
läßt  sich  diese  Aufgabe  auch  elementar  lösen2). 

IL  Es  seien  zwei  Kreise  gegeben  (Taf.  V,  Fig.  38),  der  kleinere 
hat  als  Durchmesser  eine  Sehne  AC  des  größeren;  eine  beliebige  Sehne 
AB  des  größeren  Kreises  schneide  die  Peripherie  des  kleineren  weiter- 
hin in  JD,  von  D  ziehe  man  DE  senkrecht  auf  AC  und  trage  auf 
dieser  die  Strecke  EP  =  AB  ab  ;  der  Ort  der  Punkte  P  ist  eine  vir- 
tuelle Parabel3). 

Nimmt  man  die  Gerade  AC  als  x- Achse,  ihre  Mittelsenkrechte 
zur  ?/-Achse,  und  nennt  <jp  den  von  der  veränderlichen  Sehne  mit  der 
festen  gebildeten  Winkel,  so  findet  man 

x  =  2a  cos2<jp,       y  ==  2  (a  cosqp  +  b  sinqp), 

und  demnach  nach  Elimination  von  <p 


y 


Y2ax+~]/4-b2-^x, (8) 

welches    die   Gleichung    der   Kurve    ist;    sie    ist   rational;    der   Punkt 
x  =  äifoa  }   V  =  0   ist  Doppelpunkt  derselben;    der  unendlich  ferne 

Punkt  von  Ox  ist  ein  Berührungsknoten. 

III.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  C  (Taf.  V,  Fig.  39)  ein 
Punkt  A  seiner  Peripherie  und  eine  durch  A  gehende  Gerade  g. 
Man  ziehe  durch  A  eine  beliebige  Kreissehne  AG,  ferner  GH  senk- 
recht zu  g,  auf  dieser  nehme  man  die  Strecke  HP  =  AG]  der  Ort 
der  Punkte  P  ist  eine  virtuelle  Parabel4). 

Nimmt  man  die  Gerade  g  als  x-Koh.se,  und  das  von  C  auf  diese 
gefällte  Lot  als  y- Achse,  nennt  r  den  Radius  des  Kreises,  2cp  den 
variabelen  Winkel  ACG  und  a  den  gegebenen  Winkel  ACO,  so 
findet  man  leicht: 

x  =  r  sin«  -f-  2r  sinqp  •  cos  (a  —  <p),       y  =  2r  sin<p. 


1)  S.  die  Schrift  Über  eine  der  Lemniskate  der  Gestalt  nach  ähnliche  Kurve 
(Progr.  Elbing,  1874). 

2)  Dies  trifft  z.  B.  ein  für  die  Kurve  8asy*  =  x2  (a*  —  2a;2)  (The  educational 
Times  LXV,  1897,  Qnest.  13168).  Diese  ist  nämlich  folgender  parametrischer  Dar- 
stellung fähig  x  =  sinqo,     y  =  —  sin  2qp;    daher  ist  -= —  =  —  (cos  2cp  -f-  2) 

"J/2  8  dq>         4 

und  s  = — —  -] —  ohne  Hinzufügung  der  Konstanten,  indem  man  s  =  0  für 

8  2 

<p  =  0  setzt.     Im  Speziellen,  setzt  man  <p  =  -  ,  so  ergibt  sich  — —  für  die  Länge 

des  vierten  Teils  der  ganzen  Kurve. 

3)  Opus  geometricum.     Theor.  CCXX  (II.  Bd.,  S.  845). 

4)  Opus  geometricum.     Theor.  CCXXE  (E.  Bd.,  S.  846). 
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Nach  Elimination  von  cp  ergibt  sich  dann,  daß 


T/cos2a — 


y        -j  /       2  (1  —  sin  cc)  (x  —  r  sin  cc) 


,    -|  /       «  (1  4-  sin«)  (x —  rsina) 

+  y  cos2a  —  - — ! - 


(9) 


die  Gleichung  der  Kurve  ist.  Diese  ist  rational,  hat  A  als  Doppel- 
punkt und  den  unendlich  fernen  Punkt  von  Ox  als  Berührungsknoten. 

IV.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  CD  und  ein  Punkt 
A  seiner  Peripherie;  man  ziehe  eine  beliebige  Sehne  AB  (s.  Taf.  V, 
Fig.  40)  und  trage  auf  der  durch  B  zu  CD  gezogenen  Senkrechten 
die  Strecke  BP'  =  AB  ab,  derart,  daß  sie  von  dem  Durchmesser 
CD  halbiert  wird;  der  Ort  der  Punkte  B,  B'  ist  eine  virtuelle  Parabel1). 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  des  gegebenen  Kreises  als  An- 
fang, den  gegebenen  Durchmesser  als  #-Achse  und  nennen  r  den  Radius 
des  Kreises,  a  und  2cp  die  Winkel  AOC  und  AOB,  so  findet  man 
alsbald  x  =  r  •  cos  (cc  —  29?),  y  =  r  •  sin  9,  und  demnach  durch  Elimi- 
nation von  cp 

]/2~—  =  sin~]A-2  -\-  rx-\-  cos^-]/V2  —  rx.    .     .     .     (10) 


r 


Die  so  dargestellte  Kurve  ist  augenscheinlich  von  derselben  Art  wie 
die  vorhergehende. 

V.  Gegeben  zwei  Kreise  mit  dem  gemeinsamen  Zentrum  0 
(Taf.  Y,  Fig.  41)  und  einem  Durchmesser  DF  des  größeren,  eine  be- 
liebige Sehne  DE  des  größeren  schneide  den  kleineren  in  B;  zieht 
man  EG  senkrecht  zu  DF  und  trägt  das  Stück  GB  —  BE  auf  GE 
ab,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  B  eine  virtuelle  Parabel2). 

Sind  R  und  r  die  Radien  der  beiden  Kreise  und  cp  der  Winkel 

EDF,  und  nimmt  man  D  als  Anfang,  DF  als  x- Achse,  so  findet  man 

leicht:  

x  =  2R  cos2  cp,      y  =  R  cos 9?  -f  yr2  —  jß2  sin2g>     .     .     (11) 

und  nach  Elimination  von  cp 


y 


=  V^  +  Y^  +  r*-R* (12) 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  Kurve  durch  Addition  entsprechender 

Rx  Hx 

Ordinaten  der  beiden  Parabeln  y2  =  — -,  y2==— — \-r2—R? konstruiert 

werden  kann.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig,  indem  die  von  G.  a 
Sancto  Vincentio  angegebene  Konstruktion  nur  einen  Zug  der  Kurve 
liefert,  während  doch  diese  sich  ins  Unendliche  erstreckt;  diese  neue 


1)  Das.  Theor.  CCXXIV  (II,  S.  847). 

2)  Das.  Theor.  CCXXIX  (II,  S.  852). 
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Erzeugung  hingegen  liefert  alle  Punkte  der  Kurve,  die  im  Unend- 
lichen auf  der  x- Achse  einen  dreifachen  Punkt  hat;  diese  Achse 
doppelt  gezählt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind  die  zugehörigen 
Tangenten. 

VI.  Gregeben  zwei  Kreise  mit  den  beiden  Durchmessern  A  C  und 
DE  auf  derselben  Geraden  (s.  Taf.  V,  Fig.  42);  eine  beliebige  Sehne 
DE  des  einen  schneide  den  anderen  in  _B;  von  E  ziehe  man  EG 
senkrecht  zu  DE,  auf  welcher  man  GP  =  JBE  abträgt.  Der  Ort 
der  Punkte  P  ist  eine  virtuelle  Parabel1). 

Die  Konstruktion  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  vorher- 
gehenden. Die  Gleichung  der  entsprechenden  Kurve  erhält  man  mit 
denselben  Achsen  und  Bezeichnungen  wie  bei  der  ersteren  in  der  Form 

y  +  (df  -  2Jf2)|/^  +  ]/^|  +  r»  =  d«,   ....     (13) 

wo  d  die  Abszisse  des  Mittelpunktes  von  A  C  ist.  Auch  für  die  Kon- 
struktion dieser  Kurve  kann  die  Verwendung  zweier  Parabeln  dien- 
lich sein;  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Abszissenachse  ist  Berührungs- 

fl*  r2 

knoten,  und  der  mit  der  Abszisse      . ,  _  ff   ist  Doppelpunkt. 

84.  Die  virtuellen  Parabeln  erlangten  keine  sonderliche  Berühmt- 
heit, wahrscheinlich  weil  sie  von  einem  Mathematiker  erdacht  worden 
sind,  dessen  Ruhm  durch  unglückliche  Versuche  den  Kreis  zu  qua- 
drieren, befleckt  war.  Aber  man  begegnet  ihnen,  oder  wenigstens 
einigen  verwandten  polyzomalen  symmetrischen  Kurven  vierter  Ord- 
nung, die  sich  auf  andere  als  die  oben  aufgeführten  sechs  Arten  er- 
zeugen lassen,  im  Verlaufe  von  Untersuchungen  oder  in  Arbeiten,  die, 
wie  wir  zeigen  werden,  beachtenswert  sind. 

a)  C.  Huygens  hat  zuerst  dem  berüchtigten  Fatio  de  Duiller 
und  dann  dem  Leibniz2)  die  Aufsuchung  derjenigen  Kurve  aufgegeben, 

77  "1/  et    nr  ■»-». 

deren  Subtangente  durch  — ausgedrückt  wird.   Dieses  Problem 

°  ax  ° 

ist  gleichbedeutend  mit  der  Integration  der  Differentialgleichung 

dx y2]/a2  —  x2 

" dy  ax         ' 

nun  lassen  sich  in  dieser  die  Variabein  sogleich  trennen,  und  man  findet 
dann  als  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Kurven 

«2-*  M^)8' <w 

wo  £  =  +  1  bedeutet,  und  Je2  die  durch  die  Integration  eingeführte 
Konstante  ist.     Es  gibt  demnach  unzählige  Kurven,   die  die  Aufgabe 

1)  Opus  geometricum.     Theor.  CCXXX  (II,  S.  853). 

2)  Brief  vom  23.  Febr.  1601,  Leibniz  ed.  Gerhardt.  II  S.  82. 
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lösen;  dies  bemerkte  Leibniz1),  welcher  die  Aufmerksamkeit  seines 
Korrespondenten  auf  zwei  Fälle  lenkte:  Tt  =  0  und  Je  =  2  a,  s  =  —  1. 
Ein  anderer  bemerkenswerter  Fall  wird  erhalten,  wenn  man  beachtet, 
daß  die  Gleichung  (14)  oder 

yi-\-2sli2y2  +  4a2x2-4aé  +  tf  =  0 (14') 

nur  dann  einer  symmetrischen  Polyzomalkurve  vierter  Ordnung  an- 
gehört, wenn  Je2  =  2a2;  nehmen  wir  dann  £  =  —  1,  um  eine  reelle 
Kurve  zu  erhalten,  so  bekommt  (14')  die  Gestalt: 


y  =  Ya2  +  ax  +  ]/a2  —  ax, (14") 

deren    Verwandtschaft    mit   (12)    und    (13)    nicht    hervorgehoben   zu 
werden  braucht.     Schreiben  wir  sie  folgendermaßen 


y  ]/2  =  ]/2a («  +  x)  +  V2a(a-  x), 

so  erkennt  man:  Wird  ein  Kreis  um  0  mit  dem  Durchmesser 
AA'  =  2  a  beschrieben  und  ein  Punkt  M  auf  seiner  Peripherie  an- 
genommen, so  hat  man,  wenn  N  der  Fußpunkt  des  von  M  auf  AA' 
gefällten  Lotes  ist  und  ON  =  x, 


AM  +  A'M  =  V2a (a  -f  x)  +  V2a  (a  —  x), 

und  daher  stimmt  die  Kurve  y  =  AM-\-A'M  nicht  mit  (14")  über- 
ein —  wie  Hu y gens  angegeben  hat2)  —  aber  dennoch  ist  sie  mit 
ihr  affin. 

b)  Auf  eine   spezielle  virtuelle  Parabel   führt    auch   ein  anderes 
Problem,  das  ebenfalls  von  Huygens  gestellt  wurde3):  Die  Kurve  zu 

bestimmen,  deren  Subtangente  durch  | 2x   ausgedrückt  wird  (vgl. 

A  OC 

die  Fußnote  1  auf  Seite  96).  Je  nach  dem  Vorzeichen,  welches  man 
der  Subtangente  erteilt,  führt  dies  Problem  zu  einer  der  folgenden 
Differentialgleichungen 

(y2  —  4x2)  dy  -f-  2xy  dx  =  0,       (y2  —  4x2)  dx  —  2xy  dx  =  0; 

beide  sind  homogen,  lassen  sich  daher  leicht  integrieren  und  geben 

y*  =  c2  (y2  -  2x2)  .     .     (15)        if  -  c6  -f  Gx2y\  .     .     (16) 

welche  Gleichungen  von  den  beiden  oben  genannten  Geometern  er- 
halten wurden.  Die  erste  dieser  beiden,  wenn  man  x  und  y  vertauscht, 
gehört  zum  Typus  von  (6);  schreibt  man  sie 


yc8    .     ex       i/c2         ex 

so  ist    die  Analogie  mit  den  durch  Gleichung  (12)  und   (13)  darge- 

1)  Briefe  an  Huygens  v.  20./30.  Febr.  und  10./20  Apr.  1691  (Das.  S.  83  u.  90). 

2)  Brief  an  Leibniz  v.  26.  März  1691  (Das.  S.  86). 

3)  Desgl.  v.  24.  Aug.  1690  (Das.  S.  46). 
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stellten  Kurven  offenbar,  und  man  erkennt,  wie  Leibniz  richtig  be- 
merkte, die  Möglichkeit  die  Quadratur  derselben  auszuführen1).  Übrigens 
kann  die  Quadratur  der  Kurve  (15)  auch  aus  der  zitierten  Gleichung 

/x  dy  =—=  I  yYc2  —  y2  dy  erhalten  werden,  welche  Methode   den 
cy  2  J 

Vorzug  hat,  auch  auf  die  Kurven  mit  der  Gleichung  yi  =  c2  (2x2  —  y2), 
die  von  Leibniz  abgeleitet  sind,  angewandt  werden  zu  können  (indem 
in  (15)  c  in  ic  verwandelt  wird)  ebenso  auf  die  von  Craig2)  betrach- 
teten von  der  Gleichung  y4  -\-  a2y2  =  b2x2. 

c)  Andere  symmetrische  Polyzomalkurven  vierter  Ordnung  finden 
sich  in  der  oft  zitierten  Introduction  von  G.  Cramer  (S.  239);  eine 
solche  ist  die  von  folgender  Gleichung 

tf  +  2x2y2-\-x*-6axtf-ax3-\-a2x2  =  0.3)      .     .     (17) 

Schreibt  man  sie  in  der  Form 


y  =  ]/2ax  —  x2  -\-~\/ax, 

so   erkennt  man,    daß   sie   mit  Hilfe   eines  Kreises   und   einer  Parabel 
konstruiert  werden  kann.4) 

d)  Von  derselben  Art  ist  die  auf  folgende  Weise  erzeugte  Kurve5): 
Man  betrachte  zwei  Kreise,  die  sich  gegenseitig  im  Punkte  A  von 
innen  berühren  (Taf.  VI,  Fig.  43),  der  eine  habe  den  doppelten 
Radius  2  a  des  anderen;  durch  eine  Senkrechte  zur  Zentrale  werden 
vier  Strecken  bestimmt,  von  denen  jede  einen  Endpunkt  auf  dem  einen 
und  den  zweiten  auf  dem  anderen  Kreise  hat;  die  Mittelpunkte  dieser 
gehören  der  Kurve  vierter  Ordnung  mit  der  Gleichung  an:  (A  als 
Anfang,  die  Zentrale  als  #-Achse  genommen) 


2y  =  Yx  (2a  —  x)  -f  yx  (4a  —  x), 

welche  demnach  von   der  besagten  Art  ist.     A  ist  ein   Berührungs- 
knoten der  Kurve. 

e)  Eine  andere  von  Cramer6)  betrachtete  Kurve  hat  als  Gleichung 

x*  +  yi-2a2y2-2b2x2  +  64  =  0;     ....     (18) 

dieselbe  kann  auch  geschrieben  werden 


1)  Brief  an  Huygens  v.  27.  Jan.  u.  v.  20./30.  Febr.  1691  (Das.  S.  75.  u.  84). 

2)  Vgl.  A.  de  Moivre,  Specimen  of  the  use  of  fluxions  in  the  solution  of 
geometrie  problems  (Philos.  Trans.,  London  1693,  Nr.  216). 

3)  Introduction  à  Vanalyse  des  lignes  courbes  algébrìques  (Genf,  1750)  S.  239. 

4)  Es  ist  ersichtlich,  daß  diese  Kurve  eine  großen  Analogie  mit  einer  anderen 
besitzt,  welche  G.  Ritt  in  seinem  Manuel  des  aspirants  à  V Ecole  polytéchnique 
(Paris,  1839)  betrachtet  hat  und  neuerdings  H.  Brocard  (Note  sur  la  quartique 
V  =  +l/2  «a;  +  ya2~332;  Le  matem.  pure  applic.  1902)  und  V.  Ret  ali  (Sopra 
una  quartica  binodale.    Das.)  ausführlich  untersucht  haben. 

5)  Introduction  S.  435.  6)  Das.  S.  436—38. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  13 
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y=y — 2±—+y-:i-2 — 

und  gehört  daher  ebenfalls  einer  polyzomalen  symmetrischen  Kurve 
vierter  Ordnung  an,  die  sich  vermittels  einer  Ellipse  und  einer  ko- 
achsialen  Hyperbel  konstruieren  läßt.  Man  könnte  sie  Doppel-Herz- 
Kurve  nennen,  weil  sie,  wie  Cramer  bemerkt  „semble  à  la  figure  de 
deux  coeurs,  qui  se  pénètrent  l'un  l'autre  par  la  point." 

f)  Endlich  ist  in  demselben  Werke  noch  folgende  Aufgabe  be- 
handelt1): „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  C,  dem  Radius  R,  ein 
Punkt  0  und  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  r  (Taf.  VI,  Fig.  44). 
Von  einem  beliebigen  Punkte  N  des  Kreises  fälle  man  das  Lot  NM 
auf  r  und  nehme  auf  diesem  PM  =  ON;  den  Ort  des  Punktes  P  zu 
finden."  Nimmt  man  r  als  #-Achse,  0  als  Anfang,  und  bezeichnet 
die  Koordinaten  von  C  mit  a  und  b,  so  kann  man  die  von  N  nehmen 
als  a  -f-  .ß-cosqp  und  b  +  R- sin <p,  und  daher  werden  die  von  P  sein: 


x  =  }/a2  +  b2  +  R2  +  2P  (acosgp  +  bsincp),  y  =  b  -\-  R  sin  tp . 

Nach  Elimination  von  cp  ergibt  sich,  daß 

x"  +  UxHj  +  4  (a2  +  b2)  y2-2  (a2  -  b2  +  R2)  x2 
-M(a2  +  b2-R2)y  +  (a2  +  b2-R2)2  =  0.     .     .     (19) 

die  Gleichung  des  betr.  Ortes  ist.  In  dem  speziellen  Falle,  daß  der 
Punkt  0  auf  der  Peripherie  des  Kreises  liegt,  ist  R2=a2-\-b2,  und 
daher  wird  dann  die  Gleichung 

xi-4(a2  +  by)x2  +  4:(a2  +  b2)y2  =  0.     .     .     .     (19') 

Über  die  entsprechende  Kurve  bemerkt  Cramer:  „la  courbe  réprésente 
en  quelque  sorte  une  bésace".   Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  so 


x  =  Va2  +  y  (b  +  Ya2  +  b2)  +  Ya2  +  y(b-  ]/ V  +  b2) 

und  wenden  die  allgemeinen  Bemerkungen  der  Nr.  81  an,  so  gelangt 
man  zur  Konstruktion  der  Besace  (Quersackkurve)  vermittels  zweier 
Parabeln. 

g)  Noch  auf  eine  Polyzomalkurve  vierter  Ordnung,  die  man  als 
Spezialfall  der  Wattschen  Kurve  (s.  Nr.  106) 2)  ansehen  kann,  wollen 


1)  Introduction  etc.  S.  450. 

2)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  findet  sich  die  Kurve  in  dem 
Essai  d'une  théorie  du  parallelogramme  de  Watt  von  A.  J.  H.  Vincent  (Mém. 
Société  Lille  1837),  woselbst  die  Namen  Solenoide  und  Hémicycle  zwei  spe- 
ziellen Formen  derselben  gegeben  sind  und  die  —  nach  Vincent  —  Anwendung 
in  der  Architektur  finden  könnten.  —  Die  Gleichung  der  Kurve  findet  sich  auch 
im  Manuel  des  candidats  à  V Ecole  polytechnique  (I,  Paris  1857,  S.  331)  von 
E.  Catalan. 
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wir  hier  hinweisen1).  Sie  ist  der  Ort  des  Punktes  M  einer  Strecke 
von  konstanter  Länge  l,  deren  Endpunkte  N  und  P  sind,  von  denen 
der  erste  eine  Gerade  g,  der  zweite  einen  Kreis  mit  dem  Zentrum  0 
und  dem  Radius  B  beschreibt.  Um  ihre  Gleichung  zu  finden,  nehmen 
wir  0  als  Anfang   und   das  von   0  auf  g  gefällte  Lot  als  #-Achse; 

PM        a 
nennt  man  d  die  Länge   des  letzteren ,  setzt  ^rp^  =  —  und  bezeichnet 

°  '  JxLJS         v 

mit  cp  und  ip  die  Winkel  des  Radius  OM  und  der  Strecke  MN  mit 
der  Abszissenachse,  so  hat  man: 

x  =  B cos cp  H — q—  cos ip,        y  =  B sin cp  -\ — ~t—  sinip, 

d  =  B  cos  cp  -\-l  cos  ip, 
durch  Elimination  von  cp  und  ip  ergibt  sich  dann 

y^^B'-[^  +  v)x-^  +  ¥^vyv^-^+vy(d-xy(20) 

als  Gleichung  dieses  Ortes-,  er  kann  daher  im  allgemeinen  vermittels 
zweier  Ellipsen  konstruiert  werden  ;  wenn  aber  l  =  d  -f-  B  und  [i  =  v, 
wird  eine  derselben  ein  Kreis;  er  kann  ferner  verschiedene  Formen 
annehmen,  die  sich  aus  der  Diskussion  der  Gleichung  ergeben2).  Be- 
sonders interessant  ist  der  Fall  d  =  0,  d.  h.  wenn  die  Gerade  g  durch 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  geht;  die  Kurve  wird  dann  eine  Ellipse, 
und  man  hat  damit  eine  sehr  einfache  mechanische  Erzeugung  der- 
selben, die  zur  Konstruktion  eines  Eilipsographen  benutzt  werden  kann. 
h)  Wir  beschließen  dieses  Kapitel  mit  der  Erwähnung  einer  Kurve 
4.  Ordnung,  deren  Erzeugung  der  soeben  behandelten  sehr  ähnlich 
ist3).  Es  ist  der  Ort  der  rechtwinkligen  Ecke  eines  Dreiecks,  dessen 
Katheten  r  und  2r  sind,  und  dessen  Hypotenuse  mit  dem  einen  End- 
punkte einen  Kreis  mit  dem  Radius  r  und  dem  Zentrum  0,  mit  dem 
anderen  einen  Durchmesser  dieses  Kreises  durchläuft.  Nehmen  wir  0 
als  Pol,  den  Durchmesser  als  Achse,  so  lautet  die  Polargleichung  der 
Kurve  2r 

Q~  l/l-j-tl-ctgrc)2' 
demnach  wird  sie  in  kartesischen  Koordinaten  dargestellt  durch 
(x2  -\-  y2)  (x2-\-  2y2—  2xy)  =  4r2#2. 

Es  handelt  sich  also  um  eine  zirkuläre  Kurve,  die  symmetrisch  in 
bezug  auf  den  Anfangspunkt  liegt,  und  dort  einen  Berührungsknoten 
mit  der  #-Achse  als  zugehöriger  Tangente  hat. 

1)  S.  einen   im   Joum.  math.  spéc.   1870   veröffentlichten   Aufsatz,   wieder- 
gegeben im  Progréso  I,  1891,  S.  221—23. 

2)  D.   Jozé   Ruiz   Castizo  Ariza,    Estudio   analytico   de  un  lugar  geo- 
metrico de  cuarto  orden  (Madrid,  1889). 

3)  G.  Ghigi,  Di  una  curva  piana  di  quarto  ordine  (Firenze,  1904). 

13* 
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Elftes  Kapitel. 

Rationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Berührungsknoten 

85.  Gerard  van  Gutschoven,  Schüler  und  Mitarbeiter  des  Car- 
te sius,  war  von  1640 — 59  Professor  der  Mathematik  in  Löwen,  dann 
der  Anatomie,  Chirurgie  und  Botanik  daselbst.  Auf  ihn  weist  R.  F. 
de  Sluse  in  einem  Briefe  an  Huygens  vom  18.  April  1662  hin1)  als 
auf  denjenigen,  der  folgende  Aufgabe  gestellt  habe:  „Gegeben  eine 
Gerade  r  und  einer  ihrer  Punkte  0  (Taf.  VI,  Fig.  45);  den  Ort  eines 
Punktes  M  zu  finden,  derart,  daß  wenn  man  OM  zieht  und  dann 
M N  senkrecht  dazu  und  r  in  N  schneidend,  MJSf  gleich  einer  ge- 
gebenen Strecke  a  wird."  Nimmt  man  0  als  Pol  und  die  Gerade  r 
als  Polarachse,    so  ist   die  Polar- Gleichung  der   Gutschovenschen 

Kurve  ersichtlich 

a ■  cos  oj  =  Q-  sin  a; (1) 

der  Ort  selbst  wird  in  kartesischen  Koordinaten  dargestellt  durch  die 

Gleichung 

ay=(f+^«/8; (2) 

welche  sich  in  dem  Briefe  von  Huygens  an  de  Sluse  vom  25.  Sept. 
1662  findet2).  Sie  beweist,  daß  eine  Kurve  vierter  Ordnung  vorliegt, 
die  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  geht,  symmetrisch  in  bezug 
auf  die  Koordinatenachsen  ist  und  im  Anfange  einen  Berührungs- 
knoten hat;  im  Unendlichen  hat  die  Kurve  außerdem  einen  Doppel- 
punkt, mit  den  beiden  Geraden  x  =  ±  a  als  zugehörigen  Wendetan- 
genten; diese  beiden  Geraden  begrenzen  zugleich  einen  Streifen  der 
Ebene,  innerhalb  dessen  sich  sämtliche  reelle  Punkte  der  Kurve  be- 
finden. Der  Anfang  ist  außerdem  ein  außerordentlicher,  einfacher 
Brennpunkt  der  Kurve.  Wegen  ihrer  Ähnlichkeit  mit  dem  griechi- 
schen Buchstaben  %  ist  sie  die  Kappa-Kurve3)  genannt  worden; 
sie  ist  von  der  sechsten  Klasse  und  daher  nicht,  wie  man  geglaubt 
hat,  polarreziprok  zu  sich  selbst  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt4). 

In  dem  vorhin  erwähnten  Briefe  führt  Sluse  eine  Konstruktion 
der  Tangente  an  die  Kappa-Kurve  an,  die  nicht  schwer  zu  beweisen  ist. 
Aus  (1)  ergibt  sich  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve 

COS2«  ,n\ 

x  =  a—. ,       y  =  a •  cos  co  ; (o) 

SITI    fil      '  "^  ^     ' 


1)  Oeuvres  de  Huygens  IV  (La  Haye,  1891)  S.  207. 

2)  Das.  S.  238. 

3)  Aubry,  De  l'usage  des  figures  de  V espace  pour  la  définition  et  la  trans- 
formation  de  certaines  courbes  (Journ.  math.  spéc.  4.  Ser.  IV,  1895,  S.  201). 

4)  Die  genannte  irrige  Ansicht  zu  beseitigen,  war  ein  Artikel  von  Genocchi 
bestimmt  (Nouv.  Ann.  Mathém.  XIV,  1855,  S.  248—53). 
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wenn    daher    die 
schneidet,  so  ist 


wenn    daher    die   Kurventangente   im   Punkte  M   die   Gerade  r  in   T 


s,rj,  dx  cosmea 

Ol  =  x  —  «T-  =  —  a  .  ,    , 
J  ay  BinJ  w  ' 

und  daher 

TN  =  ON-  OT  =  -A-  +  a^8^  =  ~y- 

sinoo  smdo)        smd  co 


Andrerseits,  wenn  P  der  Fußpunkt  des  von  M  auf  P  gefällten  Lotes 
ist,  hat  man 

ON=-^—,         NP  =  a  •  sin  co  , 

sin  co  7  ' 

und  daher  _ 

TN-NP  =  ON2, 

d.  h.  —  wie  Sluse  sagt  —  „NP,  NO,  NT  sunt  in  continua  proportione"; 
ist  also  M  gegeben ,  so  findet  man  alsbald  den  Punkt  T  und  damit 
die  Tangente  in  M 1). 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  von  Hu y gens  ist  fernerhin  eine 
bemerkenswerte  Formel  für  die  Quadratur  aufgestellt,  deren  Dar- 
legung angebracht  sein  dürfte.  Wir  ziehen  zu  dem  Zwecke  MQ 
senkrecht  zu  Oy,  bezeichnen  mit  SB  die  Fläche  des  gern ischtlin igen 
Dreiecks,  dessen  Seiten  die  Geraden  OQ,  QM  und  der  Bogen  OKM 
die  Kappa-Kurve  sind.     Infolge  von  Gleichung  (3)  wird  dann 

CO  IX) 

SB  =  /  a— (—  a  sin  co)  •  deo  = —  /  (1  4-  cos  2 co)  d co 

J       smoo   v  J  2  J  J 

n  n 

¥  2~ 

a2  / %  \         a2     .     ~ 

Wird  nun  der  Bogen  MB  des  Kreises  mit  dem  Zentrum  N  be- 
schrieben und  nennt  man  SB  die  Fläche  des  halben  Kreissegmentes 
MPBS,  so  erhält  man 

£5  ==  —  er 1  —  —  co  I  —  —  a  sin  co  •  cos  co  =  —  I  —  —  co  j  —  -—  sm  J  co  ; 

demnach  ist  SB  =  SB,  wie  Huygens  behauptet  hat.  —  Wir  können  noch 
hinzufügen,  daß  wenn  wir  co  =  0  setzen,  wir  — —  =  it  (—  J  als  Aus- 
druck für  das  Dreieck  erhalten,  das  begrenzt  wird  von  der  y- Achse, 
einem  Bogen  der  Kappa-Kurve  und  der  zugehörigen  Asymptote;  ein 
derartiges  Dreieck  ist  also  gleich  einem  Kreise  mit  dem 
Durchmesser  a.  Infolge  dessen  ist  der  Teil  der  Ebene  innerhalb  der 
Kappa-Kurve  unendlich  groß. 

1)  Eine  andere  Tangentenkonstruktion  findet  man  bei  F.  Gomes  Te  ix  e  ira, 
Trataäo,  S.  241,  Olras,  IV  S.  274. 
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Die  Definition  der  Kappa-Kurve,  von  der  wir  ausgegangen  sind, 
führt  uns  zu  einer  sehr  einfachen  Art  die  Kurve  zu  zeichnen.  Man 
denke  sich  (s.  Fig.  45)  ein  Winkelscheit  L  MN  (bei  M rechtwinklig)  dessen 
Kathete  MN  =  a  ist;  läßt  man  dasselbe  sich  in  der  Weise  bewegen, 
daß  die  andere  Kathete  LM  immer  durch  den  Punkt  0  geht,  und 
die  gegenüberliegende  Ecke  N  die  «-Achse  durchläuft,  so  beschreibt 
der  Scheitel  des  rechten  Winkels  ersichtlich  die  Kappa-Kurve.  Die 
Kurven -Normale  in  M  geht  infolge  dessen  durch  den  Punkt  V,  in 
welchem  das  in  0  auf  LM  errichtete  Lot  die  von  N  zu  Ox  gezogene 
Senkrechte  schneidet l). 

I.  Barrow  hat  in  seinen  Lectiones  geometricae  —  zuerst  veröffent- 
licht 1670  —  eine  andere  Konstruktion  für  die  Kappa-Kurve  an- 
gegeben2). Man  trage  auf  der  Polarachse  ein  Stück  OA  =  a  ab  und 
errichte  in  A  zu  ihr  die  Senkrechte  r\  ein  beliebiger  durch  den  Pol 
gezogener  Strahl  schneide  die  Gerade  r  in  B.  Trägt  man  nun  auf 
diesem  OM  =  AB  ab,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  M  eine  Kappa- 
Kurve.  Diese  Konstruktion  zeigt,  daß  der  Ort  offenbar  die  Glei- 
chung hat  ,  ,.. 

6  Q=a-tgco, (4) 

die  sich  von  (1)  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  «  in  —  —  ra  ver- 
wandelt ist. 

Theoretisch  und  auch  wohl  praktisch  wichtiger  ist  noch  eine 
andere  Definition  der  Kurve,  die  wir  durch  Modifikation  der  anfäng- 
lichen erhalten.  Beschreiben  wir  einen  Kreis  um  den  Mittelpunkt  N 
mit  dem  Radius  NM,  so  ist  die  Gerade  OM  eine  Tangente  desselben 
und  also:  Die  Kappa-Kurve  ist  der  geometrische  Ort  der  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  einer  festen  Ge- 
raden an  die  unendlich  vielen  Kreise  von  gegebenem  Radius,  die 
ihren  Mittelpunkt  auf  dieser  Geraden  haben,  ziehen  kann. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  L.  Mascheroni  zur  graphischen  Dar- 
stellung   einer    Erscheinung    des    Magnetismus3)    die    Kurve    mit    der 

Polargleichung  ,  .,  N 

o  —  k  =  a  (tgco  —  tgcu) 

betrachtet  hat.  Diese  Kurve  ist  aber  nicht  transzendent,  wie  ein 
Biograph  Mascheronis  geglaubt  hat4);  setzt  man  nämlich 

1=  lc  —  a-tsa. 


1)  Diese  Konstruktion  kann  auch    einfach    durch   Berechnung  der  polaren 
Subnorinale  bestätigt  werden. 

2)  The  mathematical  works  of  J.  Barrow,  herausg.  v.  Wh  e  well  (Cambridge, 
1860)  S.  247. 

3)  Maniera  di  miswrare  l'inclinazione  dell'ago  calamitato  (Bergamo,  1782). 

4)  F.  Landi,  Elogio  di  L.  Mascheroni  (Mem.  Soc.  Ital.  Scienze,  XI,  1804, 
S.  XLI). 
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so  kann  man  schreiben 

q  =  a-tga  -f- 1>, 
oder 

(x2  +  y2)x2  =  (ay  +  Ix)2 

woraus  man  sieht:  Die  Mascheronische  Kurve  ist  von  der  vierten 
Ordnung  und  eine  Konchoide  der  Kappa-Kurve. 

Die  Betrachtung  der  Gleichung  (4)  führt  uns  von  selbst  auf  all- 
gemeinere Kurven,  nämlich  die  durch  die  Gleichung 

q  —  a-  tg  /i  o (5) 

dargestellten,  wo  p,  eine  gegebene  Zahl  bedeutet.  Dieselben  sind  al- 
gebraisch, wenn  (i  eine  rationale  Zahl  ist,  und  bieten  ziemlich  ver- 
schiedene Gestalten  dar,  welche  den  Namen  Noeuds  (Knotenkurven), 
den  ein  französischer  Geometer  ihnen  gegeben  hat,  rechtfertigen1).  Ab- 
gesehen vom  Falle  [i—l,  führt  uns  die  Annahme  fi  =  -§-  zu  einer  be- 
kannten Kurve,  nämlich  der  Strophoide  (s.  Nr.  37,  Gl.  (2));  für  /u.  =  2 
erhalten  wir  schon  eine  neue  Kurve,  die  von  der  sechsten  Ordnung 
ist  und  Moulin  à  vent  (Windmühle)  genannt  wurde2).  Jede  Knoten- 
kurve (5)  besitzt  die  Eigenschaft  mit  ihre  Inverse  in  bezcg  auf 
einen  Kreis  von  Mittelpunkt  O  und  Radius  a  kongruent  zu  sein, 
wie  eine  kleine  Rechnung  an  der  Gl.  (5)  lehrt. 

Die  Knotenkurven  sind  nicht  die  einzigen  Verallgemeinerungen, 
welche  die  Kappa-Kurven  erfahren  haben.  Schon  Sluse  bemerkte, 
daß  das  Gutschovensche  Problem  sich  verallgemeinern  lasse,  indem 
man  annimmt,  daß  der  Winkel  OMN  statt  eines  rechten  Winkels, 
einen  konstanten  Wert  a  habe3).  Es  entsteht  dann  die  Kurve,  die  in 
Polar-  bzw.  kartesischen  Koordinaten  die  Gleichung  hat 

o  =  a  jin  lf  ~i~  a)_  ^         a2  (%  sm  a  _j_  y  cos  ay  =  ^2  _j_  y^  y2    _     (§j 

und  die  man  die  schiefe  Kappa-Kurve  zum  Unterschiede  von  der 
ursprünglichen  oder  geraden  Kappa-Kurve  nennt.  Die  Namen  P an- 
kapp a  und  schiefe  Pankappa  wurden  den  folgendermaßen  darge- 
stellten Kurven 

a  4-  b  cos  w  a  4-  b  cos  co  4-  e  sin  co 

0   =  —. ,  p   =  ! : 

s  sin  co        ;         *•  sin  co 

gegeben4).     Endlich  der  Name  projektive  Kappa-Kurve5)   wurde 

1)  Aubry  a.  0.  S.  251.  —  "Wenn  \i  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Knoten- 
kurve von  der  Ordnung  2  (ll  -\-  1). 

2)  G.  de  Longchamps,  Gours  de  problèmes  de  geometrie  analytiques  I 
(Paris,  1898)  S.  137. 

3)  Vgl.  auch  H.  Ri  e  der,  Untersuchung  einer  2 — 4  deutigen  leinetographischen 
Verwandtschaft  (Diss.  München,  1907)  S.  30. 

4)  J.  Neuberg.  s.  a.  Abh.  in  Liege  Mém.  Soc,  3.  Sér.,  V,  1904. 

5)  V.  Retali,  Sopra  una  corrispondenza  [m,  ri\  (Rend.  Ist.  Lomb.  2.  Ser. 
XXXII,  1899). 
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dann  allen  Kurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  und  einem 
Berührungsknoten  gegeben.  Schließlich  kann  auch  die  Kurve  mit  der 
Polargleichung  ,    . 

"       I-  cos  (o-\-a ^  ^ 

der  man,  wie  übrigens  der  Gutschovenschen  Kurve,  bei  einigen  Pro- 
blemen der  darstellenden  Geometrie  begegnet1),  als  eine  Verallgemeine- 
rung der  Kappa-Kurve  angesehen  werden,  insofern  als  Gleichung  (7) 
in  (4)  übergeht,  wenn  man  l  =  <x>  setzt. 

86.  Yon  projektivem  Standpunkte  aus  unterscheidet  sich  die 
Kappa-Kurve  kaum  von  einer  anderen  Kurve  viel  neueren  Datums, 
die  wegen  ihrer  Gestalt  und  ihrem  Entdecker  zu  Ehren  die  Külp- 
sche  Konchoide  heißt2).  Ihre  Entstehungsweise  ist  folgende:  „Ge- 
geben ist  der  Quadrant  OAC  eines  Kreises  mit  dem  umbeschriebenen 
Quadrate  OABC  (Taf.  VI,  Fig.  46);  durch  den  Mittelpunkt  ziehe  man 
eine  beliebige  Gerade,  die  den  Quadrant enbogen  in  G  und  die  eine 
Seite  des  Quadrates  in  F  schneidet.  Die  durch  F  zu  der  anderen 
Seite  gezogene  Parallele  und  die  durch  G  zu  der  ersteren  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  der  eine  Bogen  der  fraglichen 
Konchoide  ist;  die  anderen  drei  sind  die  zu  ihm  symmetrischen  in 
bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Quadranten  und  die  ihn  begrenzenden 
Radien." 

Nimmt  man  als  Koordinatachsen  diese  beiden  Radien  und  nennt 
den  Winkel  der  beliebigen  Geraden  mit  dem  ersteren  gp,  den  Radius 
des  Quadranten  a,  so  erhält  man  sogleich  folgende  parametrische 
Darstellung  der  in  Rede  stehenden  Konchoide: 

x  =  a-cosrp,         y  =  a-tgcp       (8) 

und  demnach  durch  Elimination  von  cp 

x2  y2  =  a2  (a%  —  x2) (9) 

Aus  dieser  Gleichung  entnimmt  man,  daß  die  Külpsche  Konchoide 
einen  Berührungsknoten  im  unendlich  fernen  Punkte  von  Oy,  welche 
Achse  zugleich  die  zugehörige  Tangente  ist,  außerdem  einen  iso- 
lierten Punkt  im  Unendlichen  von  Ox  hat.  Die  Kurve  liegt  ganz 
innerhalb  des  Streifens  der  Ebene,  der  von  den  beiden  Geraden  x  =  +  a 
begrenzt  wird;    sie   hat   vier   reelle  Wendepunkte  mit  den  Abszissen 

+  a  1/  —  ;  im  übrigen  sind  bemerkenswerte  Eigenschaften  an  ihr 
nicht  bemerkt  worden. 


1)  De  la  Gournerie,  Tratte  de  geometrie  descrittive.    3.  Teil  (Paris,  1885), 
S.  151. 

2)  Külp,    Über  eine  besondere  Art  der  Konchoide  (Muschellinie)   (Archiv, 
Math.  Phys.  XLVUI,  1868). 
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Eine  andere  mit  einem  Berührungsknoten  versehene  rationale 
Kurve  vierter  Ordnung  entsteht  bei  folgender  Konstruktion:  „Gegeben 
ein  Kreis  (Taf.  VI,  Fig.  47  a,  b)  mit  dem  Zentrum  0,  dem  Radius  r, 
und  ein  Punkt  A  seiner  Ebene.  Man  ziehe  einen  beliebigen  Radius 
OM  und  bestimme  dessen  Schnittpunkt  P  mit  dem  in  A  auf  AM 
errichteten  Lote.  Variiert  man  den  Radius,  so  variiert  auch  der 
Punkt  P  und  beschreibt  eine  Linie,  die  man  die  Jerabeksche 
Kurve  nennt1)."  Um  deren  Gleichung  zu  finden,  nehmen  wir  0  als 
Pol  und  OA  als  Polarachse,  nennen  a  den  Abstand  OA,  ip  den  Winkel 
OAM,  q  und  co  die  Koordinaten  von  P.  Aus  der  Betrachtung  der 
Figur  ergeben  sich  dann  folgende  Relationen: 

r\  n  Ttn/r  AM  .  ,,  sino 

p  =  OP  =  r  —  PM  =  r ,        AM=a-. — , 

s  cos  i/> 7  sin  xp  ' 

daher 

sino» 

p  =  r  —  a- — -■ 

s  sin  1/7  •  cosi/j 

Da  nun  ferner 


AM  =  ]/a2  -+-  r2  —  2arcos  a , 
so  hat  man 


sin  ip        a  sin  es 
und  deswegeu 


1  AM    _  ]/a2+  r2—  2arcosoj 

n    .    sin  i-.i  * 


1  y«2  -j-  r2  —  2  ar  cos  oj 


COSI/j 


Setzt  man  diese  Werte  in  den  schon  gefundenen  Ausdruck  für  q  ein 
und  reduziert,  so  erhält  man  die  Gleichung 


r  cos  09 


o  =  a , (1U) 

s  r  —  a  cos  09  '  v     y 

welche  zeigt,  daß  die  Jerabeksche  Kurve  rational  ist  und  symmetrisch 
in  bezug  auf  OA.  Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so 
wird  diese 

r2  (x2  -f-  y2  —  ax)2  =  a2  ix2  +  y2)  (x  —  a)2.     .     .     .     (11) 

Diese  zeigt,  daß  die  Kurve  selbst  eine  zirkuläre  Kurve  vierter  Ordnung 
ist2),  die  0  als  außerordentlichen  Brennpunkt  hat;  A  ist  der  Berüh- 
rungsknoten, die  zugehörige  Tangente  ist  senkrecht  zu  OA.  Die  Kurve 
zeigt  verschiedene  Gestalt,  jenachdem  a^r.  Wenn  a  <  r ,  d.  h.  A 
innerhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  so  ist  0  ein  Knotenpunkt  und 
die   entsprechenden  Tangenten  bilden  mit  OA  einen  Winkel,   dessen 


1)  Mathésis,  Question  314,  gelöst  in  B.  V,  1885,  S.  110—116. 

2)  Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  aucb,  wenn  man  beachtet,  daß  die  Aus- 
gangskonstruktion  die  Kurve  als  erzeugt  von  zwei  Strahlenbüscheln  in  der  Korre- 
spondenz [2,  2]  mit  den  Zentren  in  den  Punkten  O  und  A  erscheinen  läßt. 
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a 


Kosinus  —  ist;   die  Kurve   liegt   ganz   innerhalb   des  Kreises.     Wenn 

hingegen  a  >  r ,  so  ist  0  ein  isolierter  Punkt  und  die  Kurve  besitzt 
zwei  unendliche  Zweige,  die  zu  Asymptoten  die  beiden  durch  A  gehen- 
den Geraden  haben?  die  mit  der  Polarachse  einen  Winkel  vom  Cosinus 

—  bilden  und  vom  Pole   dem  Abstand  — ==  haben. 
«  j/r2—  a2 

87.      Während    die    Külpsche    Konchoide    und    die    Jerabeksche 

Kurve  außer  dem  Berührungsknoten  noch  einen  Doppelpunkt  haben, 

hat  die,  von  der  jetzt  die  Rede  sein  wird,  eine  Spitze. 

•  Es   sei   ein   Kreis   gegeben   mit   dem   Mittelpunkte    0   (Taf.   VI, 

Fig.  48),   dem  Radius  —,    zwei    aufeinander    senkrechte   Durchmesser 

desselben  AB,  CD  und  schließlich  eine  Gerade  r  parallel  zu  CD. 
Man  ziehe  durch  A  einen  beliebigen  Strahl,  der  r  in  M  schneidet, 
dann  von  M  die  Parallele  zu  AB,  welche  die  Peripherie  des  Kreises 
in  JV  schneidet  und  schließlich  durch  JV  die  Parallele  zu  CD.  Ist 
nun  P  der  Schnitt  dieser  mit  dem  Strahle  AM,  so  ist  der  Ort  von 
P  eine  derjenigen  Kurven,  die  von  G.  de  Longchamps  birnförmige 
Kurven  vierter  Ordnung  (quartiques  pyriformes)  genannt 
wurden1).  Es  ist  vorteilhaft,  aus  dieser  Konstruktion  ein  Verfahren 
herzuleiten,  um  die  Punkte  der  Kurve  zu  finden,  die  eine  gegebene 
Abszisse  AK  haben  (A  als  Anfang,  AB  als  #-Achse  genommen):  Man 
bestimme  die  Punkte  JV  und  JV',  in  denen  der  gegebene  Kreis  die  durch 
den  Punkt  K  zu  r  parallel  gezogene  Gerade  schneidet,  dann  die  Punkte 
M  und  M',  in  denen  diese  von  den  durch  JV  und  JV'  zu  AB  ge- 
zogenen Parallelen  getroffen  wird;  projiziert  man  nun  die  Punkte  M 
und  M'  von  A  aus  auf  die  Gerade  JVJV',  in  P  und  P',  so  sind  diese 
die  gesuchten  Punkte.  —  Bezeichnet  man  den  Abstand  AH  des  Punktes 
A  von  der  Geraden  r  mit  b,  nennt  den  variabelen  Winkel  MAB  =  (p 
und  x,  y  die  Koordinaten  von  P,  so  ist  MJS  =  b  •  tg  <jp.  Ferner  ist 
offenbar 

NK2  =  MH2  =  AK-  KB, 

und  daher 

b2-  tg2qp  =  x(a  —  x) . 

Es  ist  daher  tg<p  =  — ,  und  somit 

xi-ax3+b2y2=0 (12) 

die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve.  Diese  selbst  ist  also  von  der 
vierten  Ordnung,  symmetrisch  in  bezug  auf  Ox,  und  vollständig  inner- 
halb des  Quadrates  gelegen,  dessen  Seiten  den  gegebenen  Kreis  in  A, 
B,  C,  B  berühren.    Der  Punkt  A  ist  eine  Spitze  der  Kurve,  AB  die 


1)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  l'équerre  (Paris,  1890)  S.  129. 
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zugehörige  Tangente;  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Durchmessers 
CD  ist  dagegen  der  Berührungsknoten,  die  unendlich  ferne  Gerade 
ist  die   zugehörige  Tangente;   Wendepunkte   sind   die   beiden  Punkte 

mit  den  Abszissen  a  3~V3  und  Kulminationspunkte  die  mit  der  Abs- 
zisse —  und  den  Ordinaten  +  —  • 

4  —  2 

Bemerkenswert  ist  der  Spezialfall  6  =  a1);  dann  berührt  r  den 
Kreis  und  Gleichung  (12)  wird  zu 

x*  —  axz  +  a2  y2  =  0  ; 

wenn  man  nun  in  dieser  y  in  —  verwandelt,  so  geht  sie  wieder  auf 

(12)  zurück;  daher  ist  die  „allgemeine  birnenförmige  Kurve 
vierter  Ordnung"  eine  dem  soeben  betrachteten  Spezialfälle 
affine  Kurve.  — 

Es  möge  noch  ein  anderer  Spezialfall  betrachtet  werden:  näm- 
lich a  =  2b;  die  entsprechende  Kurve  heißt  wegen  ihrer  Gestalt 
„Kreiselkurve"  (toupie)  und  wird  folgendermaßen  konstruiert2): 
Gegeben  ein  Kreis  JP  (mit  dem  Durchmesser  26)  bezogen  auf  zwei 
Achsen  Ox,  Oy\  man  projiziere  einen  beliebigen  Punkt  M  von  F  in 
A  und  B  auf  die  Achsen,  fälle  MH  senkrecht  auf  AB  und  trage 
MB  =  MH  auf  der  Verlängerung  von  B M  ab  ;  der  Ort  der  Punkte 
P  ist  die  Kreiselkurve. 

Die  Gesamtfläche  der  allgemeinen  Kurve  ist 

x  =  a  a 

F=  2  /  y-dx  =  -T-  I  xYax  —  x2  dx  =  -gr-?3) 

x  —  0  0 

im  speziellen  Falle  a  =  b ,  wird   dieser  Ausdruck  —  %  (— J     und   zeigt, 

daß  dann  die  Kurvenfläche  gleich  der  Hälfte  des  gegebenen  Kreises  ist. 
Ebenfalls  G.  de  Longchamps  verdankt  man  die  Betrachtung  einer 
anderen  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Spitze,  die  von  projektivischem 
Standpunkte  aus  der  vorigen  analog  ist.  Wegen  ihrer  Gestalt  (s. 
Taf.  VI,  Fig.  49)  wurde  sie  von  ihrem  Erfinder  mit  dem  Namen  Birn- 
kurve  (apienne  von  aitiov  =  Birne)  belegt4).  Man  erhält  sie  aus  einem 
Kreise,   der   in   kartesischen  Koordinaten   dargestellt  wird   durch   die 

1)  Er  wurde  von  Ossian  Bonnet  1844  betrachtet  (Nouv.  Ann.  Mathém. 
Ili,  S.  75). 

2)  Schlömilch,  Compendium  der  höh.  Analysis  I,  5.  Aufl.  (Braunschweig, 
1881)  S.  87;  G.  de  Longchamps,  Cours  de  problèmes  de  geometrie  analytique  I 
(Paris,  1898)  S.  137;  s.  auch  S.  177. 

3)  Wegen  Berechnung  dieses  Integrals  sehe  man  Schlömilch,  Übungs- 
buch zum  Studium  der  höh.  Analysis  II  (2.  Aufl.  Leipzig,  1874)  S.  22. 

4)  Cours  de  problèmes  de  geometrie  analytique  II  (Paris,  1899)  S.  393. 
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Gleichung  x,  +  Y2- 2RY -2RX  +  R2=  0 

vermittelst    der    (semi-reziproken    kartesischen)   Transformation, 

die  durch  die  Formeln       ^  „         .„„ 

X  =  x ,     Yy  =  R2 

dargestellt  wird1).    Die  „Birnkurve"  hat  demnach  folgende  Gleichung: 

y2(x-R)2-2R5y  +  R4<=0; 

sie  läßt  sich  auch  parametrisch  darstellen,  nämlich  so: 

x      1   ,  y  i 

^  =   1    -f"  COS  W  ,  ^  =  -~r : 

B  T  7        B        1  -f-  sm  qp 

Infolgedessen  ist  sie  eine  rationale  Kurve  vierter  Ordnung,  und  sym- 
metrisch in  bezug  auf  die  Gerade  x  =  R.  Der  unendlich  ferne  Punkt 
dieser  Geraden  ist  eine  Spitze  derselben  mit  dieser  Geraden  als  Spitzen- 
tangente. Hingegen  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Ox  ein  Be- 
rührungsknoten mit  dieser  Achse  als  Tangente.    Für  alle  reellen  Punkte 

der  Kurve  hat  man  —  a  <^  x  <^  +  «  und  y^.-~' 

Sämtliche  in  diesem  Kapitel  betrachteten  Kurven  haben,  wie  die 
Konchoide  des  Nikomedes  (Nr.  66),  außer  einem  Berührungsknoten 
noch  einen  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze;  dasselbe  gilt  auch  für  die 
Kurve  mit  folgender  Gleichung 

x  =-^lya2-y2, 

deren  Konstruktion  Giordano  Riceati  in  einer  Arbeit  gezeigt  hat, 
die  den  sonderbaren  Titel  hat  Teorema:  il  nulla  imaginario  non  può 
confondersi  col  reale  (Mem.  Soc.  Ital.  Scienze,  IV,  1788);  im  folgenden 
Kapitel  werden  wir  nun  eine  Familie  von  Kurven  kennen  lernen,  deren 
Mitglieder,  ähnlich  wie  einige  der  virtuellen  Parabeln,  jedes  die  erste 
der  obigen  Singularitäten  besitzt. 


Zwölftes  Kapitel. 

Die  Konchalen. 

88.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten 
oder  zwei  festen  Geraden  oder  von  einem  Punkte  und  einer  Geraden 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen,  ist  ein  Kreis,  ein  Geraden- 
paar oder  ein  Kegelschnitt.    Wenn  man  unter  den  gegebenen  Bedin- 


1)  Um  den  Punkt  M(X,  Y),  der  dem  Punkte  m(x,  y)  entspricht,  zu  finden, 
beschreibe  man  mit  dem  Radius  B  um  den  Mittelpunkt  0  den  Kreis  I\  man 
ziehe  von  m  die  Parallele  zu  OX,  so  findet  man  den  Pol  in  bezug  auf  T;  die 
von  ihm  zw.  Ox  gezogene  Parallele  schneidet  die  von  m  zu  Oij  gezogene  Par- 
allele in  M,  wie  leicht  ersichtlich. 
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gungen  das  Verhältnis  ersetzt  durch  die  Summe  oder  Differenz,  so 
erhält  man  einen  zentrischen  Kegelschnitt,  eine  Gerade  oder  eine  Par- 
rabel.  Wenn  man  hingegen  statt  dessen  das  Produkt  einführt,  so  hält 
man:  1.  Eine  Cassinische  Kurve  (vgl.  Nr.  90),  wenn  die  festen  Elemente 
zwei  Punkte  sind;  mit  dieser  werden  wir  uns  im  nächsten  Kapitel  be- 
schäftigen. 2.  Eine  Hyperbel,  wenn  es  zwei  Geraden  sind.  3.  Wenn 
die  festen  Elemente  ein  Punkt  F  und  eine  Gerade  r  sind,  eine  Kurve, 
von  der  schon  0.  Schlömilch  die  Gleichung  sowie  einige  Eigenschaften 
gefunden  hat1),  deren  methodische  Untersuchung  jedoch  erst  vor 
mehreren  Jahren  von  G.  Hub  er2)  ausgeführt  wurde,  der  auch  den  Vor- 
schlag machte,  sie  Konchale  zu  nennen  wegen  der  Gestaltähnlich- 
keit, die  sie  bisweilen  mit  der  Konchoide  des  Nikomedes  hat. 

Nimmt  man  als  x-  Achse  die  vom  Punkte  F  auf  die  Gerade  r 
gefällte  Senkrechte  FA  und  als  Anfang  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
FA  =  2  a,  so  sieht  man  alsbald,  wenn  man  mit  a  Je  das  konstante 
Produkt  bezeichnet,  daß 

(x  +  af  [{x  -  af  +  y2\  =  a2l2 (1) 

die  Gleichung  der  Konchale  ist. 

Sie  ist  demnach  eine  Kurve  vierter  Ordnung  symmetrisch  in  be- 
zug  auf  die  #-Achse.  Die  Abszissen  der  vier  Punkte,  in  denen  diese 
von  der  Kurve  geschnitten  wird,  sind  +  ]/a  (a  +  k),  während  die  Or- 
dinaten  der  beiden  Punkte,  in  denen  die  Kurve  die  «/-Achse  schneidet, 
gleich  +  ]/ä;2  —  a2  sind;  dies  zeigt,  daß  von  jenen  vier  Punkten  4  oder 
2  reell  sind,  jenachdem  h  ^  a,  während  diese  beiden  reell  oder  ima- 
ginär sind,  jenachdem  h  ^  a.  In  dem  Zwischenfalle  le  =  a  wird  Glei- 
chung (1)  zu 

y2(x  +  af-\-x2{x2-2a2)  =  0- (2) 

sie  hat  nunmehr  im  Anfang  einen  Knotenpunkt  mit  den  Tangenten 
y  =  +  xy2  und  schneidet  die  x-  Achse  ferner  in  den  Punkten  mit  den 
Abszissen  x  =  dz  a]/2.  Im  allgemeinen  Falle  geht  die  Kurve  durch 
die  zyklischen  Punkte  der  Ebene  und  besitzt  außerdem  im  Unend- 
lichen von  Oy  einen  Berührungsknoten;  die  entsprechende  Tangente 
hat  zur  Gleichung  x  -j-  a  =  0 ,  ist  also  die  Gerade  r.  Die  Konchale 
bietet  verschiedene  Gestalten  dar,  je  nach  der  relativen  Größe  der 
Konstanten  a  und  h  (s.  Taf.  VI,  Fig.  50):  im  speziellen 


1)  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  I.  T.  (3.  Aufl.  Leipzig, 
1878)  S.  97. 

2)  Die  Konehalen,  ihre  orthogonalen  Trajectorien  und  die  Cissoiden  vierter 
Ordnung  (Monatshefte  Math.  Phys.  VI,  1895);  der  Fall,  daß  der  Punkt  F  auf 
die  Gerade  r  fällt,  wurde  von  G.  Cardose-Laynes  im  Aufsatze  Di  un  certo 
luogo  geometrico  (Livorno,  1896)  betrachtet. 
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wenn  Je  <Ca ,  besteht  sie  aus  zwei  unendlichen  Zweigen  und  einem 

Ovale  (in  der  Fig.  punktiert); 

„      Je  —  a,        „         „      „     einer    Serpentine    und    einem   Zweige 

mit  Knoten  (ausgezogen); 

„      &  >  a,        „         „      „     zwei  unendlichen  Zweigen  (gestrichelt). 

Die  Quadratur  der  Konchale  hängt  im  allgemeinen  von  elliptischen 
Funktionen  ab,  die  Rektifikation  von  hyperelliptischen;  für  die  ratio- 
nalen Konchalen  kann  das  erste  Problem  jedoch  elementar  gelöst 
werden,  während  das  zweite  die  alleinige  Anwendung  der  elliptischen 
Funktionen  verlangt.  Die  Tangente  an  die  Konchale  in  einem  Punkte 
P  kann  durch  Spezialisierung  eines  allgemeinen  von  A.  Hurwitz1) 
gegebenen  Verfahrens  erhalten  werden;  man  gelangt  dann  zu  folgen- 
der Konstruktion:  Man  verbinde  P  mit  F  und  errichte  in  F  die 
Senkrechte  p  zu  PP;  ebenfalls  verbinde  man  P  mit  dem  Punkte  (pr) 
und  suche  den  zu  dieser  Geraden,  in  bezug  auf  die  beiden  Geraden 
p  und  r,  konjugiert  harmonischen  Strahl;  dieser  wird  parallel  zur  ge- 
suchten Tangente  sein. 

Wenn  man  die  Konstante  Je  variiert,  so  stellt  die  Gleichung  (1) 
oo1  Kurven  dar;  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Trajek- 
torien  ist 

dy  \2x  (x  —  a)  -f  y2]  —  y  (x  -f-  a)  dx  =  0 . 


Durch  Integration  erhält  man: 

y4 —  èaxy2 
[y2  —  2  a  (x  —  a)~\' 


=  const.  ; (3) 


demnach  sind  diese  Trajektorien  rationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit 
F  als  gemeinsamen  Doppelpunkt  und  Berührungsknoten  im  unendlich 
fernen  Punkte  von  Ox\  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  zugehörige 
Tangente. 

89.  Bemerken  wir  noch,  daß  J.  Steiner  im  Jahre  1854  folgendes 
allgemeine  Problem  gestellt  hat 2)  :  „Gegeben  in  einer  Ebene  eine  Kurve 
Cn  und  ein  fester  Punkt  P;  den  Ort  solcher  Punkte  M  zu  finden,  daß 
die  Berührungspunkte  zweier  von  M  an  die  Kurve  Gn  gezogenen  Tan- 
genten mit  dem  Punkte  P  in  gerader  Linie  liegen."  Dieses  Problem 
kann  nun  leicht  gelöst  werden,  wenn  die  gegebene  Kurve  eine  Konchale 
ist  und  der  feste  Punkt  P  der  (zu  ihrer  Definition  benutzte)  Punkt  F 
ist.  Man  gelangt  so  zu  einer  neuen  Kurve  vierter  Ordnung,  die  sym- 
metrisch in  bezug  auf  eine  Achse  ist,  nämlich  zu  der  durch  folgende 
Gleichung  dargestellten: 

[Jc2-(a  +  x)2]y2=(x2+Jc2-a2)2 (4) 


1)  Über  Tangeyiterikonstruktionen  (Math.  Ann.  XXII,  1883). 

2)  Ges.   Werke  E  (Berlin,  1884)  S.  699. 
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Diese  Kurve  besitzt  zwei  Doppelpunkte  auf  der  #-Achse,  nämlich  die 
mit  den  Abszissen  +  j/«2  —  ft2;  sie  sind  daher  nur  dann  reell,  wenn 
Je  <  a]  einer  von  ihnen  ist  dann  ein  Knoten,  der  andere  ein  isolierter 
Punkt.  Auf  der  y- Achse  hat  sie  zwei  einfache  Punkte  mit  den  Ordi- 
naten  +  }/Jc2 —  a2;  diese  sind  reell,  nur  wenn  Je  >  a;  sie  hat  dann 
zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  x  +  a  ±  Je  =  0  sind;  es  sind  diese 
die  Tangenten  in  dem  unendlich  fernen  Knotenpunkte,  welchen  die 
Kurve  besitzt.  Diese  hat  also  drei  Doppelpunkte  und  ist  demnach 
rational.  —  Wenn  Je  =  a,  so  zerfällt  unsere  Kurve  (4)  in  die  beiden 

#  =  0,       {2a-\-x)y2+xz=0, 

d.  h.  in  die  y- Achse  und  eine  Kissoide  des  Diokles.  Dieser  Umstand 
machte  es  ratsam,  im  allgemeinen  Falle  die  Kurve  (4)  als  Kissoide 
vierter  Ordnung  zu  bezeichnen.  In  dem  Falle  nun,  daß  diese  Kurve 
zwei  reelle  Doppelpunkte  im  Endlichen  hat,  kann  sie  auch  ohne  Be- 
ziehung auf  die  Konchale  konstruiert  werden  und  zwar  auf  eine  Weise, 
die  angegeben  zu  werden  verdient. 

„Auf  der  #-Achse  eines  kartesischen  Koordinatensystems  bezeich- 
nen wir  einen  Punkt  A  ( —  a,  0)  und  beschreiben  um  diesen  mit  dem 
Radius  Je  <  a  einen  Kreis  JT  (Taf.  VI,  Fig.  51).  Wir  ziehen  an  diesen 
die  Tangenten  OM±  und  OM2  und  beschreiben  um  den  Anfangspunkt 
0  mit  dem  Radius  0Mt=  OM2  =  }/a2  —  Je2  =  s  einen  Kreis.  Die 
Peripherie  dieses  neuen  Kreises  schneidet  die  x- Achse  in  zwei  Punkten, 
von  denen  der  eine  S±  außerhalb,  der  andere  $2  innerhalb  von  r 
liegt.  Ist  nun  CG  eine  beliebige  durch  S2  gehende  Sehne  von  T, 
so  ziehe  man  die  Geraden  GQ  und  C  Q'  senkrecht  zu  Ox  and  be- 
stimme deren  Schnittpunkte  P,  P'  mit  dem  von  S±  auf  die  Gerade 
CG'  gefällten  Lote  St  V.  Der  Ort  der  Punkte  P,  P'  ist  die  durch 
Gleichung  (4)  dargestellte  Kissoide  vierter  Ordnung." 

Sind  nämlich  x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  P,  so  bezeichnet 
—  x  die  Strecke  0  Q  und  y  die  Strecke  P  Q.     Da  nun 

ACVP^S^P-CQS,, 

so  bestehen  die  Beziehungen 

QS1_CV         Cr_GQ  Q8,  =  C£ 

QP  ~  PV>       PV~  qs,     na    ae     QP      QSt 

Dann  folgt: 

CQ  =  s—y-^(-s-x)- 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  ergibt  sich  nun 

CQ*=QA2-AQ2  =  W-(-x-  a)2  =  i?-(x  +  af 
demnach 
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°der  y2[W  -{x  +  a)2J  =  (x*  -  a2  +  Wf 

als  Gleichung  des  Ortes  von  P.     Da  sie  identisch  mit  (4),  so  ist  die 
Richtigkeit  der  Konstruktion  bewiesen. 


Dreizehntes  Kapitel. 
Die  Cassinis  che  Kurve. 

90.  Johann  Dominicus  Cassini  hat  für  astronomische 
Zwecke  eine  besondere  Kurve  erdacht,  die,  wenngleich  sie  auch  in 
keiner  Beziehung  den  Bedingungen  des  Problems,  für  welches  sie  er- 
funden wurde,  entspricht,  dennoch  von  vielen  Gelehrten  untersucht 
wurde,  die  dann  schöne  Eigenschaften  an  ihr  entdeckten.  Um  über 
den  Ursprung  der  Kurve  zu  berichten,  ist  es  am  besten,  folgenden 
Abschnitt  aus  den  Elements  d'astronomie  von  Jakob  Cassini1)  anzu- 
führen: „Depuis  l'observation  exacte  de  la  grandeur  apparente  des 
Diamètres  du  Soleil,  mon  Pere  a  trouvé  une  autre  courbe  differente 
de  l'Ellipse,  qui  sert  a  réprésenter  fort  exactement  les  mouvements 
vrais  du  Soleil,  et  ses  divers  distances  à  la  Terre.  Il  suppose,  que 
la  Terre  étant  placée  à  l'un  des  foyers  de  cette  courbe,  le  Soleil  la 
parcoure  par  son  mouvement  propre,  de  manière  que  tirant  de  son 
centre  aux  deux  foyers  de  la  courbe  deux  lignes  droites,  le  rectangle 
fait  sur  ces  deux  lignes  soit  toujours  egal  au  rectangle  fait  sur  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  distance  du  Soleil  à  la  Terre1)." 

Die  so  definierte  Kurve  heißt  die  Cassinische  Kurve  oder 
Cassinische  Ellipse,  oder  auch  Cassinisches  Oval;  andere  nennen 
sie  allgemeine  Lemniskate3)  oder  einfacher  Lemniskate4)  mit 
Hinzufügung  der  Beiwörter  gleichseitige5)  für  die  Bernoullische,  die 
wir  im  folgenden  Kapitel  behandeln  werden,  elliptische  für  die  aus 
zwei  Zügen,  hyperbolische  für  die  »aus  einem  einzigen  bestehende 
Cassinische  Linie6).    Wir  werden  dem  ersteren  dieser  Namen  den  Vor- 

1)  Paris  1749,  S.  149.  S.  auch  die  Artikel  von  D'Alembert  in  der  En- 
cyclopédie  méihodique  I  (Paris-Liège,  1784)  S.  632. 

2)  Eine  andere  Art,  die  hier  betrachtete  Kurve  mit  Fragen  aus  der  Mechanik 
des  Himmels  in  Verbindung  zu  bringen,  sieht  man  aus  der  Schrift  von  E.  Oeking- 
haus,  Die  Cassinische  Linie  in  ihrer  Beziehung  zur  Bewegung  der  Himmels- 
körper (Wochenschrift  für  Astronomie,  2.  Ser.,  XXXI). 

3)  Steiner,  Einfache  Konstruktion  der  Tangente  an  die  allgemeine  Lemnis- 
cate (Crelles  Journ.  XIV,  1835). 

4)  Vechtmann,  Diss.  inaug.  phil.  de  curvis  lemniscatae  (Göttingen,  1843). 

5)  Haton  de  la  Goupillière,  These  de  mécanique  (Paris,  1857)  S.  9. 

6)  J.  A.  Serret,  Note  sur  les  fonctions  elliptiques  de  Ie  espèce  (Liouvilles 
Journ.  VIII,  1843). 
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zug  geben,  da  alle  anderen  sich  nur  auf  eine  einzelne  der  Formen 
beziehen,  welche  die  Kurve  darbieten  kann,  wenn  wir  nicht  den  Namen 
Cassinoide  gebrauchen  wollen,  den  Montucla  vor  mehr  als  hundert 
Jahren  schon  einer  gerechtfertigten  Kritik  unterzog1),  und  der  wahr- 
scheinlich von  d'Alembert  für  den  Gebrauch  in  der  Encyclopédie  ge- 
bildet wurde. 

Nehmen  wir  als  Abszissenachse  eines  rechtwinkligen  kartesischen 
Systems  die  Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  Fx,  F2  und  als 
Anfang  den  Mittelpunkt  0  der  Strecke  FXF2,  so  sieht  man  alsbald, 
daß,  wenn  2  a  den  Abstand  FtF2  und  c2  den  Inhalt  des  gegebenen 
Rechtecks  bedeutet,  die  Gleichung  der  Kurve  ist 

yO-a)2-|-2,2  •  yix  +  af  +  tf  =  e2, 

odpr 

{x2  +  y2)2-2a2(x2-y2)  +  ai-cé  =  0.2)      .     .     .     (1) 

Die  Cassinische  Kurve  ist  demnach  von  der  vierten  Ordnung  und  sym- 
metrisch in  bezug  auf  zwei  zueinander  senkrechte  Achsen.  Sie  schneidet 
die  Gerade  FXF2  in  zwei  Punkten  A1}  A2,  die  immer  reell  sind,  mit 
der  Abszisse  +  ]/a2  +  c2,    sowie    in    zwei    weiteren    Punkten    Bv  B2 


mit  der  Abszisse  +  ]/a2  —  c2,  die  daher  nur  dann  reell  sind,  wenn 
a2  >  c2.  Die  y- Achse  dagegen  wird  immer  in  zwei  imaginären  geschnitten 
und  zwei  anderen,  die  nur  dann  reell  sind,  wenn  a2  <  c2.  Daraus  er- 
gibt sich,  daß  die  Cassinische  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  wenn 
a2  >  c2,  aus  einem  einzigen,  wenn  a2  <  c2.  Den  Fall  a2  =  c2  schließen 
wir  vorläufig  aus,  da  wir  uns  mit  diesem  im  folgenden  Kapitel  be- 
schäftigen werden.     Wir  heben  hervor,   daß  die  Kurve   zwei  Doppel- 

e2 
tangenten   hat,  nämlich  die    Geraden  +  y  =  —  ;  die  zugehörigen  Be- 


rührungspunkte  haben  die  Abszissen  x  =  ,  sind  daher  nur 

dann  reell,  wenn  c  <  a]/2;  in  dem  Grenzfalle  c  =  a~]/2  fallen  die 
beiden  Berührungspunkte  zusammen,  und  wir  haben  eine  Undulations- 
tangente.     Aus    letzterem    geht    hervor,  daß  nur,  wenn  c  >  a  ]/2   die 


1)  „  .  .  .  .  quelques  auteurs  se  sont  avisé  de  nommer  cette  ellipse  la  Cas- 
sino'ide,  voulant  par  cette  terminaison  greque  dire  en  un  mot  la  figure  ou  la 
courbe  de  M.  Cassini;  mais  ce  nom  est  tout-à-fait  inepte.  On  dit  Sphéroide, 
Conchoide,  etc.  pour  qui  ressemble  à  une  sphère,  à  une  coquille  etc.  C'est  le 
seul  sens  de  mot  greque  sldog  d'ou  ces  mots  et  leurs  semblables  sont  derivés. 
Ainsi  la  Cassinoide  ne  voudroit  pas  dire  la  courbe  de  M.  Cassini,  mais  la  figure 
ressemblant  à  M.  Cassini.  Si  l'utilité  de  cette  courbe  en  astronomie  eut 
répondu  aux  idées  de  cet  astronome,  il  eut  falbi  nommer  l'ellipse  Cassinienne, 
comme  on  dit  ellipse  Apollonienne,  et  non  Apollono'ide."  Histoìre  des  mathé- 
matiques,  nouv.  ed.,  IL  (Paris,  1799)  S.  565. 

2)  Wir  erinnern  daran,  daß  wir  diese  Gleichung  schon  benutzt  haben  (in 
Nr.  61)  um  zu  zeigen,  daß  die  Cassinische  Kurve  eine  spezielle  spirische  Linie  ist. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.    I.  14 
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Cassinische  Kurve  eine  ovalähnliche  Gestalt  hat  und  nur  dann  die 
Ellipse  zweiter  Ordnung  in  der  graphischen  Darstellung  der  Bahn- 
kurve der  Gestirne  ersetzen  könnte1). 

Um  das  Verhalten  der  Cassinischen  Kurve  im  Unendlichen  kennen 

zu  lernen,  setzen  wir  x  -\-  iy  =  y,  x  —  iy  =  —  •     Die    Gleichung   (1) 

wird  dann  g,  _  ^  ^  _  ^  _  ß4g4  =  0 ^) 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  Cassinische  Kurve  in  dem  zyklischen 
Punkte  £  =  0,  £  =  0  als  Tangenten  die  beiden  Geraden  |  +  ag  =  0 
hat;  jede  der  beiden  schneidet  die  Kurve  in  vier,  mit  dem  bezüglichen 
Berührungspunkte  zusammenfallenden  Punkten;  dasselbe  gilt  für  den 
Punkt  rj  =  0;  £  =  0.  Man  schließt  daraus:  Die  beiden  Kreispunkte 
sind  Inflexions-Doppelpunkte  für  die  Cassinische  Kurve2).  Die  ent- 
sprechenden Tangenten  haben  die  Gleichungen 

x  +  iy  +  a  =  0 ,         #  —  iy  +  a  =  0 

und  schneiden  sich  in  den  beiden  reellen  Punkten  mit  den  Koordinaten 
(^  a,  0);  es  sind  die  beiden  Punkte  Ft  und  _F2,  die  sich  somit  als 
außerordentliche  Brennpunkte  der  Kurve  ergeben.  Um  die  ge- 
wöhnlichen Brennpunkte  zu  finden,  suchen  wir  diejenigen  Tangenten 
von  (2),  welche  durch  den  Punkt  1  =  0,  £  =  0  gehen;  setzen  wir  zu  dem 
Zwecke  |  =  k£,  dividieren  die  entstehende  Gleichung  durch  £2  und  suchen 
diejenigen  Werte  auf,  die  man  dem  Je  erteilen  muß,  damit  die  resul- 
tierende   Gleichung    eine    doppelte    Wurzel  y  habe.    Wir  finden  dann 

unschwer  Je  =  +  1/ a? %,  und  daher  haben  die  vom  ersten  Kreis- 
punkte gezogenen  Tangenten  die  Gleichungen 

x  +  %y  =  =i— , 


und  ähnlich  die  vom  zweiten 


+  Va4  — e4 

%y  =  =J-i. — 


Diese  beiden  konjugiert  imaginären   Geradenpaare   schneiden   sich  in 

Koordinaten 

wenn    a2  >  c2 


zwei  reellen  Punkten,  und  zwar  sind  deren  Koordinaten 


X  = 

=  ± 

=  0, 

y«4- 

-c4 

y- 

=  0, 

a 
?/  = 

=  + 

X  = 

l/a4- 

-c4 

und 

l/a4 — n4 

wenn     er  <  c. 


1)  Unter   dieser    Annahme    findet    die    Kurve  Anwendungen    auch    in   der 
Architektur;  m.  s.  Frézier,   Traité  de  stéréotomie  II  (Straßburg,  1738)  S.  99. 

2)  Cayley,   Note  on  the  cassinian  (Mess.  of  Math.  IV,  1875;  The  collected 
Papers,  IX,  S.  264). 
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Sie  liegen  daher  auf  der  Verbindungslinie  der  außerordentlichen  Brenn- 
punkte, wenn  die  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  dagegen  auf  der 
Mittelsenkrechten  dieser  Linie,  wenn  sie  aus  einem  einzigen  Zuge 
besteht. 

91.  Wenn  die  Cassinische  Kurve  aus  zwei  geschlossenen  Zügen 
besteht,  kann  man,  ohne  imaginäre  Größen  einzuführen,  die  Gleichung  (1) 
in  folgender  Form  schreiben: 


V(x -  ]/q4-c*)2  +  y*  ■  V(x  +  f/a4-c*)2  +  3/ä    _ -j  /a*  +  ya 


Yi. 


y^+^-fazz*)* .  y^+k+fazz??   v  a*-ya*-c* 

und  diese  drückt  folgenden  Satz  von  Wan gerin  aus:  „Wenn  man  auf 
den  Achsen  einer  aus  zwei  geschlossenen  Zügen  bestehenden  Cassinischen 
Kurve,  bei  welcher  der  Abstand  der  außerordentlichen  Brennpunkte 
=  2  a  und  das  konstante  Produkt  der  Abstände  dieser  beiden  Punkte 
von  der  Kurve  =  c2,  die  Strecken  OXv  OX2,  OYv  0Y2  gleich  V«4  —  c4 
abträgt,  so  kann  die  Kurve  selbst  als  Ort  solcher  Punkte  M  definiert 

werden,  für  welche    ,* — ^y-  =  Const1)." 

In  höchst  einfacher  Weise  kann  unsere  hier  betrachtete  Kurve 
in  einem  bipolaren  Koordinatensystem  dargestellt  werden,  wenn  Fx 
und  F2  die  beiden  Pole  sind,  nämlich  durch  die  Gleichung 

Qx  •  Q*  =  c*- 
Sie  kann  jedoch  auch  leicht  dargestellt  werden  durch  eine  Gleichung 
zwischen    dem   Winkel  FtMF2  =  &    und    dem   Radiusvektor  q,    der 
vom  Mittelpunkte  0  der  Strecke  FXF2  aus  zu  dem  variabeln  Punkte 
M  der  Kurve  geht.     Es  ist  nämlich 


FtF2   =  MF,.'  +  MF2*  -  2MFX  ■  MF2  ■  cos  ©, 

MFX  •  MF2  =  c2,       MF*  +  MF2  =  2a2  +  2 q2 , 

woraus  sich  ergibt            9         0   .     9           „  ,Q\ 

8  q"  =  az  +  c  •  cos  & , (o) 

welche  Gleichung   der   Cassinischen  Kurve   sich  in  einigen  Fällen  als 
nützlich  erweist2). 

Die  Definition  der  Cassinischen  Kurve,  von  der  wir  ausgingen, 
eignet  sich  schlecht  für  die  Zeichnung  der  Kurve,  die  punktweise 
Konstruktion  ist  jedoch  in  ziemlich  bequemer  Weise  ausführbar,  wenn 
man  sich  des  folgenden,  bis  jetzt  nicht  bemerkten  Satzes  bedient: 
„Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  r  (Taf.  VI, 


1)  Über  eine  Eigenschaft  der  Lemniscate  (Arch.  Math.  Phys.  LV,  1873).  Dieser 
ist  ein  Spezialfall  eines  allgemeinen  Satzes  von  Gr.  Darboux;  siehe  Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  surfaces  algébriques  (Paris,  1873),  Art.  28  u.  32. 

2)  Oekinghaus,  Die  Lemniskate  (Arch. Math. Phys.  II  Ser.VHu.VHI,  1889). 

14* 
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Fig.  52,  a,  &,  c),  einer  seiner  Durchmesser  FtF2  und  zwei  Punkte 
Äjj,  A2  auf  seiner  Verlängerung  in  gleichem  Abstände  von  0.  Man 
ziehe  durch  A1  (oder  A2)  eine  beliebige  Gerade,  die  den  gegebenen 
Kreis  in  M  und  N  schneidet.  Die  beiden  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten Fx  und  F2  und  den  Radien  A1  M  und  A1 N  (oder  bzw.  A2  M 
und  A2N)  schneiden  sich  in  zwei  Punkten  P,  deren  Ort  eine  Cassi- 
nische  Kurve  ist." 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  0  als  Anfang,  FXF2  als  #-Achse; 
ist  d  der  Abstand  von  At  und  A2  von  0  und  co  der  Winkel  der  be- 
liebigen Geraden  mit  der  a?-Achse7  so  ist  offenbar 

1     |  =  d- cos  03  +  ]/r2  —  d2  sin2  o  ; 

daher  werden  die  Gleichungen  der  beiden  variabelen  Kreise,  von  denen 
im  obigen  Satze  die  Rede  war,  sein  bzw. 


x2  +  y2  —  2rx  =  d2(cos2  co  —  sin2  co)  —  2d  cos  co  ~]/r2  —  d2  sin2  co , 

^2  +  y2  +  2rx  =  d2(eos2  G3  —  sin2  co)  -j-  2d  cos  co  "J/V2  —  d2  sin2  co  . 

Eliminieren   wir  co,    so  erhalten   wir    den    Ort    der    Punkte  P.     Nun 
sind  diese  beiden  Gleichungen  äquivalent  mit  den  folgenden 


x2  -\-  y2  =  ^2(cos2  co  —  sin2  co) ,  rx  =  d-cos  co  ]/r2  —  d2  sin2  co 

die  erste  liefert 

cos2  co  =  — ^-e-r»-1 — ,      sin''  co  — 


2d2  7  2d2  ' 

daher  wird  die  zweite 

(x*  +  y2y  =  2r2(x2-y2)  +  d2(2r2-d2).       ...     (4) 

Diese  Gleichung,  indem  sie  die  Gestalt  von  (1)  hat,  beweist  den  obigen 
Satz.  Da  sie  sich  nicht  ändert,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  d 
wechselt,  so  erhält  man  dieselbe  Cassinische  Kurve,  wenn  man  statt 
des  Punktes  Ax  den  Punkt  A2  benutzt.  Gleichung  (4)  wird  völlig 
identisch  mit  (1),   wenn  mau  r  =  a,  d  =  ]/a2  -f  c2  setzt. 

Demnach  (zufolge  des  oben  Bewiesenen)  hat  der  feste  Kreis 
zum  Durchmesser  die  Verbindungslinie  der  beiden  außerordentlichen 
Brennpunkte,  und  die  beiden  festen  Punkte  sind  die  beiden  stets 
reellen  Punkte,  welche  die  Kurve  auf  dieser  Verbindungslinie  hat; 
sie  besteht  aus  einem  oder  zwei  Zügen,  je  nachdem  d  ^  r]/2. 

92.  Für  die  Konstruktion  der  Tangenten  und  Normalen  der 
Cassinischen  Kurve  sind  verschiedene  Methoden  angegeben  worden. 
Unter  denjenigen,  welche  die  Normale  liefern,  scheint  diejenige  den 
Vorzug  zu  verdienen,  zu  der  uns  die  geometrische  Rechnung  führt1); 


1)  G.  Peano,  Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (Turin,  1887) 
S.  142. 
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sie  lautet  folgendermaßen:  Um  in  einem  Punkte  M  der  Kurve,  deren 
Brennpunkte  Fi  und  F2  sind,  die  Normale  zu  konstruieren  (s.  Taf.  VII, 
Fig.  53),  trage  man  auf  dem  Vektor  MF2  das  Stück  MG2  =  MFt 
und  auf  MFl  das  Stück  MGX  =  MF2  ab.  Wenn  nun  N  die  vierte 
Ecke  des  Parallelogramms  ist,  das  MGt  und  MG2  als  anstoßende 
Seiten  hat,  so  ist  M N  die  Normale  in  M  zur  Kurve. 

Als  Folgesatz  ergibt  sich  daraus  eine  von  Steiner1)  ohne  Beweis 
angegebene  Konstruktion  der  Tangente.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit 
qx  und  q2  die  beiden  Vektoren  F1 M  und  F2M  und  die  Winkel  NMF1 
und  NMF2   mit  cpt  und  <p2,  so  ist  ersichtlich 

Pi     =     g2    . 
sin  qpx         sin  qp2 

Wir  ziehen  nun  die  Senkrechten  in  Fv  F2,  M  bzw.  zu  M Fv  MF2, 
MN  und  nennen  T1}  T2  die  Schnitte  der  dritten  (welche  die  Tangente 
ist)  mit  den  beiden  ersteren.  Dann  erhalten  wir  aus  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  MFXTX  und  MF2T2 

MTX  =  -J±-,     MT2  =  ^-, 

1        sin  qpj  7  i        sin  qp2  7 

und  demnach  wegen  der  vorigen  Gleichung  M Tx  =  MT2.  Wir  schließen 
daraus  mit  Steiner:  Wenn  man  in  Fx  und  F2  zu  den  beiden 
Vektoren  MFX  und  MF2  die  Senkrechten  errichtet  und  dann 
durch  M  diejenige  Gerade  zieht,  welche,  von  diesen  be- 
grenzt, in  M  halbiert  wird,  so  wird  letztere  die  Tangente  in 
M  an  die  Cassinische  Kurve  sein,  deren  Brennpunkte  Fx  und 
JB2  sind. 

Eine  leichte  Rechnung  liefert  folgenden  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius B  in  einem  Punkte  (p)  der  Kurve a) 

_2eV_ 
ai  —  c4+3p4> 

und  da  nach  Einführung  von  Polarkoordinaten  die  Gleichung  (1)  sich 

schreiben  läßt 

p4-2a2p2  cos  2co  +  a*-c4==0, (5) 

so  hat  man  auch  P2n 

ß-TT-V— T- (6) 

q"-\-  ar  ■  cos  2w  v  y 

Es  ergibt  sich  daraus,  daß  die  Wendepunkte  der  Cassinischen 
Kurve  bestimmt  werden  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kurve 
q2  -f-  a2  ■  cos  2  co  =  0,  welche  eine  Bernoullische  Lemniskate  ist  (siehe 
Nr.  93),  und  da  diese  unabhängig  von  der  Konstanten  c,  so  haben 


1)  S.  die  vorhin  zitierte  Abh.  Einfache  Konstruktion  der  Tangente   an  die 
allg.  Lemniskate. 

2)  Vgl.  z.  B.  Schio  mi  ich,   Übungsbuch  zum  Studium  der  höh.  Analysis  I. 
(3.  Aufl.  Leipzig,  1878)  S.  96. 
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alle  Cassinischen  Kurven,  welche  dieselben  außerordent- 
lichen Brennpunkte  gemeinsam  haben,  ihre  Wendepunkte  auf 
einer  mit  diesen  konfokalen  Lemniskate.  —  Wir  wollen  noch 
erwähnen,  daß  die  erste  Polare  des  Anfangspunktes  in  bezug  auf  die 
Kurve  (1)  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  Hyperbel  mit 
der  Gleichung  a2  (x2  —  y2)  =  a4  —  c4  ;  da  man  nun  durch  Elimination 
von  c  aus  dieser  Gleichung  und  Gl.  (1)  findet  q2  —  a2-cos2co  =  0,  so 
ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  für  die  Tangenten  an 
alle  Cassinischen  Kurven  mit  denselben  außerordentlichen 
Brennpunkten,  gezogen  von  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
aus,  ebenfalls  eine  Bernoullische  Lemniskate. 

Bezüglich  der  Quadratur  und  Rektifikation  der  Cassinischen  Kurve 
wollen  wir  folgende  Resultate  anführen: 

1)  Die  Berechnung  der  Fläche  der  Cassinischen  Kurve  hängt  von 
elliptischen  Integralen  ab;  die  von  der  ganzen  Kurve  umschlossene 
Fläche  wird  durch  Integrale  erster  Gattung  ausgedrückt,  wenn 
die  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  durch  Integrale  der  zweiten 
Gattung,  wenn  sie  aus  einem  einzigen  besteht1). 

2)  Jeder  Bogen  einer  Cassinischen  Linie  kann  durch  die  Summe 
zweier  elliptischer  Integrale  mit  komplementären  Moduln  aus- 
gedrückt werden1);  die  natürliche  Gleichung  der  Cassinischen 
Kurve  enthält  daher  elliptische  Integrale2)  und  erweist  sich  in- 
folge dessen  als  von  geringerer  praktischer  Wichtigkeit. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten. 

93.  Wir  haben  uns  noch  mit  einem  bemerkenswerten  Spezial- 
fälle der  Cassinischen  Kurven  zu  beschäftigen,  der  entsteht,  wenn  man 
in  den  vorigen  Entwickelungen  c  =  a  setzt.  Alsdann  wird  die  Glei- 
chung (1)  aus  Nr.  90 

(x2  +  fy-2a2(x2-y2)  =  0*) (1) 

1)  J.  A.  Serret,  Note  sur  les  fonctions  elliptiques  de  1.  espèce  (Liouvilles 
Journ.  VIII,  1843).  Vgl.  Serret-Harnack-Scheffers  II  (Leipzig,  1907)  S.  305 
bis  310. 

2)  Cesàro-Kowalewski,  Natürliche  Geometrie,  S.  50ff. 

3)  Durch  eine  leichte  Koordinatenverwandlung  bekommt  diese  Gleichung 
die  folgende  Form  (ajl  +  y2)2=  ^„^ 

welche  auf  die  Betrachtung  der  Gleichung  führt 

(x2  -\-  y*  -f-  2xy  cos  a)s  =  ia2xy, 

die  eine  sogenannte  schiefe  Lemniskate  darstellt  (G.  de  Longchamps,  Cours  de 
problemes  usw.,  II,  S.  374). 
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Sie  findet  sich  zum  erstenmal  in  einem  berühmten  Aufsatze,  der  in 
den  Acta  eruditorum  vom  September  1694  steht,  unter  dem  Titel 
Jacobi  JBernoulli  Constructio  curvae  accessus  et  recessus  aequabilis,  ope 
rectificationis  curvae  cujusdam  àlgébraicae,  addenda  nuperae  solutionis 
mensis  Junii.  Daselbst  erscheint  die  entsprechende  Kurve  als  analy- 
tisches Hilfsmittel  und  wird  bezeichnet  als  „curva  quatuor  dimensio- 
num  quae  hac  aequatione  exprimitur  xx  +  yy  =  a}/xx  —  yy,  quae- 
que  circum  axe  JBG  [ßd]  constituta  formam  refert  jacentis  notae 
octonarii  oo,  seu  complicitae  in  nodum  fasciae,  sive  lemnisci1),  d'un 
noeud  de  ruban  Gallis2)."  Von  dieser  Ähnlichkeit  der  Gestalt  spricht 
auch  Johann  Bernoulli  in  dem  Briefe  an  Varignon,  der  sich  im 
Journal  des  Savants  vom  2.  Dez.  1697  findet,-  wo  die  Rede  ist  von 
der  „courbe,  que  mon  frère  comparait  autrefois  à  un  noeud  de  ru- 
ban"3), jedoch  war  sie  noch  nicht  mit  dem  Namen  Lemni skate  be- 
zeichnet, der  bestimmt  war,  für  immer  in  dem  Wörterbuche  der 
Mathematiker  festen  Fuß  zu  fassen  infolge  des  oben  angeführten 
Artikels  des  älteren  Bernoulli.  —  Die  Lemniskate  hat  ständig  die 
Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  sich  gezogen,  nicht  wegen  der 
Anwendungen,  denen  sie  ihre  Entstehung  verdankt,  sondern  wegen 
der  wichtigen  Untersuchungen,  die  der  Graf  Fagnano  an  ihr  anstellte4); 
er  beschäftigte  sich  mit  der  Rektifikation  derselben  und  gelangte  zu 
Schlüssen,  die  in  geeigneter  Weise  entwickelt  und  verallgemeinert  den 
Kern  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bilden;  wir  erinnern 
nur  daran,  daß  er  bewies,  daß  jeder  Lemniskatenbogen  geometrisch 
in  n  gleiche  Teile  geteilt  werden  kann,  wenn  n  eine  der  Formen 
2-2™,  3-2m,  5-2"*  hat. 

Die  Geometer  der  Epoche  Fagnanos  scheinen  die  Lemniskate  mehr 
als  Ausgangspunkt  analytischer  Untersuchungen  betrachtet  zu  haben, 
als  um  geometrische  Eigenschaften  an  ihr  zu  entdecken;  zu  dieser  An- 
sicht führt  uns  die  sonderbare  Tatsache,  daß  lange  Zeit  hindurch 
der  Umstand  unbekannt  blieb,  daß  die  Bernoullische  Lemnis- 
kate ein  Spezialfall  der  Cassinischen  Kurve  ist.  Um  diese  über- 
raschende Unkenntnis  zu  beweisen,  mögen  folgende  Worte  genügen, 
mit  denen  der  Artikel  über  die  Lemniskate,  den  D'Alembert  für  die 
Encyclopédie  méfhodique  schrieb,  abschließt:  „II  peut  y  avoir  plusieurs 
autres   courbes   en   8    de    chiffre.     Voyez,   par   exemple,  Ellipse   de 


1)  Von  XriiLvienog,  Schleife  in  Form  einer  8. 

2)  S.  Jac.  Bernoulli  opera  I.  (Genevae,  1744)  S.  609;  vgl.  ebenfalls  611. 

3)  Joh.  Bernoulli  opera  I.  S.  213. 

4)  Produzioni  matematiche  IL  (Pesaro,  1750)  S.  356  ff.,  413  und  415.  Vgl. 
auch  D.  Bierens  de  Haan,  Dissertatio  mathem.  inaug.  de  Lemniscata  Ber- 
noulliana  (Amsterdam,  1847)  §  5;  Enneper,  Elliptische  Functionen  (2.  Aufl., 
Halle,  1890)  S.  531  ff.;  Bellacchi,  Introduzione  storica  alla  teoria  delle  funzioni 
ellittiche  (Firenze,  1894)  S.  12  ff. 
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Cassini:  mais  celle  dont  nous  venons  de  parler  est  la  plus  simple1)." 
Die  Identität  der  beiden  Kurven  wurde  im  Jahre  1806  öffentlich  be- 
wiesen von  Gr.  Saladini2);  es  scheint  jedoch,  daß  sie  schon  24  Jahre 
früher  von  Pietro  Ferroni  bemerkt  worden  ist3),  in  dem  nunmehr 
vergessenen  Werke  Magnitudo  exponentialium  etc.  (1782),  dem  es 
jedenfalls  nicht  zu  danken  ist,  daß  diese  Tatsache  heute  allgemein 
bekannt  ist. 

94.  Die  Gleichung  (1)  zeigt,  daß  der  Anfang  ein  Doppelpunkt 
der  Kurve  ist,  dessen  Tangenten  die  Halbierungslinien  der  Achsenwinkel 
sind;  diese  sind  auch  Infi exionstan gen ten;  erinnern  wir  uns  dessen, 
was  wir  für  die  Cassinischen  Linien  im  allgemeinen  und  über  ihr  Ver- 
halten im  Unendlichen  nachgewiesen  haben  (Nr.  90),  so  können  wir 
die  Behauptung  aufstellen:  Die  Bernoullisclie  Lemniskate  ist  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Infiexionsknoten,  zwei  derselben 
liegen  in  den  zyklischen  Punkten  der  Ebene.  Vermittels  derselben 
Gleichung  wird  auch  leicht  bewiesen:  Die  Lemniskate  ist  die  Fuß- 
punktkurve einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  bezug  auf  das  Zentrum 
(vgl.  Nr.  95);  und  ferner  ist  sie  diejenige  Kurve,  die  man  erhält, 
wenn  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  einer  Inversion  unterzieht, 
deren  Pol  in  das  Zentrum  derselben  fällt.  —  Eine  Gleichung  von 
der  Form  (1)  erhält  man  ebenfalls,  wenn  man  z  aus  folgenden  beiden 
Gleichungen  eliminiert: 

x2 -\-  y2  =  p2  —  2pz\       y2-\-z2=r2. 

Demnach  ist  die  Bernoullisclie  Lemniskate  die  Orthogonalprojektion 
der  Schnittlinie  eines  Zylinders  und  eines  geeignet  gelegenen  Rotations- 
paraboloides4).  Andere  Arten,  die  Lemniskate  zu  erzeugen  oder  zu 
beschreiben  ergeben  sich,  wenn  man  beachtet,  daß  sie  sowohl  ein 
Spezialfall  der  Cassinischen  Kurve  (s.  Taf.  VII,  Fig.  52  b)  als  auch 
der  Boothschen  Lemniskate  (s.  Nr.  65,  besonders  die  Maclaurinsche 
Konstruktion,  Taf.  III,  Fig.  21b),  der  Watt  sehen  Kurve  (Nr.  107),  und 
der  Lissajousschen  Kurven  ist,  und  daß  man  daher  auf  sie  alle  Er- 
zeugungsmethoden jener  Kurven  anwenden  kann5). 


1)  Encyclopédie  méthodique  IL.  (Paris-Liège,  1785)  S.  266. 

2)  S.  die  Abhandlung  Della  discesa  de  gravi  per  la  lemniscata  e  della  dimo- 
strazione che  questa  curva  è  una  della  famiglia  dell'  elissi  Cassiniane  (Mem.  Ist. 
Ital.  I,  II.  Teil,  Bologna  1806). 

3)  S.  P.  Ferroni,  Prodromo  d'osservazioni  sopra  il  trattato  di  calcolo  inte- 
grale pubblicato  ì.i  Parigi  dal  sig.  Marchese  de  Condorcet  (Mem.  Società  ital. 
delle  Scienze  V,  1790). 

4)  G.  Stiner,  Die  Bernoullisclie  Lemniscate,  dargestellt  als  Orthogonal- 
projection  von  Maumkurven  (Progr.  Frauenfeld,  1897). 

5)  M.  s.  ferner  H.  de  Vries,  über  eine  einfache  Erzeugungsweise  der  ge- 
wöhnlichen Lemniskate  (Nieuw  Archief  Wisk.,  2.  Ser.,  V,  1903). 
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Durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  q,  co,  wird  Gleichung  (1)  zu 

Q2=2a2cos2co (2) 

Davon   wollen   wir   sogleich   eine   Anwendung   machen.     Nennen  wir 
den  Winkel  der  Normalen  im  Punkte   (x,  y)   zur  Kurve  (1)   mit  der 

#-Achse  v,  so  haben  wir 

,  dx a2  -\-  (x2  -f-  y2)  x 

°     ~         dy  a2  —  (x2  -\-  y2)  y  ' 

oder  auch  wegen  (2) 


sin  co  (1  -f-  2  cos  2  co)  3  sin  co  — -4  sin3  co         sin  3  co        ,     „ 

ö      ~  cos  co  (1  —  2  cos  2  co)        4cos3w — 3  cos  co        cos  3  co         ° 


CO 


woraus  sich  ergibt:  0  .„. 

v  =  ó  co , (6) 

eine  sehr  bemerkenswerte  Beziehung,  die  von  V echtmann1)  ent- 
deckt ist,  und  die  nicht  nur  eine  leichte  Konstruktionsmethode  für 
die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Lemniskate  liefert  (und 
daher  auch  für  die  Tangente),  sondern  auch  beweist,  daß  das  Problem 
der  Dreiteilung  des  Winkels  der  Hauptsache  nach  identisch  mit  dem 
ist,  an  eine  Lemniskate  eine  Normale  bzw.  Tangente  von  gegebener 
Richtung  zu  ziehen.  So  z.  B.  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Normale 
parallel  zu  der  Halbierungslinie  des  Winkels  der  positiven  Achsen  ist, 

7t  9  7t  12  7t 

diejenigen,   für  welche   cu   die  Werte   hat  —,  -j~-,  -^- ,  so  sind  die 

Punkte,   für  welche  co  =  +  —  die  Kulminationspunkte  usw. 

Dieselbe  Gleichung  (2)  kann  auch  zum  Beweise  eines  Satzes  von 
J.  Steiner  dienen2):  Zeichnen  wir  zu  dem  Zwecke  (s.  die  Fig.  54  auf 
Taf.  VII)  außer  den  Brennpunkten  (vgl.  S.  210)  F1}  F2  und  den 
Endpunkten  A1}  A2  der  Lemniskatenachse  noch  die  zu  F1}  F2  konjugiert 
harmonischen  Punkte  in  bezug  auf  das  Punktpaar  A1}  A2  nämlich 
F[F'^     Da  nun 

OF1==OF2  =  a,         OA±=  OA2  =  aY2, 


ofx-  of;=  oax%   of2-  of2  =  oa2, 

so  ist  OF'x=  OF2=2a.  Man  ziehe  nun  durch  0  einen  beliebigen 
Strahl  r,  der  mit  der  Achse  den  Winkel  co  bildet,  und  die  Kurve  in 
M1  und  M2  schneidet,  projiziere  auf  diesen  die  Punkte  F'l:  F2  in  Hx 
und  H2,  bestimme  ebenfalls  die  Schnitte  von  r  mit  dem  Kreise,  dessen 
Durchmesser  F[  F2  ist-,  dann  hat  man 

Ht  M,  ■  Hx  M2  =  ~ÖH12  -  ~ÖM*  =  (2  a  cos  tu)2  -  q2 
==  4a2  cos2  cu  —  2a2  cos  2co  =  2a2. 


1)  Diss.  inaug.  phü.  de  curvis  lemniscatae  (Göttingen,  1843). 

2)  Aufgaben  und  Lehrsätze  (Crelles  Journ.  XIV,  1835). 
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Demnach  ist  das  Rechteck  Hi  Mi  •  Hi  Ma  konstant,  nnd  zwar,  wie 
wir  sogleich  dartun  werden,  gleich  der  Gesamtfläche  der  Knrve. 

Bezeichnen  wir  mit  Aw  die  vom  Radiusvektor  beschriebene  Fläche 
der  Kurve,  wenn  der  Polar winkel  von  0  bis  co  geht,  so  haben  wir 
wegen  Gleichung  (2) 

W  CO 

Alo  =  y  i  Q^^co  =  a2J  cos  2ra  •  dco  =  y  sin 2 co; 
o 
im  speziellen  ist 


o 

a5 


4 

da  nun  die  ganze  Fläche  =  4  An_,    so   ergibt   sich,    daß    sie   gleich 

4 

2a2  ist,  wie  schon  oben  angegeben  wurde  und  wie  Fagnano  zuerst 
bewiesen  hat1). 

Den  für  Aco  gefundenen  Ausdruck  kann  man  auch  schreiben 

Ato=ASLsm2o) (4) 

2 

Diese    Beziehung    führt    zur   Lösung    folgender   Aufgabe:    „Auf   der 

Lemniskate  einen  Radiusvektor  zu  finden,  der  den  ersten  Quadranten 

X 
in   zwei  Flächenstücke  teilt,   die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  — 

stehen2)."     Indem  dann  nämlich 

-o-(t)  X 

■A.  ri  —  -o-w  fi 

T 
so  hat  man  wegen  (4) 

sin  2  co  X  iiT  •     et  ^ 

und  daher     sm  2  co  = 


1  —  sin  2  co  fi  '  X  -f-  fi ' 

wodurch  dann  co  bestimmt  ist.     Wenn  z.  B.  X  =  [i,  so  ist 

sin  2  ra  =  —,      daher      co  =  —  ; 

der  Radiusvektor  hat  daher  als  Endpunkt  einen  solchen  (s.  oben), 
daß  die  entsprechende  Tangente  der  zweiten  Halbierungslinie  des 
Achsenwinkels  parallel  läuft. 

1)  Produzioni  matematiche  TL  (Pesaro,  1750)  S.  343  u.  344.  —  Dieses  Re- 
sultat, das  man  heute  mit  solcher  Leichtigkeit  erhält,  daß  es  von  geringer 
Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  war  von  großer  Bedeutung,  als  es  zuerst  erhalten 
wurde,  da  es  zum  Nachweise  diente,  daß  die  Ansicht  Tschirnhausens  eine  irrige 
war  (Acta  erudii  1691,  S.  437  u.  1695,  S.  490),  daß  es  unmöglich  sei,  die  Qua- 
dratur einer  Kurve,  die  aus  mehreren  Blättern  bestehe,  zu  erhalten;  Fagnano 
war  so  durchdrungen  von  dem  Werte  seiner  Erfindung,  daß  er  auf  das  Titel- 
blatt seines  großen  Werkes   die  Figur  der  Lemniskate  setzte  mit  der  Inschrift: 

Multifariam  divisa  atque  dimensa. 
Deo  veritatis  gloria. 

2)  Bierens  de  Haan,  die  S.  215  angeführte  Dissertatio. 
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Aus  der  Gleichung  (2)  findet  man  ferner 

tfS  =  -|^M    .......    (5) 

Außerdem    liefert    Gleichung    (6)    von   Nr.  89    folgenden    Wert    des 
Krümmungsradius:  8 

*-■£• («) 

woraus  sich  die  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  leicht  er- 
gibt2).    Eliminieren  wir  q  aus  (5)  und  (6)  und  setzen  zur  Abkürzung 

o   a  =  cc,  so  folgt  r       dB 

s  =  3   /  — ,  n\ 

©'-* 

als  natürliche  Gleichung  der  Lemniskate3). 

95.  Da  die  Lemniskate  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei 
Knotenpunkten  ist,  so  ist  sie  eine  rationale  Kurve,  und  man  kann 
daher  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  ausdrücken.  In  der  Tat  läßt  sich  die  Gleichung  (1)  durch 
folgende  beiden  ersetzen: 

x-aY2\±£,        2/  =  a]/2^£'4)    ■■•(») 

Aus  dieser  Darstellung  ergibt  sich  vor  allem  Folgendes5):  Wenn  man 


1)  Die  Gl.  (5)  beweist,  daß  man  die  Rektifikation  der  Lemniskate  durch 
spezielle  elliptische  Integrale  ausführen  kann.  Schöne  Folgerungen  hieraus  ent- 
hält der  Aufsatz  von  Ch.  Sturm,  Demonstration  de  deux  theorèmes  de  geometrie 
(Ann.  de  Mathém.,  XIII,  1822—23).  Die  Gl.  (5)  wurde  1903  von  P.  Kokott 
benutzt  um  die  folgende  Aufgabe  zu  lösen:  „Auf  welcher  Kurve  muß  sich  eine 
Lemniskate  wälzen,  damit  sich  ihr  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  weiterschiebe, 
welche  in  der  Anfangsstellung  senkrecht  zur  Hauptachse  steht?"  (Arch.  Math. 
Phys.,  3.  Ser.,  VI,  S.  341).  Die  gesuchte  Kurve  hat  die  folgende  kartesische 
Gleichung  y 

y*dy 


-J\ 


0 

Vgl.  auch  P.  Kokott,  Das  Abrollen  von  Kurven  bei  geradliniger  Bewegung  eines 
Punktes  (Das.,  XI,  1906)  und  einen  Aufsatz  gleichen  Titels  von  H.  Wieleitner 
(Ebenda). 

2)  Die  Gleichung  der  Evolute  der  Lemniskate  wurde  von  Bierens  de  Haan 
(a.  a.  0.  S.  30)  berechnet. 

3)  Cesàro-Kowalewski,  Natürliche  Geometrie  S.  51. 

4)  Zuerst  von   J.  A.  Serret  angegeben   (Liouvilles  Journ.  X,  1845,  S.  258). 

5)  Weitere  Folgerungen,  außer  den  im  Texte  gegebenen,  siehe  in  der  schönen 
Abhandlung  von  Em.  Weyr,  Die  Lemniskate  in  rationaler  Behandlung  (Prager 
Abh.  VI,  1874),  und  in  einer  neueren  (böhmisch  geschriebenen)  Arbeit  von  K. 
Zahradnik,  Beiträge  zur  Theorie  der  Lemniskate  (Càsopis  XXVIH,  1899). 
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X  in  y  verwandelt,  so  bleibt  der  Wert  von  x  unverändert;    der  von 

y  wechselt  nur  sein  Vorzeichen;  daher  gehören  diese  Werte  des  Para- 
meters zwei  Punkten  der  Kurve  an,  die  symmetrisch  in  bezug  auf  Ox 
liegen.  Hingegen  entsprechen  zweien  Kurvenpunkten,  die  symmetrisch 
in  bezug  auf  das  Zentrum  liegen,  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte 
Werte  von  X.  Gehören  diese  einem  Diameter  an,  der  mit  der  Achse 
den  Winkel  d  bildet,  so  genügen  diese  der  Gleichung 

oder  auch  H      ,    * 

»•-i¥$ (9) 

Aus  (8)  ergibt  sich  folgende  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  (a),  (/3): 

(1  +  aß)  [(«  +  ßf  -  (1  +  a2f)]  x  +  (l-  aß)  [(a  +  ßf 

+  (1 +  «"/**)] y-2j/2.aa/S(a  +  jS)  =  0;    .     .     .     (10) 

im  besonderen  ist 

(l+A2)(422-l-24)a;  +  (l-^)(4X2-H-f-24)^-4]/2-a23=0    (11) 

die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Lemniskate  im  Punkte  (X).  Da  (11) 
vom  6ten  Grade  in  X  ist,  so  ergibt  sich  —  übereinstimmend  mit  dem 
was  die  Plückerschen  Formeln  angeben  — :  Die  Lemniskate  ist  von 
der  sechsten  Klasse.  Die  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallelen 
Tangenten  haben  Berührungspunkte,  die  sich  aus  der  Lösung  folgen- 
der Gleichung  ergeben 

(i  +  a»)(4*g  — l  —  %*)  _  n 
(i  —  ^(éx'+i  +  r)-  vousv- 

Diese  kann  man  nun  infolge  der  Gleichung  (9)  schreiben 
1  —  3  to2  8 


3  te  8  —  tffs  8 


=  Const.,     d.  h.     tg3d  =  Const.) 


bezeichnet  man  nun  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  dQ,  so  sind 

die  beiden   anderen  ^o  +  ir?  «^o  H — 5~?  daraus  folgt:     Die   Lemniskate 

hat  sechs  Tangenten  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung;  die  Be- 
rührungspunkte derselben  liegen  auf  drei  Diametern,  die  miteinander 

einen  Winkel  J  bilden. 

Wiederum  aus  (8)  folgt  als  Kollinearitätsbedingung  für  drei  Punkte 

W,  (U  w 

V.  +  j^  +  Vi+j^  +  l^  +  ^-O,.    •    •    (12) 
und  als  Bedingung  der  Konzyklität  für  die  Punkte  (Xj),  (A2),  (A3),  (A4) 

WV*4  =  l (13) 


Vierzehntes  Kapitel:  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten.     221 

Machen  wir  in  (12)  XX=X,  A2=A3=|7  so  wird  diese 

;i  +  2|  +  A|2(|2+2^)  =  0 (12') 

Ist  (X)  gegeben,  so  dient  diese  zur  Bestimmung  der  Berührungspunkte 
der  von  diesem  Punkte  an  die  Lemniskate  gezogenen  Tangenten;  wenn 
|1?  £2;  Ì3?  £4  ^e  Parameter  der  Berührungspunkte  sind,  so  wird  man 
haben 

fei  +  £2  +  £3  H~  ^4  =  ^  ^  >        ^1  ?2  +  fe2  §3  +  fe3  fe4  +  fe4fel  +  ^2  ^4  +  fe3  5i  =  0  ? 

2 
?2  »3  fe4  "T"  fei  fe3  »4  "T"  fei  §2  §4  "T"  fei  fe2  §3  =    X  1       »1  b2  &3  §4  =  1 5 

demnach,  durch  Elimination  von  |4 

fei  ~H  fe2  "f"  fe3  "f"  fei  fe2  fe3  (§2  fe3  T  63  *2  "f"  fei  fes)  =  ^  • 

Diese  zeigt,  mit  Hilfe  der  Gleichung  (12),  daß  die  drei  Punkte  (2-J, 
(g2),  (|3)  in  gerader  Linie  liegen;  dasselbe  kann  man  wiederholen  für 
die  Punkte  (%±),  (|2),  (|4)  und  kann  also  schließen:  Die  Berührungs- 
punkte der  vier  an  eine  Lemniskate  von  einem  beliebigen  ihrer  eigenen 
Punkte  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer  geraden  Linie.  Da  die 
quadratische  Invariante  der  linken  Seite  der  Gleichung  (12')  als 
biquadratische  Form  in  |  betrachtet  gleich  Null  ist,  so  bilden  jene 
vier  Tangenten  (also  auch  ihre  Berührungspunkte)  eine  äquianharmo- 
nische  Gruppe.  Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  jene  vier  Berüh- 
rungspunkte enthält,  lautet  (wenn  (X)  der  beliebig  auf  der  Kurve 
gewählte  Punkt  ist): 

(1  +  X2)x-\-(l-X2)y  +  a}/2X  =  0.      .     .     .     (14) 

Die  so  dargestellte  Gerade  ist  in  bezug  auf  das  Zentrum  der  Kurve 
symmetrisch  zu  der  anderen 

(1  +  X2) x  +  (1  -  X2) y  -  a]/2 X  =  0- 

nun  halbiert  diese  unter  rechtem  Winkel  die  Verbindungslinie  des 
Punktes  (X)  mit  dem  Kurvenzentrum;  demnach:  Um  die  Tangenten 
an  die  Lemniskate  von  einem  ihrer  Punkte  zu  konstruieren,  verbinde 
man  diesen  Punkt  mit  dem  Zentrum,  errichte  auf  dieser  Strecke  die 
Mittelsenkrechte,  die  zu  dieser  in  bezog  auf  den  Mittelpunkt  sym- 
metrische Gerade  schneidet  die  Kurve  in  den  Berührungspunkten  der 
gesuchten  Tangenten. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  daß  alle  Geraden,  die  durch  eine 
analoge  Gleichung  wie  (14)  dargestellt  werden,  eine  gleichseitige  Hy- 

perbel  umhüllen,  deren  Gleichung  x*  —  y2  =  —  ist. 

Der  Oskulationskreis  an  die  Lemniskate  im  Punkte  (X)  schneidet 
diese  noch  in  einem  weiteren  Punkte  (//.),  welchen  man  den  Satellit- 
oder Begleitpunkt  von  (X)  nennt;  zwischen  den  Parametern  X  und  ft 
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besteht  dann  (infolge  Gl.  (13))  folgende  Beziehung: 

X*li  =  1  ; (15) 

diese  beweist  also,  daß  die  Satellitpunkte  von  vier  konzyklischen 
Pnnkten   ebenfalls  wieder  konzyklisch   sind.     Nun  hat  die  Gerade 

(A)(ft)  die  Gleichung 

(;L6+1)z  +  (A6-  l)y-2a-\/2X3=0,      .     .     .     (16) 

da  nun  diese  Gleichung  dem  Lote  angehört,  das  vom  Punkte  (fi)  mit 

dem  Parameter  ^   auf   den    zugehörigen    Radiusvektor    gefällt    wird, 

so  ist  der  Winkel  {X)  (fi)  0  ein  rechter.  Damit  ist  gezeigt:  Die 
Lemniskate  ist  die  Fußpunktkurve  der  von  der  Geraden  (16)  ein- 
gehüllten Kurve  in  bezug  auf  den  Punkt  0,  d.  i.  von  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  xÀ  —  y2=2a2]  hierdurch  ist  die  in  Nr.  94  aufge- 
stellte Behauptung  bewiesen.  —  Aus  (15)  ergibt  sich  auch,  daß  durch 
jeden  Punkt  (/*.)  der  Lemniskate  drei  Kreise  gehen,  die  sie  anders- 
wo oskulieren;   sind   (2X)  (A2)  (23)   die  Oskulationspunkte,   so  hat  man 

^1  "I"  "2  ~f"  ^3  =  "  ?       ^2  ^3  ~^~  *3  ^1  "H  ^2  ^3  ==  ^  ?       ^1  ^2  ^3  =  TT  ' 

Daraus  leitet  man  ab,  daß  sie  der  Geraden 

(1  +  y?)x  +  (1  -  ^y  -  21/2/*  =  0 

angehören.  Beachtet  man,  daß  diese  Gleichung  die  im  Punkte  (p) 
auf  dem  zugehörigen  Radiusvektor  errichtete  Senkrechte  darstellt,  so 
kann  man  den  Schluß  ziehen:  Durch  jeden  Punkt  einer  Lemniskate 
gehen  drei  Kreise,  die  sie  anderswo  oskulieren,  die  Schmiegungs- 
(Oskulations-)punkte  liegen  auf  der  in  diesem  Punkte  zum  Radius- 
vektor errichteten  Senkrechten. 

96.  Die  Ent Wickelungen  in  der  vorigen  Nr.  haben  hinlänglich 
gezeigt,  wie  nützlich  bei  der  Lemniskate  die  Darstellung  der  Koordi- 
naten vermittelst  rationaler  Funktionen  eines  Parameters  ist.  Aber 
es  gibt  noch  einen  weiteren  analytischen  Kunstgriff,  den  man  in  an- 
deren Fällen  herbeiziehen  kann.  Nehmen  wir  nämlich  F±  und  F2  als 
Fundamentalpunkte  eines  bipolaren  Koordinatensystems,  q1  und  q2 
so  ist  2 

Qi'  02  =  a 

die  Gleichung  der  Lemniskate;  man  kann  setzen 

Qt  =  aeu,     g2  =  ae~w, 

wo  u  einen  Parameter  bedeutet;  oder  auch  wenn  wir  die  hyperbolischen 
Funktionen  einführen: 

Pi  =  a  ((Sog  u  -f  ©in  «■) ,     q2  =  a  ((£o3  u  —  ©in  u) .    .     .     (17) 
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Um  hier  von  diesen  Formeln  eine  Anwendung  zu  machen,  zeichnen 
wir  uns  (s.  Fig.  54)  die  Halbierungslinie  MXJ)  des  Winkels  F^M^F^. 
Dann  haben  wir  „  n 

w +  *.»-*:    f$r£ 

und  wegen  Gleichung  (17) 

F1D  =  a(l  +  £gw),     F2D  =  a(l  -  %Q  u),     OD  =  aXaiu. 
Außerdem   ist  nach  einem   bekannten   elementar  geometrischen  Satze 


F1M1  •  F2M1  =  MJf  +  FJ)  •  F2D, 

und  wenn  wir  also  die  gefundenen  Werte  einsetzen 

M1D  =  a%§u. 

Daraus  folgt,  daß  MXD  =  OD,  welche  Beziehung  durch  folgenden  Satz 
ausgedrückt  wird:  Die  beiden  Radienvektoren  eines  beliebigen 
Lemniskatenpnnktes  bilden  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Brennpunkte  ein  Dreieck,  welches  die  Eigentümlichkeit  hat,  daß  die 
Halbierungslinie  des  Winkels  der  beiden  Vektoren  an  Länge  gleich 
ist  der  Entfernung  ihres  Endpunktes  vom  Zentrum  der  Kurve1). 

Noch  in  anderer   Weise   können   die  hyperbolischen   Funktionen 
bei  der  Lemniskate  in  Anwendung  gebracht  werden:     Man  setze 

und  benutze  die  Gleichung  (2);  dann  findet  man  als  Ausdruck  L  für 
einen  Lemniskatensektor  : 


CO  u  u 


du   \  2   ©ttttt 

0' 


wenn  man  außerdem  noch  vom  Punkte  Ft  das  Lot  FtK  auf  den 
Radiusvektor  OMx  fällt  (s.  Fig.  54),  so  erhält  man  ein  Dreieck  OF1K, 
dessen  Flächeninhalt  ist 

rp       1   n  Tr     -jp  -,-r-       a2  sin  co  .  cos  cd        a*<&\nu 
2  x  2  2  Soè8  u  ' 

folglich  ist  T=\L.  Dies  besagt:  Das  von  einem  Brennpunkte  der 
Lemniskate  auf  einen  beliebigen  Radiusvektor  des  Zentrums  gefällte 
Lot  halbiert  die  zwischen  Achse,  Radiusvektor  und  Kurve  gelegene 
Fläche2). 

Bevor  wir  die  Kurve,  mit  der  wir  uns  bis  jetzt  beschäftigt  haben, 
verlassen,  können  wir  nicht  umhin,  noch  auf  folgende  schöne  mecha- 


1)  W.  Heß,  Eigenschaften  der  Lemniscate  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  1883). 

2)  S.  die  vorige  Note. 
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nische  Aufgabe  hinzuweisen:  „Die  Kurve  von  der  Beschaffenheit  zu 
finden,  daß  ihre  Bogen  von  einem  festen  Punkte  an  gerechnet,  von 
einem  schweren  Punkte,  der  anfänglich  in  Ruhe  ist,  in  derselben 
Zeit  durchlaufen  werden  wie  ihre  Sehnen."  J.  Bonati1),  welcher  zu- 
erst dieses  Problem  aufgestellt  hat,  fand  die  Gleichung  und  die  Ge- 
stalt der  gewünschten  Linie,  ohne  doch  ihre  Natur  zu  erkennen.  Gr. 
F.  Malfatti2)  bemerkte,  daß  sie  eine  besondere  Cassinische  Kurve 
sei.  Zuletzt  bewies  G.  S aladini3),  daß  die  Kurve,  welche  die  Bonati- 
sche  Aufgabe  löst,  eine  Lemniskate  ist,  deren  Mittelpunkt  in  die  An- 
fangslage des  beweglichen  Punktes  fällt  und  deren  Achsen  mit  der 
Vertikalen  einen  Winkel  von  45°  bilden.  Dieselben  Resultate  wurden 
später  durch  N.  Fuß4)  und  J.  A.  Serret5)  erhalten;  Ossian  Bonnet 
bemerkte  sodann6),  daß  man  in  ähnlicher  Weise  eine  Lemniskate  er- 
halte, wenn  man  annimmt,  daß  der  bewegte  Punkt,  statt  zu  gravi- 
tieren, von  einem  festen  Zentrum  mit  einer  Kraft  proportional  der 
Entfernung  angezogen  werde. 

97.  Der  Umstand,  daß  die  Lemniskate,  wie  wir  (Nr.  94)  ge- 
sehen haben,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten 
ist,  hat  zur  Betrachtung  aller  derjenigen  Kurven  geführt,  die  mit 
dieser  besonderen  Eigenschaft  versehen  sind7).  Die  einfachste  Art 
solche  zu  erhalten  ist  die,  daß  man  sich  der  quadratischen  Transfor- 
mation qxì  =  —  bedient,  vermittelst  derer  (s.  Nr.  54)  aus  einem  Kegel- 
te 
schnitte  ^ 

ik 

eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Knotenpunkten  entsteht 

~" r~  ä  Qj-ì  «  00-i  Xa  00o  =  \j  , 

Wenn  der  ursprüngliche  Kegelschnitt   dem   Fundamentaldreieck   um- 
beschrieben ist,  so  zerfällt  die  transformierte  Kurve  in  vier  Geraden; 

1)  Im  Aufsatze  Nuova  curva  isocrona  in  Raccolta  ferrarese  di  Opuscoli  scien- 
tifici e  letterarj  (Venezia,  1781)  S.  1—17. 

2)  Delia  curva  cassiniana  e  di  una  nuova  proprietà  meccanica  della  quale  essa 
è  dotata,  Pavia  (ohne  Datum;  das  Vorwort  aber  ist  datiert:  Ferrara,  2.  Aprile 
1781). 

3)  M.  s.  die  in  Nr.  93  zitierte  Abhandlung  dieses  Mathematikers. 

4)  De  descensu  gravium  super  arcu  lemniscatae  (Mém.  Accad.  de  St.  Péters- 
bourg  IX,  1824). 

5)  Sur  une  propriéte  mécanique  de  la  lemniscate,  découverte  par  N  Fuß 
(Liouvilles  Journ.  IX,  1844). 

6)  Note  sur  une  propriéte  de  la  lemniscate  (Daselbst). 

7)  P.  H.  Schoute,  Über  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten 
(Arch.  Math.  Phys.  2.  Serie,  II,  III,  IV  und  VI,  1885—87),  sowie  Les  quartiques 
à  trois  points  doubles  d'inflexion  (Teixeira  Jornal  XHI,  1897). 
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ist  er  einbeschrieben,  d.  h.  ist  im  allgemeinen  aik  =  YaH  akk ,  so  bat 
die  transformierte  Kurve  drei  Spitzen,  weshalb  sie  von  projektivem 
Standpunkte  aus  nicbt  verschieden  von  der  im  Kap.  7  dieses  Abschn. 
betrachteten  ist;  wenn  endlich  in  bezug  auf  ihn  das  Fundamental- 
dreieck selbstkonjugiert  ist,  so  ist  a23  =  a31  =  a12  =  0 ,  und  die  Glei- 
chung der  transformierten  Kurve  nimmt  folgendes  Aussehen  an: 

«i#22^32+  atx%x\-\-  «3#i2#22==  0 (18) 

Die  Kurve  selbst  hat  demnach  drei  Doppelpunkte  in  den  Ecken  des 
Fundamentaldreiecks  ;  die  zugehörenden  Tangenten  werden  dargestellt 
durch  die  drei  Paare  von  Gleichungen 

—=.  ±  —  =  U,       — =  +  =  U,       — =  _L  =  u, 

y«ä    y— «3  y«s    v— «i  y«i  — y  — «2 

und  daher  sind  diese  zu  je  zweien  harmonisch  mit  denjenigen  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks,  welche  demselben  Büschel  angehören;  sie 
sind  alle  Wendetangenten;  Gleichung  (18)  kann  daher  als  kanonische 
Gleichung  der  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten  an- 
gesehen werden.  Diese  Kurven  (die  sog.  projektiven  Lemniskaten1)) 
besitzen  alle  deskriptiven  Eigenschaften,  die  wir  früher  für  die  Lemnis- 
kate  bewiesen  haben,  so  z.  B.  führt  ein  in  Nr.  92  bewiesener  Satz  zu 
folgendem  Satze  von  Laguerre:  Wenn  eine  Knrve  vierter  Ordnung 
drei  Inflexions- Doppelpunkte  hat,  so  haben  die  vier  Tangenten,  die 
man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Kurve  selbst  an  diese  ziehen 
kann,  ihre  Berührungspunkte  auf  einer  Geraden  liegen2)  und  liefern 
ein  äquianharmonisches  Doppelverhältnis3). 

Nehmen  wir  das  Fundamentaldreieck  als  vollständig  reell  an,  so 
muß,  damit  die  Kurve  (18)  unendlich  viele  reelle  Punkte  enthalte, 
eine  der  Konstanten  ai  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  die  beiden 
anderen  haben;  nehmen  wir  die  Bezeichnungen  in  geeigneter  Weise, 
so  können  wir  at  als  negativ  annehmen;  in  diesem  Falle  ist  Ax  ein  iso- 
lierter Punkt  der  Kurve,  während  A2  und  As  Knotenpunkte  sind. 
Projizieren  wir  die  Kurve  derart,  daß  eine  der  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks ins  Unendliche  geht,  so  erhält  man  verschiedene  Formen  der 
Kurve,  jenachdem  diese  Seite  den  Punkt  Ax  enthält  oder  nicht. 

Im  ersten  Falle  erhält  man  die  Kurve  (Taf.  VII,  Fig.  55),  die 
in    kartesischen    Koordinaten    durch    eine    Gleichung    von    folgendem 
Typus  dargestellt  wird:        at       &2 
^~^==1 W 

1)  L.  Berzolari,  Sulla  lemniscata  projettiva  (Rend.  Ist.  Lomb.,  2.  Ser., 
38,  1904). 

2)  Sur  les  courbes  du  quatrième  degré  qui  ont  trois  points  doubles  à  inflexion  et  en 
particulier  sur  la  lemniscate  (Nouv.  Ann.  Math.,  2.  Ser.,  XVII,  1878).  Warum  hat  man 
diese  schöne  Abhandlung  von  den  Oeuvres  complètes  de  Laguerre  ausgeschlossen? 

3)  Vgl.  G.  Kohn,  Wiener  Ber.  1887,  S.  332—33. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     L  15 
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Sie  hat  als  reelle  Wendeknoten  den  Anfangspunkt  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  y-Achse,  während  der  unendlich  ferne  der  #-Achse 
ein  isolierter  Punkt  ist.  Die  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen  inner- 
halb des  von  den  Geraden  x  =  +  a  begrenzten  Streifens  der  Ebene  ; 
in  ihrer  Gestalt  erinnert  die  Kurve  an  die  Art  der  Anordnung  der 
beiden  Kohlen  in  einer  elektrischen  Bogenlampe,  daher  der  Name 
Kohlenspitzenkurve,  mit  dem  Schoute  sie  bezeichnet  hat,  und 
der  auch  allgemein  angenommen  ist.  Die  Beiwörter  gerade  und 
schiefe,  können  angewandt  werden,  um  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
ob  das  Achsensystem,  auf  welches  die  Kurve  (19)  bezogen  wird,  ein 
rechtwinkliges  ist  oder  nicht,  während  man  die  Bezeichnung  gleich- 
seitige in  dem  Spezialfälle  a  =  b  benutzen  kann.  Die  Gleichung 
(19)  kann  durch  folgende  beiden  ersetzt  werden,  nämlich 

x  =  a  cos  cp ,     y  =  b  ctg  cp ,       .....     (20) 

wo  cp  einen  Parameter  bedeutet. 

Im  zweiten  Falle  gelangt  man  zu  einer  Kurve  (Taf.  VII,  Fig.  56), 
die  in  kartesischen  Koordinaten  durch  folgende  Gleichung  dargestellt 

£+£-*■  •  •  • <■) 

Sie  hat  im  Anfange  einen  isolierten  Punkt,  und  die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  der  Achsen  sind  Inflexionsknoten;  ihre  reellen  Punkte 
liegen  außerhalb  der  beiden  von  x  =  +  a,  y  =  dzb  begrenzten  Streifen. 
Diese  Kurve  findet  sich  seit  1847  in  einer  von  Terquem1)  vorge- 
legten Frage;  sie  findet  sich  weiter  in  einigen  Untersuchungen  von 
J.  de  la  Gournerie  unter  dem  Namen  Trinodale  harmonique2); 
häufiger  wird  sie  jedoch  heute,  wie  es  Schoute3)  getan  hat,  Kreuzkurve 
genannt  mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt;  auch  auf  sie  kann  man  die 
Beiwörter  gerade  und  schiefe  anwenden,  jenachdem  die  Achsen  recht- 
winklig oder  schief  zueinander  stehen4);  diejenige,  bei  welcher  a  =  b, 
nennt  man  aber  die  zirkuläre.  Die  gerade  zirkuläre  Kreuzkurve  er- 
freut sich  der  Eigentümlichkeit,  daß  ihre  Fußpunktkurve  in  bezug 
auf  das  Zentrum  und  ihre  Evolute  denselben  Flächeninhalt  haben5); 
es  gibt  unendlich  viele  Kurven  mit  derselben  Eigentümlichkeit  näm- 
lich alle,  die  folgende  Polargleichung  haben: 


1)  Nouv.  Ann.  Mathém.  VI,  Question  165. 

2)  Becherches  sur  les  surfaces  reglées  tétraédrales  symétriques  (Paris,  1867) 
S.  92. 

3)  E.  Ce  sarò  (Le  matem.  pure  ed  applic,  I,  1902,  S.  287)  brachte  den  Namen 
Stauroide  (von  ó  6tavQÓg,  das  Kreuz). 

4)  Von  G.  de  Longchamps  jedoch  wurde  der  Name  Kreuzkurve  ob- 
lique einer  Kurve  gegeben,  die  in  einem  schiefwinkligen  Achsensystem  (mit 
dem  Achsenwinkel  0)  die  Gleichung  hat:  ix^y-  sin4  &  =  k1  (x*  -f-  y%  —  Ixy  cos  &). 
S.  Cours  de  problèmes  de  geometrie  analytique,  II  (Paris,  1899)  S.  291. 

5)  Intermédiaire  HI.  1897,  S.  247. 
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q  sinico  =  Const.  (vgl.  Nr.  137),  q  •  ©in  =  Const, 

q  •  ßo§fto  =  Const1). 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Gleichung  (21)  durch  fol- 
gende beiden  ersetzt  werden  kann: 

x  = ,       y  =  — — , (22) 

cosqp  7         *         smqp  7  ^      ' 

wenn  95,  wie  gewöhnlich,  einen  Parameter  bedeutet.  —  Beachten  wir 
schließlich,  daß  die  Kurven  (19)  und  (21)  in  folgender  sehr  einfachen 

Weise  von  den  Kegelschnitten  — -t  +  ~  =  1    abgeleitet  werden  können: 

„Man  ziehe  in  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Kegelschnittes  die 
Tangente,  und  bestimme  die  Schnitte  derselben  mit  den  Koordinat- 
achsen; durch  diese  Punkte  ziehe  man  die  Parallelen  zu  den  Achsen 
selbst,  deren  Schnitt  ist  ein  Punkt  der  fraglichen  Kurve." 

Diese  Konstruktion  hat  große  Ähnlichkeit  mit  einer  anderen,  die 
uns  zu  einer  neuen  Kurve  führen  wird;  sie  lautet:  „Gregeben  eine  Hy- 
perbel und  die  beiden  Parallelen  zur  Hauptachse  in  einem  Abstände 
gleich  der  reellen  Länge  der  halben  Nebenachse;  irgendeine  Tangente 
der  Hyperbel  bildet  mit  den  beiden  Parallelen  und  der  Nebenachse 
ein  Trapez,  dessen  Diagonalschnitt  die  in  Rede  stehende  Kurve  be- 
schreibt"1'.    Sie  läßt  sich  analytisch  darstellen  sowohl  durch 

a*(f  _  &2)2  _  4b2x2(y*  4-  62)  =  0, 

als  auch  durch 

a-cos2qp  ,     . 

x=— — ,         y  =  b-tgw. 

Von  den  drei  singulären  Punkten  liegt  einer  im  Unendlichen,  die 
beiden  anderen  sind  (0,  b)  und  (0,  —  &).  Die  Gestalt  der  Kurve  (s. 
Fig.  56a,  Taf.  VII)  hat  Veranlassung  gegeben,  ihr  den  Namen  Sand- 
uhrkurve  beizulegen2). 

Die  Kurve  (18)  kann  selbst  dann  noch  reell  sein,  wenn  zwei 
Ecken  des  Pundamentaldreiecks  konjugiert  imaginär  sind;  sind  es 
z.  B.  A2  und  A3,  so  setze  man 

—  =  x  4-  iy,     —  =  x  —  iy,    —  =  a  4-  iß,    —  =  a  —  iß, 

dann  wird  Gleichung  (18)  zu 

(x2  +  y2f-\-2cc(x2-y2)  +  4:ßxy  =  0i      .     .     .     (23) 

die  so  in  kartesischen  Koordinaten  dargestellte  Kurve  kann  ange- 
sehen werden  als  aus  der  Bernoullischen  hervorgehend,  wenn  man 
auf  diese  eine  reelle  homographische  Transformation  anwendet. 

1)  "Welsch  im  Intermédiaire  IV,  1898,  S.  115—16. 

2)  H.  Wieleitner,  Spezielle  ebene  Kurven  (Leipzig,  1908)  S.  23. 

15* 
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Fünfzehntes  Kapitel. 
Die  Muschellinie  und  die  Trisekante. 

98.  In  diesem  Kapitel  werden  wir  uns  mit  zwei  bemerkens- 
werten zirkulären  Kurven  vierter  Ordnung  beschäftigen,  die  beide 
rational  sind;  das  Ursprungsland  der  älteren  ist  Deutschland,  das  der 
anderen  Italien. 

Der  berühmte  Maler  Albrecht  Dürer  hat  in  seiner  vielgeprie- 
senen Underweysung  der  Messung  mit  dem  Zirkel  und  Richtscheyt 
(Nürnberg,  1525)  einen  Apparat  beschrieben1),  um  eine  Linie  zu 
zeichnen,  die  von  ihm  Muschellinie  genannt  wird,  „die  in  mancherley 
Sachen  zu  gebrauchen  ist"2).  Es  ist  eine  Kurve,  die  geometrisch  in 
folgender  Weise  definiert  werden  kann:  „Gegeben  zwei  zueinander 
senkrechte  Geraden  Ox,  Oy  (Taf.  VIII,  Fig.  57,  a,  &,  c);  auf  der  ersteren 
ist  ein  fester  Punkt  A  bezeichnet,  eine  Strecke  MP  von  konstanter 
Länge  bewegt  sich  so,  daß  der  eine  Endpunkt  M  die  Gerade  Ox 
durchläuft  und  daß,  wenn  N  ihr  Schnittpunkt  mit  Oy  ist,  immer 
ON  =  A M ;  der  Ort  des  anderen  Endpunktes  P  ist  dann  die  Dürer- 
sche  Muschellinie."  —  Um  ihre  analytische  Darstellung  zu  finden,  setzen 
wir  OA  =  a  und  OM=z,  dann  wird  ON =  a  —  z  sein,  und  die 
Gleichung  der  Geraden  MN 

£  +  -*-,_! (1) 

z    '    a  —  z  K  ' 

Ist  nun  MP  =  b,  so  ist 

(x-zf-\-y2  =  i)2 (2) 

Aus  diesen  beiden  entsteht  die  Gleichung  der  Muschellinie  durch 
Elimination  von  z}  sie  ist  demnach 

{xy  +  V-fY  =  (x  +  y-ay(a*-tf).      ...     (3) 

Die  Muschellinie  von  Dürer  ist  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung: 
Doppelpunkte  derselben  sind  ersichtlich  die  Schnittpunkte  D',  D"  der 
Geraden 

x  -\-  y  =  a 
mit  dem  Kegelschnitte 

xy  +  &2  —  y2  =  0; 

diese   beiden  Punkte    sind  immer  reell  und  begrenzen  ein   Segment, 

1)  Vgl.  A.  von  Braunmühl,  Historische  Studie  über  die  organische  Er- 
zeugung ebener  Kurven  etc.  (Katalog  mathem.  u.  mathem.-physikalischer  Modelle 
etc.  München,  1892)  S.  62. 

2)  Vgl.  S.  Günther,  Älbreclit  Dürer  einer  der  Begründer  der  modernen 
Curvenlehre  (Bibliotheca  mathematica  1886,  S.  139)  und  Geschichte  des  math. 
Unterrichts  im  deutschen  Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525  (Berlin,  1887),  S.  365,  wo 
als  Ordnung  der  Kurve  die  unrichtige  Zahl  8  angegeben  ist. 
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welches    den   Punkt   D    mit    den    Koordinaten   x  =  —,   y  =  —  zum 

4       a        4 

Zentrum  hat.   Schnitte  der  Kurve  mit  der  x- Achse  sind  der  zugehörige 

unendlich  ferne  Punkt  zweimal  gezählt  und  die  beiden  Punkte  JB  und  C 

mit  den  Abszissen  «  +  &;  Schnitte  mit  der  y- Achse  sind  die  vier  Punkte 

mit    den    Ordinaten   +  b,    —~ —= .       Schließlich    Schnitte    der 

Muschellinie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  die  zyklischen 
Punkte  der  Ebene  und  der  unendlich  ferne  der  «-Achse  zweimal  gezählt. 
Dieser  letzte  Punkt  ist  also  auch  ein  Doppelpunkt  der  Kurve;  die 
zugehörigen  Tangenten    sind   die   Geraden  r',   r"  parallel  zu    Ox  mit 

der   Gleichung  y  =  +  — — .   Fassen  wir  dies  zusammen,  so  ergibt  sich: 

y  2 

Die  Dürersche  Muschellinie  ist  eine  rationale,  zirkuläre  Knrve  vierter 

Ordnung.     Die  parametrische  Darstellung  durch  rationale  Funktionen 

ist  leicht  zu  erhalten;  Gleichung  (2)  läßt  sich  nämlich  ersetzen  durch 

die  beiden  ,   7  ,     . 

x  =  z  -j-  o-coscp,       y=  6-smqp; 

setzen  wir  diese  Werte  in  (1)  ein,  so  finden  wir 

a-cosqp 

g  = : 

cos  qp  —  sin  qp  7 

und  demnach  werden  die  beiden  vorigen  zu 

a-cosqp  ,  ,      .  ,.. 

x  = -. {-o-cosw,        y  =  6-smop:  .     ...     (4) 

COS  qp  —  sm  qp  x  ?  «/  ~r  i  \   j 

setzen  wir  schließlich  tg^-qp  =  l.f  so  gelangen  wir  zu  der  gesuchten 
Darstellung. 

Betrachten  wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  x,  y,  z  als  recht- 
winklige kartesische  Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume,  so  er- 
kennen wir,  daß  die  Muschellinie  auch  erhalten  wird  als  Orthogonal- 
Projektion  der  Schnittlinie  der  durch  jene  beiden  Glei- 
chungen dargestellten  Flächen  zweiter  Ordnung  auf  die 
««/-Ebene. 

Es  gibt  eine  Parabel,  die  mit  der  Muschellinie  in  engem  Zu- 
sammenhange steht,  nämlich  die  Enveloppe  der  Geraden  MN;  man 
erhält  ihre  Gleichung,  wenn  man  aus  (1)  und  ihrer  nach  z  Abge- 
leiteten z  eliminiert;  demnach  lautet  sie 

(x  —  ijf  —  2a  (x  +  y)  +  a2  =  0; (5) 

daraus  ergibt  sich,  daß  diese  Parabel  die  erste1)  Halbierungslinie  des 
Achsen  winkeis   als  Achse,   die   zweite   als  Direktrix   hat,   den  Punkt 


1)  Wir  bezeichnen  der  Kürze  wegen  als  erste  Halbierungslinie  diejenige, 
welche  den  Winkel  zwischen  den  beiden  positiven  (und  negativen)  Achsen- 
richtungen halbiert,  als  zweite  die  andere. 
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V  (- ,  j)  zum  Scheitel,  und  F  (- ,  -j  zum  Brennpunkte;  ea  ist  be- 
merkenswert, daß  dieser  auch  der  außerordentliche  Brennpunkt  ist, 
mit  welchem  die  Muschellinie  versehen  ist. 

Die  Dürersche  Kurve  kann  je  nach  dem  relativen  Werte  der 
Konstanten  a,  b  verschiedene  Gestalten  annehmen.  Vor  allem  geht 
aus  dem  früher  gesagten  hervor,  daß  sie  die  y-Achse  in  zwei  reellen 
verschiedenen,  zusammenfallenden  oder  imaginären  Punkten  trifft,  je- 

nachdem  a  =  b  j/2 .  —  Wichtiger  ist  eine  Einteilung,  die  aus  der  Be- 
trachtung der  Doppelpunkte  hervorgeht.  Sind  |  und  r\  die  Koordi- 
naten eines  solchen,  so  wird  sein 

daher  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung  a2  -f-  Sb2  =  c2  setzt, 

n  =  — ^— ,  wo  £  =  +  i. 

Man  betrachte  nun  eine  beliebige  von  einem  dieser  Punkte  aus- 
gehende Gerade  r;  sind  x,  y  die  Koordinaten  eines  ihrer  Punkte,  so  ist 

X  =  §  -j-  q  ■  coso,         y  =  17  -f-  p  •  sino; 

setzt  man  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  die 
durch  q2  teilbar  ist.    Nach  ausgeführter  Division  bleibt  die  Gleichung 

[l'Sinco  -f-  ^-coscj  -f-  psinco-cosco  —  2^-sinco  —  p-sinco]2 

=  (cosca  -j-  sinco)2  (&2  —  r;2  —  2gr}-sin.(o  —  q2  sin2co). 

Damit  nun  die  Gerade  r  sich  als  Tangente  der  Muschellinie  ergebe, 
muß  auch  diese  Gleichung  durch  o  =  0  befriedigt  werden;  schreibt 
man  so,  daß  dieser  Umstand  eintritt,  so  findet  man  die  Gleichung: 

(3a2  -f- lQb2  —  sac)  sin2co  —  16&2 sinco  •  coso  +  (a2  +  sac)  cos2co  =  0, 

die  vom  zweiten  Grade  in  tgco  ist;  ihre  Diskrim inante  ist 

4  =  8  (a2  +  8&2)  (U2-  a2  -  sa  Ya^+Jb2). 

Diese  Gleichung  wird  demnach  reelle  verschiedene,  zusammenfallende 
oder  imaginäre  Wurzeln  haben,  je  nachdem 

4&2  _  a2  _  £ayaz  +  Sb2  ^  0  . 

Nun  ist  für  s  =  —  1  die  linke  Seite  sicher  positiv,  demnach  ist  der 
Doppelpunkt  der  Muschellinie,  der  eine  negative  Ordinate  hat,  immer 
ein  Knoten.  Was  den  andern  betrifft,  so  ist  dieser  ein  Knoten, 
eine  Spitze  oder  ein  isolierter  Punkt,  je  nachdem 

4b2  -  a2  -  a  ]/ 'a2  +  862  j|  0; 

d.  h.  je  nachdem  b  =  a. 
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In  dem  Falle,  daß  der  Doppelpunkt  mit  positiver  Ordinate  eine 
Spitze  ist,  ist  seine  Ordinate  =  a,  während  seine  Abszisse  =  0  ist, 
die  zugehörige  Tangente  bildet  mit  Ox  einen  Winkel,  dessen  trigono- 
metrische Tangente  ==  -§-;  die  Kurve  geht  durch  den  Anfang  und  wird 
dort  von  der  zweiten  Halbierungslinie  der  Achsenwinkel  berührt.  Der 
Kurve  gehören  ferner  die  Punkte  (2a,  0)  und  (0,  —  a)  an;  der  Punkt 

I—,  —  —  J  ist  der  Knoten,  den  die  Kurve  in  endlicher  Entfernung  hat. 

In  jedem  Falle  besteht  die  Kurve  aus  einem  Zweige,  der  die  Form 
der  Konchoide  hat,  woraus  sich  die  Berechtigung  ihres  Namens  er- 
gibt1), und  einem  zweiten,  der  verschieden  geformt  ist. 

99.  Die  andere  zirkuläre  Kurve,  mit  der  wir  uns  in  diesem 
Kapitel  beschäftigen  müssen,  ist  gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts 
erfunden,  um  einen  beliebigen  Winkel  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen, 
weshalb  sie  den  Namen  Trisekante  führt2).  Ihre  Entstehung  ist 
folgende:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  a 
(Taf.  VIII,  Fig.  58)  und  ein  fester  Radius  desselben  OA;  man  ziehe 
einen  beliebigen  anderen  Radius  OM  und  konstruiere  über  ihm  als 
Basis  ein  gleichschenkliges  Dreieck  OMP  derart,  daß 

<£  0MP  =  P0M=\a0M- 

der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Trisekante."  Man  nehme  0  als  Pol, 
OA  als  Polarachse,  dann  ist 

OP  =  p,    <£P0A  =  a,    ^MOP  =  ^,\OM=OP-zosMOP, 

und  daher: 

cos-s- (1) 


a  a 

¥=e-cosY 


Dies  ist  die  Polargleichung  der  Trisekante;  die  kartesische  Gleichung 


1)  Eine  andere  Betrachtung,  welche  auf  dieselbe  Berechtigung  führt,  ver- 
dankt man  H.  Wieleitner.  Dieser  Geometer  hat  nämlich  in  seiner  Abhand- 
lung Über  einige  Zusammenhänge  zwischen  speziellen  Quartiken  (Wiener  Sitzungs- 
ber.  116,  Abh.  II,  1907)  die  folgende  Definition  gegeben:  „Ein  konstanter  Winkel 
a  soll  sich  so  bewegen,  daß  sein  einer  Schenkel  immer  durch  F  geht,  während 
sein  Scheitel  Q  auf  einer  Geraden  z  gleitet.  Dann  beschreibt  ein  fester  Punkt  B 
des  anderen  Schenkels  (QB  =  T)  eine  schiefe  Konchoide  (vgl.  Nr.  69)  der 
Geraden  z.u    Ist  nun  a=  0  oder  ju,  so  wird  die  entstehende  Kurve  eine  Konchoide 

des  Nikomedes;  ist  aber  a  =  —  so  erhält  man  eine  Muschellinie;  ist  endlich  a  =  -— 

so  wird  man  eine  neue  Kurve  bekommen  (J.  Neuberg,  Sur  les  lignes  tracées 
par  le  curvigraphe  Lebeau;  Liege  Mém.,  3.  Ser.,  V,  1904),  welche  den  Namen 
Orthokonchoide  der  Geraden  erhielt  und  die  folgende  kartesische  Gleichung  hat: 

(x*  -f-  ax  —  Z2)2  =  y2  (Z2  —  x2). 

2)  P.  Delanges,  La  trisegante  nuova  curva;  e  pensieri  sulla  formala  car- 
danica (Verona,  1783). 
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lautet  infolgedessen 

(«■-^(«■  +  ^-^-.0 (2) 

Die  Trisekante  ist  demnach  eine  zirkuläre  Kurve  vierter  Ordnung, 
symmetrisch  sowohl  in  bezug  auf  den  Durchmesser  AOA'  als  auch 
auf  den  dazu  senkrechten  BOB']  sie  hat  als  Doppelpunkte  die  beiden 
Punkte  D,  JD'   dieses  zweiten  Durchmessers,  die  von  0  den  Abstand 

—=  haben,  und  als  einfache  Punkte  die  Mittelpunkte  C,  C  der  beiden 

1/2 

Radien  OA,  OA';  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  von  AA'  ist  ein 
Doppelpunkt  (somit  ist  die  Kurve  rational),  und  die  entsprechenden 
Tangenten  berühren  den  gegebenen  Kreis  in  B,  B'  und  begrenzen 
einen  Streifen  der  Ebene,  innerhalb  dessen  alle  reellen  Punkte  der 
Trisekante  liegen.     Aus  Gleichung  (2)  folgert  man 

«2        , 

2         J 


daher,  wenn  man  y  =  sinw  setzt;  erhält  man 
/  xdy  =    I  (— a2  sin2w \du=  —  /  cos2u-du  =  —  sin.2u-\-  Gonst. 

Integrieren  wir  zwischen  u  —  —   und  u  =  0,    so  ergibt  sich,  daß  die 

a2 
Fläche    des    gemischtlinigen  Dreiecks    OCPD  durch  —  ausgedrückt 

wird,  daher  ist  die  Fläche  des  krummlinigen  Vierecks  CD  CD'  gleich 
a2,  d.  h.  gleich  dem  Quadrate  über  dem  Radius  des  gegebenen  Kreises. 
Kehren  wir  zur  Polargleichung  (1)  zurück,  um  zu  bemerken,  daß 
wenn  man  in  ihr  setzt 

Qi  =  Q>        (0i=Y' @) 

wir  damit  eine  geometrische  Transformation  bestimmt  haben,  durch 
welche  die  Trisekante  in  die  Linie 

a  j       .  ,  a 

—  =  Qt  cosco1}     das  ist    x  =  — , 

verwandelt  wird,  also  in  die  Gerade  r,  die  durch  C  parallel  zu  BB' 
gezogen  ist.  Wenn  wir  nun  umgekehrt  die  entgegengesetzte  Trans- 
formation Q  =  Q±,  ca  =  2^  anwenden,  so  entsteht  aus  der  Geraden  r 
die  Trisekante.    Beschreiben  wir  also  (s.  Taf.  VIII,  Fig.  58)  einen  Kreis 

um  0  mit  einem  Radius  >»-,   welcher  OA  in  K  und   die  Gerade  r 

in  E  schneidet  und  nehmen  auf  dessen  Peripherie  einen  Punkt  Q  so, 
daß  der  Bogen  KE  Q  =  2  •  Bogen  KE,  so  ist  Q  offenbar  ein  Punkt 
der  Trisekante;  variiert  man  nun  den  Kreis,  so  erhält  man  beliebig 
viele  Punkte   derselben.     Da  die  Kurve  zweifach  symmetrisch  ist,  so 
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liefert  jeder  Punkt  Q  sogleich  noch  drei  andere;  demnach  wird  die 
Kurve  sozusagen  durch  Punktquadrupel  erzeugt,  in  einer  für  die 
praktische  Zeichnung  außerordentlich  bequemen  Weise1). 

Bemerkenswert  ist  die  Tatsache,  daß  die  Trisekante  hundert  Jahre 
nach  ihrer  Entdeckung  neuerdings  zu  ähnlichen  Zwecken  von  einem 
amerikanischen  Geometer  wieder  aufgefunden  wurde,  W.  Hillouse2), 
der,  um  ihre  Anwendung  für  die  Dreiteilung  eines  Winkels  noch  be- 
quemer zu  gestalten,  ein  Instrument  erdachte,  um  sie  mechanisch  zu 
zeichnen. 


Sechzehntes  Kapitel. 
Von  einem  Kegelschnitte  abgeleitete  Kurven  vierter  Ordnung. 

100.  Unsere  lange  und  mühevolle  Heerschau  über  die  speziellen 
Kurven  vierter  Ordnung  geht  ihrem  Ende  zu;  bevor  wir  jedoch  damit 
zunächst  vorläufig  abschließen  —  vorläufig  sagen  wir,  weil  wir 
später  noch  auf  weitere  Kurven  vierter  Ordnung  als  Spezialfälle  von 
allgemeineren  Kurven  treffen  werden  —  wollen  wir  noch  auf  einige 
Kurven  hinweisen,  zu  denen  die  Theorie  der  Kegelschnitte  führt. 

a)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  eines  zentrischen  Kegel- 
schnittes a    9   ,    -r>  <>       i 

Ax2  +  By2  =  1 , 

die  eine  gegebene  Länge  c  haben;  durch  eine  nicht  schwierige  Rech- 
nung fanden  M.  Steiner3)  und  später  0.  Terquem4)  die  Gleichung 
desselben  als 

A3x±  +  BY  +  AB(A  +  B)  x2y2  =  B2(1-  Ac2)  y2  +  A2  (1  -  Bc2)  x2.  (1) 

Diese  Sehnen  umhüllen  eine  Kurve  vierter  Klasse,  und  ihre  Pole  in 
bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  haben  als  geometrischen  Ort 
eine  Kurve,  die  durch  folgende  von  0.  Schio  milch5)  gefundene 
Gleichung  dargestellt  wird 

3=™+^-i)-'  +  *(£-i).'"1  '  '  (2) 


t)  Eine  Beziehung  zwischen  der  Trisekante  und  der  Kappakurve  wurde  von 
H.  Wieleitner  (s.  die  S.  231  a.  Abh.)  nachgewiesen. 

2)  S.  den  Aufsatz  :   On  a  new  curve  for  the  trisection  of  an  angle  (Analyst 
IX,  1882). 

3)  De  loco  geometrico  lineae  rectae  definitae  cujusdam  longitudinis,  cujus  ter- 
mini in  linea  secundi  ordinis  moventur  (Diss.  Breslau,  1841). 

4)  Nouv.  Ann.  Mathém.  IV,  1845,  S.  590. 

5)  Über  einige  aus  Kegelschnitten  abgeleitete  Curven  (Zeitschr.  Math.  Phys. 
XIV,  1869). 


JÜ  =-  IL 

x      r5 
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b)  Gegeben  sei  die  Ellipse 

a2  ^  62  ' 

mit  dem  Zentrum  0.  Wir  betrachten  ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer MM',  NN'  von  der  Länge  m,  n  und  tragen  auf  dem  ersteren 

die  Strecken  ,         ,— 5 ^ 

OP  =  OP  =  ywJ  —  wJ 

ab-,  der  Ort  der  Endpunkte  PP'  beißt  dann  die  Parameter-Kurve1). 
Ihre  Gleichung  ist  leicht  zu  finden;  sind  nämlich  x,  y  die  Koordi- 
naten von  M  und  X,  Y  die  von  P,  so  bestehen  die  Gleichungen 

^  +  |1=1,       X2+Z2=m2-w2,       :r2+*/2=m2, 

a2  +  b2  =  m2  +  w2, 

aus  den  vier  letzteren  ergibt  sich  nun 

2_  1  x2(x2+r2  +  a2  +  &2)  .     1  p(iHr  +  «8  +  ^). 

*      2  x2+ys  '        *  "    2  r  +  r  ' 

durch  Einsetzen  in  die  erste  gelangt  man  dann  zu 

(X2  +  Z2)  (>2  Y2  +  &2  X2)  =  (a2  -  Z>2)  (&2X2  -  a2  Y2)  .     .     (3) 

als  Gleichung  der  Parameter-Kurve. 

c)  In  einer  Ebene  sei  ein  Kegelschnitt  r  gegeben.  Jeder  Punkt 
P  der  Ebene  ist  Zentrum  einer  Involution  von  in  bezug  auf  die  Kurve 
r  konjugierten  Geraden.  Ferner  kann  man  einen  unendlich  kleinen 
Kegelschnitt  betrachten,  die  sog.  Indikatrix  von  P2),  der  P  zum 
Zentrum  und  diese  Geraden  als  konjugierte  Durchmesser  hat;  ein 
solcher  Kegelschnitt  kann  angesehen  werden  als  bestimmt  durch  den 
Winkel  X,  den  eine  seiner  Achsen  mit  einer  festen  Geraden  bildet  und 
durch  das  Verhältnis  r  der  Längen  seiner  Achsen.  Somit  gehören  zu 
jedem  Punkte  der  Ebene  zwei  Größen  X  und  r.  Man  kann  nun  den 
Ort  derjenigen  Punkte  betrachten,  für  welche  eine  dieser  beiden 
Größen  konstant  ist;  ist  die  erste  konstant,  so  heißt  die  Kurve  iso- 
gone  Linie,  ist  die  zweite  konstant,  so  heißt  sie  Niveau-Linie. 
Alle  diese  Kurven  sind  von  der  vierten  Ordnung,  wie  der  Leser  veri- 
fizieren kann. 

Wir  schließen  dieses  Kapitel  mit  der  Anführung  folgender  Sätze, 
die  man  zum  Teil  J.  Steiner  verdankt3): 

1)  Jacob  in  Nouv.  Ann.  Mathém.  II.  1843,  S.  138,  und  Tortolini,  Appli- 
cazioni dei  trascendenti  ellittici  alla  quadratura  di  alcune  curve  sferiche  (Mem. 
Soc.  Ital.  Scienze,  XXIV,  1850). 

2)  A.  Haas,  Über  die  Indicatricen  der  Kegelschnitte  (Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXXIV,  1889). 

3)  Für  den  Beweis  siehe:  Gr.  Loria,  Studii  sulla  teoria  delle  coordinate 
triangolari  (Giornale  di  Matem.  XXIV.  S.  206,  210  u.  213). 
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d)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  einem  gegebenen  Dreiecke  ein- 
beschriebenen Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen  Kegelschnitte  ähn- 
lich sind,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  den  Kreispunkten,  und  die  Geraden,  die  je  zwei  Mittel- 
punkte der  Seiten  verbinden,  in  den  Punkten  berührt,  in  welchen  sie 
den  Kreis  schneiden,  in  bezug  auf  welchen  jenes  Dreieck  zu  sich 
selbst  konjugiert  ist. 

e)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen 
Dreiecke  umbeschrieben  sind,  und  von  denen  man  das  Achsenverhält- 
nis kennt,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  die  Seitenmittelpunkte 
zu  Doppelpunkten  hat,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  in  den  Kreis- 
punkten berührt. 

f)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen 
ähnlich  sind,  und  in  bezug  auf  welche  ein  gegebenes  Dreieck  zu  sich 
selbst  konjugiert  ist,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  welche  die  Ecken 
des  Dreiecks  zu  Doppelpunkten  hat  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  den  Kreispunkten  berührt. 


IV.  Abschnitt. 

Spezielle  algebraische  Kurven  von 
einer  bestimmten  Ordnung  höher  als  der  vierten. 

Erstes  Kapitel. 
Die  Kurven  fünfter  Ordnung.1) 

101.  Die  ältesten  uns  bekannten  Untersuchungen  über  die  Kurven 
fünfter  Ordnung  —  die  wir  im  folgenden  der  Kürze  wegen  mit  dem 
Namen  „Quintik"  belegen  wollen  —  rühren  von  G.  Cr  am  er  her2), 
der  auf  Grund  der  Betrachtung  der  unendlich  fernen  Punkte,  ihrer 
Realität  und  Vielfachheit,  sie  in  elf  Klassen  mit  vielen  Unterab- 
teilungen einteilte.  Der  allgemeinen  Theorie  dieser  Kurven  gehören 
auch  einige  Untersuchungen  von  D.  Bauer  oft3)  an,  über  die  verschie- 
denen Formen  die  sie  annehmen  können,  sowie  zwei  Sätze  von  J.  Steiner4) 
(1851)  und  K.  Rohn5)  (1885);  der  erste  Satz  besagt,  daß  es  auf  jeder 
Quintik  165  Punkte  gibt  derart,  daß  die  Tangente  in  einem  solchen 
drei  Punkte  auf  der  Kurve  ausschneidet,  die  mit  dem  Berührungs- 
punkte eine  harmonische  Gruppe  bilden,  der  zweite,  daß  es  208  fünfmal 
eine  allgemeine  Kurve  fünfter  Ordnung  berührende  Kegelschnitte  gibt. 

Eine  allgemeine  Quintik  läßt  120  Doppeltangenten  zu;  ihre  Be- 
rührungspunkte bilden  den  vollständigen  Schnitt  der  gegebenen  Kurve 
mit  einer  von  der  Ordnung  48,  deren  Gleichung  in  verschiedener  Form 
von  G.  Maisano6),  Heal7),  A.  Cayley8)  und  U.  S.  Hauna9)  bestimmt 


1)  Die  Theorie  der  Kurven  fünfter  Ordnung  ist  bis  heute  nur  in  rohen  Um- 
rissen bekannt,  daher  möge  der  Leser  sich  nicht  wundern  über  die  vielen  Lücken, 
die  die  folgende  Übersicht  darbietet.  Während  es  außerordentlich  viele  be- 
merkenswerte Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung  gibt,  kennt  man  nur  wenige 
von  der  fünften  Ordnung,  die  eine  Bedeutung  haben  und  besonders  interessant 
wären,  ja  kaum  eine  einzige  hat  einen  speziellen  Namen  erhalten.  Somit  kann 
das  folgende  Kapitel,  das  noch  viele  offene  Fragen  bietet,  die  Mathematiker  auf 
ein  vielfach  noch  jungfräuliches  Gebiet  hinweisen. 

2)  Introduction  à  Vanalyse  des  lignes  courbes  algébriques  (Genève,  1750),  S.  392. 

3)  Forines  of  non-singulars  quintic  curves  (Amer.  Journ.  Math.  X,  1888). 

4)  Gesammelte  Werke  II,  S.  593.  5)  Math.  Ann.  XXV,  S.  602. 

6)  Math.  Ann.,  XXIX,  1887,  S.  431—446. 

7)  Ann.  of  Mathem.,  V,  1889,  S.  33—41. 

8)  Das.  S.  90—92,  oder  The  collected  Papers,  XIII,  S.  21. 

9)  Rend.  eixe.  matem.  Palermo  XXVII,  1909. 
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wurde.  Weitere  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  invariantiven 
Formen  einer  ternären  Quintik,  mit  denen  sich  A.  Perna1)  beschäftigte, 
während  G.  Dawson2)  über  die  Reduktion  der  Gleichung  einer  Quintik 
auf  eine  kanonische  Form  schrieb,  d.  h.  auf  die  Summe  von  sieben 
linearen  Potenzen  ;  diese  Untersuchungen  stehen  offenbar  in  Zusammen- 
hang mit  der  Betrachtung  der  Polarpolygone  in  bezug  auf  die  Kurve3). 

Auf  eine,  wie  es  scheint,  sehr  spezielle,  Quintik  ohne  vielfache 
Punkte  stieß  gegen  1851  J.  Steiner4):  Sie  ist  der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Kurven  dritter  Ordnung  die  durch  sechs  feste  Punkte 
gehen,  und  sie  selbst  geht  a)  durch  diese  sechs  gegebenen  Punkte, 
b)  durch  die  Mitten  der  fünfzehn  Strecken,  die  sie  zu  je  zweien  ver- 
binden, c)  durch  die  Zentra  der  sechs  Kegelschnitte,  die  durch  je  fünf 
der  gegebenen  Punkte  gehen,  d)  durch  die  Zentra  der  30  Kegelschnitte, 
von  denen  jeder  durch  vier  der  gegebenen  Punkte  geht  und  sein 
Zentrum  auf  der  Geraden  hat,  die  die  beiden  anderen  verbindet. 

Gleichfalls  ohne  vielfache  Punkte  ist  die  Quintik,  die  der  Ort  der 
Berührungspunkte  der  Tangenten  ist,  die  an  die  Kurven  dritter  Ord- 
nung eines  syzygetischen  Büschels  von  einem  beliebigen  Punkte  seiner 
Ebene  aus  gezogen  werden;  F.  Morley5),  der  diese  Kurve  eingehend 
untersucht  hat,  entdeckte  bei  ihr  die  wunderbare  Eigenschaft,  daß  ihre 
45  Wendepunktstangenten  zu  je  neun  durch  fünf  Punkte  der  Kurve 
selbst  gehen.     Wenn  i      2       a 

\j  ^=  U/h  JOq         "t  ÜLq     —  VJ 

die  Gleichung  des  durch  jene  fünf  Punkte  bestimmten  Kegelschnitts 
ist,  und  C^x,-  x2ta  +  x3tj=  0     0  -  1,  2, . .  5) 

die  Gleichungen  der  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  C  in  den  ge- 
nannten Punkten  sind  und  schließlich 

caß — (ßa  —  tpy> 

so  läßt  sich  die  Gleichung  der  Quintik  von  Morley  in  folgender 
Form  darstellen 

Ct (72 03 C405  —  3  C  ^  C12 Gz  G4sCh-\-\  C2^j  ^12 ^3 £45  =  0 • 

Sehen  wir  von  den  Untersuchungen  Steiners  und  Morleys  ab,  so 
bezieht  sich  alles,  was  wir  über  die  Kurve  fünfter  Ordnung  wissen,  auf 
solche   mit   vielfachen   Punkten,   also    solche   von   einem    Geschlechte 


1)  Giornale  di  Matern.,  XXXVII,  1887,  S.  431—446. 

2)  Quarterly  Journ.  XXXVII,  1906. 

8)  G.  Manfredini,  Giorn.  di  Matern.,  XXXI,  1902,  S.  16ff. 

4)  Ges.  Werke,  II,  S.  500.  Ein  ähnlicher  geom.  Ort  läßt  sich  auch  für 
Kurven  von  höherem  Grade  als  3  betrachten;  vgl.  P.  H.  Schoute,  Bull.  soc. 
math.  de  France,  X,  1882,  S.  114—121. 

5)  On  a  plane  quintic  curve  (Proc.  London  math.  Soc,  2e  Ser.  II,  1904). 
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p  <  6 *).  Eine  Gruppierung  der  Kurven  fünfter  Ordnung  nach  ihren 
Plückerschen  Charakteren  liefert  die  folgende  Tabelle.  Mehrere  dieser 
Gruppen  können  in  Untergruppen  geteilt  werden,  indem  eine  Quintik 
auch  höherer  Singularitäten  fähig  ist.  So  kann  sie  einen  vierfachen, 
oder  einen  dreifachen  Punkt  haben,  aber  nur  einen;  sie  kann  eine 
Sehn  abelspitze,  eine  Wendespitze  haben,  sowie  sog.  Undulations-  oder 
Flachpunkte,  die  dann  mehrere  Doppeltangenten  absorbieren  usw. 


Ab- 
teilung 

Gruppe 

Ord- 
nung 

n 

Doppel- 
punkte 

d 

Spitzen 
i 

Wende- 
punkte 
a 

Doppel- 
tang. 
6 

Klasse 

V 

Ge- 
schlecht 
p 

I 

1 

5 

0 

0 

45 

120 

20 

6 

II      , 

2 

5 

1 

0 

39 

92 

18 

5 

3 

5 

0 

1 

37 

78 

17 

5 

4 

5 

2 

0 

33 

78 

16 

4 

III 

5 

5 

1 

1 

31 

56 

15 

4 

6 

5 

0 

2 

29 

45 

14 

4 

7 

5 

3 

0 

27 

48 

14 

3 

IV 

8 

5 

2 

1 

25 

38 

13 

3 

9 

5 

1 

2 

23 

29 

12 

3 

10 

5 

0 

3 

21 

21 

11 

3 

11 

5 

4 

0 

21 

32 

12 

2 

12 

5 

3 

1 

19 

24 

11 

2 

V 

13 

5 

2 

2 

17 

17 

10 

2 

14 

5 

1 

3 

15 

11 

9 

2 

15 

5 

0 

4 

13 

6 

8 

2 

16 

5 

5 

0 

15 

0 

10 

1 

17 

5 

4 

1 

13 

14 

9 

1 

VI 

18 

5 

3 

2 

11 

9 

8 

1 

19 

5 

2 

3 

9 

5 

7 

1 

20 

5 

1 

4 

7 

16 

6 

1 

21 

5 

0 

5 

5 

0 

5 

1 

22 

5 

6 

0 

9 

12 

8 

0 

23 

5 

5 

1 

7 

8 

7 

0 

VII 

24 

5 

4 

2 

5 

5 

6 

0 

25 

5 

3 

3 

3 

3 

5 

0 

26 

5 

2 

4 

1 

2 

4 

0 

Um  nur  einen  gedrängten  Überblick  über  die  bisher  bearbeiteten 
speziellen  Kurven  5.  Ordnung  zu  verschaffen,  wollen  wir  sie  auf  Grund 
der  Betrachtung  ihres  Geschlechtes  einteilen,  indem  wir  mit  dem 
niedrigsten  beginnen. 

Qmntiken  vom  Geschlechte  p  =  0 .  Es  sind  dieses  bekanntlich 
die  rationalen  Kurven  fünfter  Ordnung;  die  verschiedenen  Gestalten, 


1)  Über  die  Singularitäten  einer  Quintik  vom  Geschlechte  p  <C  4, 
siehe  die  Abh.  von  A.  B.  Bas  set  im  Quarterly  Journ.  Math.  XXXVI,  1905,  und 
XXXVII,  1906. 
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die  sie  annehmen  können,  wurden  von  W.  Fr.  Mayer1)  und  dann  von 
P.  Pield2)  untersucht.  Kennt  man  von  einer  solchen  Kurve  die  sechs 
Doppelpunkte,  so  kann  man  sie  erzeugen  nach  einem  Verfahren,  das 
von  K.  Rohn3)  erdacht  wurde,  uud  den  Vorzug  hat,  zur  Entdeckung 
neuer  Eigenschaften  dieser  Kurve  zu  führen.  Die  Kurve  läßt  sich  je- 
doch auch,  wie  E.  de  Jonquieres  bemerkt  hat4),  als  Erzeugnis  zweier 
projektiver  Büschel  von  Kurven  dritter  Ordnung  erhalten.  Schließ- 
lich kann  eine  Quintik  vom  Greschlechte  0  auch  erzeugt  werden  mit 
Hilfe  zweier  rationaler  Enveloppen,  die  in  eindeutiger  Korrespondenz 
stehen5)  unter  der  Voraussetzung,  daß  ihre  Klassen  2  und  3,  oder  1 
und  4  seien.  Im  ersten  Falle  besitzt  sie  sechs  gewöhnliche  Doppel- 
punkte, von  denen  aber  drei  durch  einen  dreifachen  Punkt  ersetzt  sein 
können;  im  zweiten  Falle  hat  die  Kurve  einen  vierfachen  Punkt. 

Indem  wir  auf  die  Untersuchungen  über  Involutionen,  die  sich 
auf  einer  rationalen  Quintik  aufstellen  lassen6),  nicht  weiter  eingehen, 
sowie  auf  die  Anwendungen  dieser  Kurven  auf  hypergeometrischen  Be- 
trachtungen7) wollen  wir  zur  Aufzählung  einiger  rationaler  Quintiken 
schreiten,  die  sich  besonderer  metrischer  Eigenschaften  erfreuen,  in- 
dem wir  zwar  bemerken,  daß  die  meisten  von  ihnen  jener  unerschöpf- 
lichen Quelle,  nämlich  der  Theorie   der  Kegelschnitte,   entspringen8). 

a)  In  seiner  berühmten  Mitteilung  an  die  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Paris  vom  15.  Februar  1864  hat  M.  Chasles  einen  Satz 
über  die  Theorie  der  Charakteristiken  ausgesprochen;  indem  A.  Cayley 
diesen  spezialisierte,  zeigte  er9),  daß  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
einem  Dreicke  umbeschriebenen  Parabeln  eine  rationale  Kurve  fünfter 
Ordnung  ist.  Er  fand  auch  die  Gleichung,  indem  er  die  Kurve  als 
die  projektive  Transformation  des  Ortes  derjenigen  Punkte  ansah,   in 

1)  Inauguraldiss.,  München,  1878;  Proc.  of  the  R.  Soc,  Edinburgh,  XIII, 
(1886). 

2)  Amer.  Journ.  Math.,  XXVI,  1906,  S.  149. 

3)  Mathem.  Annalen,  XXY,  1886,  S.  598. 

4)  Palermo  Rendiconti,  II,  1887,  S.  118. 

5)  J.  F.  Eberle,  Inaug.  Diss.,  München,  1887  (gedruckt  1892). 

6)  W.  Stahl.  Journ.  f.  Math.  CIV,  1889,  S.  51;  Math.  Ann.  XXXVIII, 
1891,  S.  577;  J.  de  Vries,  Amsterdam  Acad.  Proc,  Xu,  1904,  S.  742. 

7)  G.  Marletta,  Palermo  Rendic.,  XIX,  1905,  S.  113. 

8)  Im  allgemeinen  sei  bemerkt,  daß  derartige  Kurven  3. — 9.  Ordnung  sich 
in  der  Dissertation  von  K.  Dörholt  finden,  über  einem  Dreieck  um-  und  ein- 
geschriebene Kegelschnitte.  (Münster,  1884.)  S.  auch  den  Artikel  von  Dingeldey, 
Kegelschnitte  und  Kegelschnittsysteme  im  III.  Bd.  der  Enzyklopädie  der  math. 
Wissensch.  —  Im  speziellen  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  einem  Dreiecke 
umbeschriebenen  Kegelschnitte ,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Halb- 
achsen konstant  ist  eine  Kurve  fünfter  Ordnung;  sie  geht  durch  die  Kreispunkte 
der  Ebene,  hat  die  Seitenmitten  des  Dreiecks  als  Doppelpunkte  und  zu  Wende- 
asymptoten die  Seiten  desselben.  (Vgl.  G.  Loria,  Studii  sulla  teoria  delle 
coordinate  triangolari  ecc.  Giorn.  di  Matem.  XXIV,  1886,  S.  209). 

9)  The  Educ.  Times,  VII,  1867,  S.  17;  oder  The  collected  Papers,  VII,  S.  522. 
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welchen  die  Tangenten  von  den  beiden  Kreispunkten  I  und  J  an  die 
Kegelschnitte,  die  durch  drei  feste  Punkte  gehen  und  die  Gerade  IJ 
berühren,  sich  schneiden.  Die  parametrische  Darstellung  dieser  Kurve 
wurde  dann  von  S.  Haller  geliefert1);  sie  hat,  wie  dieser  bemerkte, 
sechs  Doppelpunkte,  die  aber  alle  imaginär  sind  und  zu  je  zweien  auf 
drei  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  liegen,  und  als  Doppel- 
tangenten, die  sechs  Geraden,  die  die  Kreispunkte  1,  J  von  den 
Ecken  des  Dreiecks  aus,  das  all  den  betrachteten  Kegelschnitten  um- 
beschrieben ist,  projizieren;  ferner  geht  die  Kurve  offenbar,  wie  auch 
Cayley  bemerkt  hat,  durch  I  und  J. 

b)  Gegeben  sei  ein  Kegelschnittbüschel:  durch  jeden  Punkt  P 
seiner  Ebene  geht  eine  Kurve  des  Büschels.  Man  betrachte  den 
Durchmesser  PP';  dann  läßt  sich  zwischen  den  Punkten  P,  P'  der 
Ebene  eine  eindeutige  involutorische  Beziehung  aufstellen;  sie  ist  von 
der  Art,  daß  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene  eine  Kurve  fünfter 
Ordnung  entspricht,  die  zu  Doppelpunkten  die  Grundpunkte  des  Büschels 
und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  im  Büschel  enthaltenen 
Parabeln  hat.     (Seh oute2)). 

Um  dies  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  es  seien  <p  =  0  und  ^  =  0 
die  kartesischen  Gleichungen  der  gegebenen  Kegelschnitte,  und  X,  Y 
sowie  X',Y'  seien  die  Koordinaten  eines  der  Paare  P,P'  entsprechen- 
der Punkte.  Bezeichnen  dann  Q  und  W  die  Resultate  der  Einsetzung 
x  =  X  und  y  =  Y  in  die  Gleichungen  <jp  und  i\jt  so  wird  IPcp  —  4>t/>  =  0 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes  des  Büschels  sein,  der  durch  P  geht. 
Das  Zentrum  M  dieses  Kegelschnittes  hat  Koordinaten  x,  y  die  man 
aus  den  beiden  Gleichungen 

dos  dx         '  dy  oy  ' 

entnehmen  kann.  Lösen  wir  diese  auf,  so  bekommen  wir  Ausdrücke 
von  folgender  Form 

X  ~   a&  -f  b$W  -f-  cW*   7       y~    a#2+  b$W  +  cW*   > 

wo  die  a,  at  .  .  .  .  b,c2  neun  bestimmte  Konstanten  sind.  Nun  ist 
aber  M  die  Mitte  von  PP\  demnach  ist 

X  +  X'  Y+Y' 

Setzen  wir  nun  hierin  für  x  und  y  ihre  Werte,  so  erhalten  wir  X',  Y' 
ausgedrückt  durch  Funktionen  5ten  Grades  in  X,  Y.    Es  sind  dies  die 


1)  Über  die  Brennpunktskurven  zweier  besonderer  Gruppen  von  Kegelschnitt- 
systemen  (Progr.  München,  1905). 

2)  Wiskundige  Opgaven  met  de  Oplosningen  dor  de  leden  van  het  Wiskundig 
Genotschap  te  Amsterdam,  T.  II,  N.  109. 
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Gleichungen  der  besagten  Transformation.  Wenn  nun  der  Punkt  P' 
die  Gerade  r   mit  der  Gleichung 

aX'  +  ßY'—y  =  0 

beschreibt,  so  beschreibt  der  Punkt  P  die  Kurve  5ter  Ordnung  von 
folgender  Darstellung 

2  { a (oj 0>2  +  bx 0 W  +  cxW2)  +  ß (a2 ®2+b2$W+  c2W2) } 

=  (ccX  +  ßY -  y)  (a<X>2  +  b ®W  +  cW2). 

Diese  Gleichung  läßt  erkennen,  daß  die  Kurve  jene  Punkte,  für  die 
zugleich  <P  =  0  und  W  =  0,  zu  Doppelpunkten  hat,  also  die  Basis- 
punkte des  Büschels.  Außer  diesen  besitzt  sie  noch  zwei  Doppel- 
punkte im  Unendlichen.  Nennen  wir  nämlich  U  den  unendlich  fernen 
Punkt  einer  der  beiden  in  dem  Büschel  enthaltenen  Parabeln,  und 
sind  Ä,B'  die  Punkte  in  denen  diese  Parabel  die  Gerade  r  trifft,  so 
ist  klar,  daß  sowohl  dem  Punkte  Ä  als  auch  B'  der  Punkt  U  ent- 
spricht, folglich  geht  die  der  Geraden  r'  entsprechende  Kurve  zwei- 
mal durch  U.  Demnach  sind  alle  sechs  Doppelpunkte  der  betrachteten 
rationalen  Quintik  bestimmt. 

c)  Die  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Hyperbel 
liegen  und  eine  ihrer  Asymptoten  l  berühren,  ist  eine  bizirkulare 
rationale  Quintik  (Neuberg)1). 

Es  sei  %-r)  =  Ti,  die  Gleichung  der  Hyperbel,  und  es  sei  die  Ab- 
szissenachse diejenige  Asymptote,  die  von  den  Kreisen  berührt  wird. 
Dann  haben  diese  eine  Gleichung  von  der  Form 

O-É)2  +  </2-2^  =  0. 

Eliminieren  wir  £,  so  bekommen  wir 

(j]X  —  h)2  -f  tfy2  —  7j3y  =  0, 

{x2+  y2)v2~  2k2rjX  -  2ri3y  +  fc*=  0. 

Wird  nach  rj  differenziert  so  bekommen  wir 

rj  (x2  -f-  y2)  —  k2x  —  3r}2y  =  0. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Enveloppe  erhalten  wir  nun  durch  Eli- 
mination von  7]  aus  den  beiden  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen; 
die  erstere  kann  durch  folgende  ersetzt  werden 

3v2y  -  (x2  +  if)  rj  +  le2x  =  0. 

Nun  läßt  sich  die  Elimination  leicht  ausführen,  wenn  wir  uns  des 
bekannten  Ausdrucks  der  Resultante  zweier  quadratischer  Gleichungen 
erinnern;  wir  erhalten  so 

[(x2  +  y2)  k2x-9hAy]2=  [-  (x2  +  y2f  +  I2h2xy\  [-  ±Wx2  +  3£4  (x2  +  y2)\ 
1)  Daselbst  Bd.  EI,  N.  82. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  16 
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Werden  die  angedeuteten  Operationen  ausgeführt,  so  findet  man  un- 
schwer ,  daß  die  gefundene  Gleichung  den  Faktor  y  enthält  —  wie 
man  auch  sonst  vorhersehen  konnte  —  und  von  diesem  Faktor  be- 
freit lautet       ^2+^_2^(^+92/2)  +  277A/==0. 

Der  Ort  ist  demnach  von  der  5ten  Ordnung,  symmetrisch  in  bezug  auf 
den  Anfangspunkt;  die  Kreispunkte  sind  Doppelpunkte;  sie  hat  vier 
Spitzen,  die  beiden  reellen  haben  als  Polarkoordinaten 

d)  Die  Normale  in  einem  Punkte  A  einer  Parabel  trifft  die  Kurve 
zum  zweiten  Male  in  JS;  der  Kreis  über  A B  als  Durchmesser  schneidet 
die  Parabel  weiterhin  in  C.  Die  Enveloppe  der  Geraden  BC  ist  eine 
rationale  Quintik  (Gr.  de  Longchamps)1). 

Es  sei  y2=2px  die  Gleichung  der  Parabel;  dann  ist  diese  auch 
folgender  parametrischen  Darstellung  fähig 

x  =  — ,       y  =  l. 

Entspricht  nun  dem  Punkte  A  der  Parameter  a,  so  entsprechen  den 
B  und  C  die  Werte 

_  a2+  2p2  ,       2p2  —  a2 


und  demnach  hat  die  Gerade  BC,   deren  Enveloppe   man   sucht,   die 

Gleichung  a  _   3         ,.    .         .. 

2a2px  +  2a3y  —  (4jp4  —  a?)  =  0. 

Differenzieren  wir  nach  a,  so  bekommen  wir 
2apx  +  3a2y  +  2a3=0. 

Lösen  wir  beide  Gleichungen  nach  x,  y  auf,  so  finden  wir 

_  12  p4  +  a4  _  a4  +  4p4 

2azp      '        tf  as 

als  parametrische  Darstellung  der  gesuchten  Kurve.  Da  nun  in  diese 
auf  den  gemeinsamen  Nenner  2aBp  gebracht,  nur  rationale  Funktionen 
von  nicht  höherem  als  5ten  Grade  eintreten,  so  ist  die  Kurve  von  der 
5ten  Ordnung.  Dem  Leser  sei  überlassen  zu  zeigen,  daß  sie  4  Spitzen 
hat,  von  denen  2  reell  sind,  und  zwei,  immer  imaginäre  Doppelpunkte. 

e)  Rollt  eine  Parabel  auf  einer  anderen,  festen  ihr  kongruenten 
derart,  daß  zu  Beginn  der  Bewegung  die  Scheitel  aufeinanderfallen, 
so  umhüllt  sie  eine  Quintik  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Spitzen  und  zwei  Knotenpunkten  (Mantel)2). 

Die  feste  Parabel  sei  auf  die  Achsen  Ox  und  Oy  bezogen,  so 
daß  die  erstere  Scheiteltanscente  ist,  die  zweite  die  Achse  der  Kurve. 


1)  Das.  Bd.  III,  N.  162.  2)  Das.  Bd.  Ili,  N.  70. 
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Nach  einem  bekannten  Satze  ist  nun,  wenn  die  Normale  in  einem 
Punkte  B  der  beweglichen  Parabel  durch  den  Berührungspunkt  A  der 
beiden  Kurven  geht,  B  ein  Punkt  der  Enveloppe.  Sind  nun  X,  Y 
die  Koordinaten  von  B  in  bezug  auf  die  festen  Achsen,  und  a,  ß  die 
in  bezug  auf  die  beweglichen  Achsen ,  x,  y  die  Koordinaten  des 
Punktes  A  der  festen  Parabel,  und  cp  der  Winkel,  den  die  Tangente 
in  A  mit   Ox  bildet,  so  bestehen  die  folgenden  Gleichungen: 

X=  x  +  (a  —  x)  cos2cp  +  (Jß  —  y)  sin2cp, 
T  =  y  -f-  (a  —  x)  sin  2  cp  —  (ß  —  y)  cos  2  cp . 

x2=2py,     a2=2pß,     tgqp=J-,     y  -  ß  =  —  ^(x  -  a), 

und  deswegen  auch 

2  ,  ,    o    2       n  ß2+  2-P2  (ß2+  2-P2)2 

tgm-         ^2+2^2  m2  J^V+M_ 

9  a4-f-  3ff2o:2-f-  4ff4 

cos  J<jp  -  -  (a*  _|_  p2)  (a,  _|_  4i)2)  ', 


und  schließlich 

^_  3k4  +  8o:2p2+  8j?4  Y_  a4—  4^2a2—  8p4 

cT(o<2  +  4p2)         '  _        2_p  (<z2  -f  4jp2) 

Der  Ort  des  Punktes  A,  die  gesuchte  Enveloppe,  ist  demnach  eine 
rationale  Kurve  5ter  Ordnung;  es  ist  leicht  nachzuweisen,  daß  sie  die 
oben  angegebenen  Singularitäten  besitzt.  Von  projektivem  Gesichts- 
punkte aus  ist  sie  nicht  verschieden  von  der  dualen  zu  einer  Quartik 
mit  einer  Spitze  und  zwei  Doppelpunkten. 

f)  Eine  rationale  Quintik  ist  ferner  die  Kurve  von  der  Eigen- 
schaft, daß  die  Mittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  mit 
dieser  Kurve  eine  Berührung  dritter  Ordnung  haben  (die  sog.  hyper- 
oskulier enden  Hyperbeln),  auf  einer   Geraden  liegen  (Mantel).1) 

Um  dies  nachzuweisen,  beachten  wir,  daß  man  zunächst  folgende 
Tatsache  leicht  beweisen  kann:  „Berührt  ein  Kreis  eine  gleichseitige 
Hyperbel  von  außen,  und  ist  sein  Durchmesser  gleich  dem  Krümmungs- 
radius im  Berührungspunkte,  so  geht  er  durch  das  Zentrum  der  Hy- 
perbel". Hieraus  geht  hervor:  Wenn  ein  Kreis  eine  Kurve  von  der 
konvexen  Seite  her  berührt  und  hat  als  Durchmesser  den  betreffen- 
den Krümmungsradius  im  Berührungspunkte,  so  wird  er  der  geome- 
trische Ort  £1  der  Zentren  der  gleichseitigen  Hyperbeln  sein,  die  in 
dem  Punkte  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  mit  der  Kurve   haben. 


1)  Das.  Bd.  IV,  N.  113. 

16! 
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Betrachtet  man  nun  zwei  solche  zu  unendlich  nahen  Punkten  gehörige 
Kreise,  so  wird  ihr  von  dem  Berührungspunkte  verschiedener  Schnitt 
das  Zentrum  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sein7  die  mit  der  Kurve  im 
besagten  Punkte  eine  Berührung  dritter  Ordnung  hat.  Die  Enveloppe 
der  genannten  Kreise  ist  demnach  die  Ortskurve  der  Zentra  der  die 
gegebene  Kurve  hyperoskulierenden  Hyperbeln. 

Unter  der  Annahme,  daß  dieser  Ort  eine  Gerade  sei,  die  wir  als 
#-Achse  nehmen  wollen,  wird  die  gesuchte  Kurve  dargestellt  durch 

(x  —  a)2+(y-  bf=b2,      x-a  +  y-^  =  0, 

wo  a,  b  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  vorhin  bezeichneten  Ortes 
&  sind,  und  daher  ist  b  eine  Funktion  von  a.  Differenzieren  wir  und 
drücken  aus,  daß  der  Krümmungsradius  der  gesuchten  Kurve  gleich 
dem  Durchmesser  jenes  Kreises  sein  soll,  so  finden  wir 

2(y-t)d£=3b. 

Setzen  wir  nun  x  —  a  =  &-cosqp,  y  —  b  =  fr-sinop,  und  berechnen 

db     dx     dq>  „    ,  ,     .  , 

t—  ,   -=- ,   -—- ,  so  findet  sich 
da 7    da7    da7 

Ö  =  (l  +  singp)s'        a==  ómJ  (1  +  simp)8' 

wobei  m  eine  Integrationskonstante  ist,  und  daher 

•  dq>  m 


,-.        C  sin  qp 

2mJ  an 


sinqp)3'        y         (1 -|-  sinqp)2 

Diese  Integrationen  lassen  sich  leicht  ausführen,  wenn  man 

1  —  z2 

sin  od  =  - — : — r 

r        1  -f  z* 

setzt,  und  dann  bekommt  man 

a  =  ^-Ö2),        ^-  =  (^+1)1. 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  rational  und  von  der  5ten  Ordnung; 
leicht  zu  zeigen  ist  auch,  daß  sie  von  der  sechsten  Klasse  ist,  indem 
sie  vier  Doppelpunkte  und  zwei  (imaginäre)  Schnabelspitzen  be- 
sitzt, usw. 

Weitere  rationale  Quintiken,  die  mit  den  Kegelschnitten  verknüpft 
sind,  wollen  wir  der  Kürze  wegen  nicht  anführen1),  jedoch  über  einige 
andere,  die  von  speziellen  Kurven  3.  und  4.  Ordnung  abgeleitet  sind, 
berichten. 

g)  Der  Ort  der  Ähnlichkeitspunkte  zweier  Kreise,  die  über  zwei 
durch    die    Spitze    gehenden,    zueinander    senkrechten    Sehnen    einer 

1)  Vgl.  Intermédiaire,  VII,  1900,  S.  55  und  217;  VIII,  1901,  S.  89  und  144. 
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Kissoide  als  Durchmesser  beschrieben  sind,  ist  eine  Kurve  5.  Ordnung, 
für  welche  die  Spitze  der  Kissoide  eine  vierfacher  Punkt  ist1). 

h)  Die  Tangente  an  die  Kissoide  in  einem  Punkte  P  trifft  die 
Symmetrieachse  der  Kurve  in  Q  und  die  Senkrechte  hierzu  durch 
die  Spitze  in  R.  Der  Ort  die  Mittelpunkte  der  Strecke  QR  ist  eine 
rationale  Quintik,  die  eine  Spitze  in  der  Spitze  der  Kissoide  hat  und 
den  unendlich  fernen  Punkt  in  senkrechter  Richtung  zur  Achse  als 
dreifachen  Punkt  hat2). 

i)  Man  betrachte  ein  Dreieck,  das  die  eine  Ecke  A  in  der  Spitze 
der  Kissoide  hat,  die  andere  Ecke  B  in  irgend  einem  Punkte  der 
Kurve  und  als  dritte  Ecke  den  Schnitt  C  der  Normale  in  B  mit  der 
Symmetrieachse  der  Kurve  (d.  i.  die  Spitzentangente);  der  geometrische 
Ort  des  Höhenpunktes  eines  solchen  Dreiecks  ist  eine  rationale  Quintik 
mit  einer  Spitze  A  und  einem  dreifachem  in  unendlicher  Entfernung3). 

k)  Gegeben  zwei  Dreiecke  ABC  und  AB  G  in  zwei  verschiedenen 
Ebenen  %  und  %  (die  auch  zusammenfallen  können);  man  betrachte 
als  entsprechend  zwei  Punkte  M  und  M',  wenn  die  Winkel,  unter 
denen  die  Seiten  B'C,  CA',  A'B'  von  M'  aus  gesehen  werden,  die 
gleichen  sind,  unter  denen  auch  BC,  CA,  AB  von  M  aus  gesehen 
werden.  Wenn  nun  M  eine  Gerade  beschreibt,  beschreibt  M'  eine 
rationale  Quintik4). 

1)  Geht  man  von  einer  Kurve  zu  ihrer  Fußpunktkurve  oder  zu 
ihrer  Gegenfußpunktkurve  (Antipedale)  über  —  vgl.  Abschn.  VII, 
Kap.  8  —  so  bleibt  das  Geschlecht  erhalten.  Ist  daher  jene  Kurve 
von  der  5.  Ordnung,  so  gehört  sie  der  augenblicklich  von  uns  be- 
trachteten Gruppe  an.  Im  speziellen  trifft  dies  zu  für  die  Antipedale 
einer  Parabel,  für  die  Fußpunktkurve  einer  kubischen  Parabel,  wenn 
der  Pol  in  den  Anfangspunkt  fällt5),  und  für  die  Antipedale  einer 
Kissoide,   wenn  der   Schnitt  der  Achse  mit  der  Asymptote  Pol  ist6). 

m)  Schließlich  findet  sich  eine  rationale  Quintik  mit  einem  vier- 
fachen Punkte  unter  denjenigen,  deren  mechanische  Erzeugung  Leb  e  au 
zeigte7). 

Kurven  5.  Ordnung  vom  Geschlechte  p  =  1.  Mit  den  ver- 
schiedenen Gestalten,  deren  die  elliptischen  Quintiken  fähig  sind, 
hat     sich    P.    Field8)    beschäftigt;    ihre    parametrische    Darstellung 

1)  E.  N.  Barisien  im  Intermédiaire  VIII,  1902,  S.  88. 

2)  E.  K  Barisien,  Interméd.  VII,  1900,  S.  57. 

3)  E.  N.  Barisien,  Interméd.  VII,  1900,  S.  277. 

4)  E.  Duporcq,  Intermédiaire  VII,  1900,  S.  217. 

5)  A.  B.  Bas  set,  An  element.  treatise  on  cubie  and  quartic  curves  (Cam- 
bridge, 1901)  S    9. 

6)  E.  N.  Barisien,  Intermédiaire,  VII,  1900,  S.  278. 

7)  J.  Neuberg,  Sur  les  lignes  tracées  par  le  curvigraphe  V.  Lebeau  (Liege 
Mém.  III  Ser.  V,  1904)  N.  35. 

8)  Amer.  Journ.  Math.  XXVII,  1905,  S.  243. 
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hat     Gr.    Humbert1)     geliefert     mit     Hilfe     der     fünf    Funktionen 

&U  -\-  —j  (i  =  0,  1,  2,  3,  4)  der  Perioden  co,  to'.    Mittels  dieser  zeigte 

er;  daß  eine  elliptische  Quintik  immer  erhalten  werden  kann  durch 
Projektion  des  Schnittes  zweier  kubischer  Flächen,  der  übrig  bleibt, 
wenn  die  beiden  Flächen  sich  längs  eines  gemeinsamen  Kegelschnittes 
berühren  derart,  daß  die  Geraden  in  denen  die  beiden  Flächen  über- 
dies noch  von  der  Ebene  des  Kegelschnittes  geschnitten  werden,  sich 
in  einem  Punkte  jener  Schnittkurve  treffen.  Durch  Anwendung  der 
allgemeinen  Theorie  der  elliptischen  Kurven  gelangte  derselbe  Geo- 
meter  zu  folgendem  Satze2):  „Die  eine  elliptische  Quintik  fünffach  be- 
rührenden Kegelschnitte  bilden  vier  bestimmte  Systeme,  indem  die 
Summe  der  Argumente  der  Berührungspunkte  für  die  Kurven  eines 
Systems  dieselbe  ist;  drei  von  diesen  Gruppen  umfassen  je  16  Kegel- 
schnitte, während  die  vierte,  nämlich  diejenige,  für  welche  die  Summe 
der  Argumente  der  Berührungspunkte  gleich  -§-(ra  -f  5  a/)  ist,  nur  fünf 
eigentliche  Kegelschnitte  enthält,  außer  den  Geraden  der  Ebene,  die 
jede  doppelt  zu  zählen  sind.  Sind  A,  B,  C,  D,  E  die  Doppelpunkte 
der  Kurve,  und  man  legt  durch  vier  von  ihnen,  z.  B.  A,  B,  C,  D, 
einen  Kegelschnitt,  und  bestimmt  die  beiden  anderen  Schnitte  L,  M 
mit  der  Kurve,  so  umhüllt  die  Gerade  LM  bei  Variation  jenes  Kegel- 
schnitts einen  der  genannten  fünffach  berührenden  Kegelschnitte,  und 
dessen  Berührungspunkte  liegen  mit  A,  B,  C,  D  auf  einer  Kurve 
3.  Ordnung,  die  in  E  den  durch  die  Doppelpunkte  der  Kurve  be- 
stimmten Kegelschnitt  berührt. 

Die  Existenz  von  Quintiken  mit  5  Spitzen  wurde  zugegeben  von 
A.  Clebsch3)  und  nachgewiesen  von  P.  del  Pezzo4),  der  eine  solche 
Kurve  aus  einer  zweispitzigen  4.  Ordnung  durch  eine  geeignete  qua- 
dratische Transformation  herleitete.  Die  resultierende  Kurve  ist  von 
der  fünften  Klasse  und  hat  auch  fünf  Wendepunkte,  ist  also  zu  sich 
selber  dual. 

Eine  elliptische  Quintik,  die  in  metrischer  Beziehung  spezialisiert 
ist,  liefert  der  Ort  der  Scheitel  der  Hyperbeln,  die  alle  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  eine  feste  Gerade  berühren  und  eine  Senkrechte  zu 
dieser  Geraden  zur  gemeinsamen  Asymptote  haben5). 

Kurven  5.  Ordnung  vom  Geschlechte  p  —  2.  Hat  eine  Quintik 
vier  Doppelpunkte,  so  wird  jeder  durch  diese  gehende  Kegelschnitt 
die  Kurve  außerdem  noch  in  zwei  Punkten  schneiden,  deren  Gesamt- 

1)  Bull.  Soc.  Math,  France  IX,  1881,  S.  166. 

2)  Thèse  sur  les  courbes  de  genre  1  (Paris,  1886)  S.  77  und  85. 

3)  Journ.  f.  Math.  LXIV,  1865,  S.  250. 

4)  Mendic.  Acc.  Napoli,  IL  Ser.  III  1889,  S.  46—49.  Vgl.  P.  Field,  On 
the  forme   of  a  plan  quintic  ivith  five  cusps  (Trans.  Amer.  Math.  Soc.  VII,  1905). 

5)  Barbarin,  Intermédiaire  VIII,  1901,  S.  89. 
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heit  eine  quadratische  Involution  bildet.  Die  Geraden,  die  ent- 
sprechende Punkte  verbinden,  umhüllen  im  allgemeinen  eine  Kurve 
2.  Ordnung,  den  sogenannten  „Fundamentalkegelschnitt".  Bedeuten 
A,  B,  C  drei  lineare,  P,  Q  zwei  quadratische  Funktionen  der  homogenen 
Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  und  ist  X  ein  Parameter,  so 
kann  eine  Quintik  vom  Geschlechte  2  durch  folgende  projektive 
Systeme  erzeugt  gedacht  werden 

A  +  2BX  +  CX*  =  0,    P-\-XQ  =  0, 
oder  durch 

(AQ  -  BP)  +  {BQ  -  CP)X  =  0,     /»+  XQ  =  0. 

Hieraus  folgt,    daß   die  Kurve  selbst  folgende  Gleichung   haben  muß: 

AQ2  —  2BPQ-}-CP*  =  0. 

Der  Fundamentalkegelschnitt  kann  in  speziellen  Fällen  als  Enveloppe 
sich  auf  einen  Punkt  reduzieren;  dann  heißt  die  Quintik  „von  der 
IL  Spezies"  und  kann  durch  ein  Strahlenbüschel,  der  in  projektiver 
Beziehung  mit  einer  in  einem  Kegelschnittbüschel  bestehenden  Invo- 
lution steht,  erzeugt  werden1). 

Die  Quintiken  mit  vier  Doppelpunkten  gehören  der  großen  Klasse 
von  Kurven  an,  für  welche  die  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes 
durch  zwei  ganze  lineare  Funktionen  und  durch  Quadratwurzeln  zweier 
ganzer  rationaler  Funktionen  eines  Parameters  ausdrückbar  sind.  Von 
diesem  Gesichtspunkte  aus  wurden  sie  von  C.  Weltzieu2)  untersucht, 
der  von  einer  solchen  Darstellung  ausgehend  ihre  Gleichung  und  die 
Koordinaten  der  Doppelpunkte  bestimmt  hat. 

Eine  derartige  Quintik  vom  Geschlechte  2  und  von  der  IL  Spezies, 
die  metrisch  spezialisiert  ist,  hat  folgende  Entstehungs weise:  „In  der 
Ebene  der  drei  Punkte  A,  B,  C  (s.  Taf.  VIII,  Fig.  59)  errichte  man 
die  Mittelsenkrechte  auf  BC,  OY.  Durch  A  ziehe  man  eine  beliebige 
Gerade,  die  OY  in  M  schneidet;  zu  beiden  Seiten  von  M  trage  man 
auf  OY  die  Strecken  MNt  =  MN2  =  MB  ab,  dann  beschreibe  man 
um  N1  und  N2  Kreise  die  durch  B  (and  C)  gehen;  der  geometrische 
Ort  der  Schnittpunkte  P  dieser  Kreise  mit  der  durch  A  gelegten 
Geraden  ist  die  Kurve3)".  Um  ihre  Gleichung  zu  finden,  nehmen  wir 
BC  als  #-Achse,  OY  als  «/-Achse4),  a  und  b  seien  die  Koordinaten 
des  Punktes  A,  l  die  Länge  von  BC  und  k  die  Ordinate  von  M.  Dann 
ist  die  Gleichung  des  beliebigen  Strahles  AM 

X(x  —  a)  —  (bx  —  ay)  =  0 (1) 


1)  J.  de  Vries,   Wiener  Sitzungsber.  CIV,  1895,  II.  Abt.  S.  46. 

2)  Math.  Ännalen,  XXX,  1887,  S.  537—539  und  543—547. 

3)  G.  Espanet,  Intermédiaire  IX,  1902,  S.  3. 

4)  G.  Loria,  Intermédiaire,  XIII,  1906,  S.  265. 
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während  die  Ordinaten  von  Nt  and  N2  sind 


^  =  A+]/Z2  +  X2. 

Nun  folgt  ans  dieser  Gleichung,    daß  X  =  ^ — ,  und  wir  sehen,  daß 

zwischen  den  Strahlen  des  Büschels  (Ä)  und  den  Kreisen  des  Büschels 
mit  den  Grundpunkten  B,  C  eine  Korrespondenz  (2,  1)  hesteht.  Um 
die  Ordnung  der  Kurve  zu  finden,  kann  man  demnach  auf  das 
Chaslesche  Korrespondenzprinzip  zurückgreifen,  und  findet  durch  An- 
wendung desselben  tatsächlich^  daß  die  Kurve  von  der  Ordnung  5  ist. 
Sie  geht  einmal  durch  A  hindurch,  indem  nur  ein  einziger  Kreis  des 
Büschels  durch  A  geht,  dagegen  zweimal  durch  jeden  der  Punkte 
B,  C,  indem  zwei  Kreise  des  Büschels  jedem  der  Strahlen  AB,  AG 
entsprechen.  Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Kreispunkte  Doppel- 
punkte der  Kurve  sind. 

In  dem  Kreisbüschel  gibt  es  einen  Kreis,  der  durch  die  Gerade 
BC  und  die  unendlich  ferne  gebildet  wird;  der  entsprechende  Strahl 
des  andern  Büschels  ist  das  von  A  auf  BC  gefällte  Lot.  Die  Kurve 
geht  infolgedessen  auch  durch  den  Fußpunkt  F  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  dieses  Lotes.  Dies  alles  ergibt  sich  auch  aus  der 
Gleichung  der  Kurve,  die  entsteht,  wenn  man  aus  der  Gleichung  (1) 
und  der  folgenden 

x2  +  y2  -  2Xy  -l2  =  ±  2yYl2  +  X2      ....     (2) 

X  eliminiert.     Die  gesuchte  Gleichung  wird  alsdann 

(x2  +  y2-  l2)2  (x-a)-  ±y(x2  +  y2- 12)  (bx  -  ay)  =  4l2y2(x  -  a) .  (3) 

Aus  dieser  folgt,  daß  jeder  Kreis  durch  die  Punkte  B  und  C,  z.  B. 
der  mit  der  Gleichung 

x*  +  yS-2Qy  =  l*} 

die  Kurve  außer  in  den  Doppelpunkten  noch  in  zwei  anderen  Punkten, 
die  der  Geraden 

(q2  —  l2)  (x  —  a)  =  2q(1)X  —  ay) 

angehören,  trifft;  diese  Gerade  geht,  welches  auch  der  Wert  von  q 
sein  mag,  immer  durch  A.  Erinnern  wir  uns  des  vorhin  Gesagten, 
so  erkennen  wir  daraus,  daß  die  betrachtete  Quintik  von  der  IL  Spezies 
ist.  —  Für  den  Spezialfall,  daß  der  Punkt  A  mit  B  oder  C  zu- 
sammenfällt, spaltet  sich  die  Gleichung  (3)  in  die  beiden 

(x  _  Z)2  +  f  .  o,     (x  +  l)  (x  -  l)2  =  y2(Sl  -  x)  ; 

die  erste  stellt  einen  Punktkreis,  die  zweite  eine  gerade  Strophoide 
dar,  so  daß  wir  damit  eine  neue  Erzeugungsweise  dieser  Kurve  erhalten 
haben! 
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Knrven  5.  Ordnnng  vom  Geschlechte  p  =  3.    Zu  dieser  Kategorie 
gehören  die  Quintiken  mit  einem  dreifachen  Punkte,  die  in  homogenen 
Koordinaten    durch    eine    Gleichung    von    folgendem    Typus    darstell- 
bar sind:  .    9   ,   c.n  _       _ 
Ax32  +  2Bx3  -f  C  =  Q, 

wobei  A,  B,  C  binäre  Formen  in  xv  x2  vom  Grade  3,  4,  5  darstellen. 
Bemerkenswert  ist  der  Fall1),  daß  C  =  AQ,  wo  Q  eine  binäre  qua- 
dratische Form  ist;  alsdann  schneiden  die  Tangenten  an  die  Kurve 
in  dem  dreifachen  Punkte  diese  außerdem  noch  in  drei  Punkten,  die 
in  gerader  Linie  liegen,  auch  besitzt  die  Kurve  selbst  weitere  elegante 
Eigenschaften. 

Knrven  5.  Ordnnng,  die  eine  Qrnppe  linearer  Transformationen 
in  sich  selbst  besitzen.  Die  Bestimmung  dieser  bemerkenswerten 
Klasse  von  Quintiken  wurde  von  V.  Sneyder  ausgeführt2).  Die  er- 
haltenen Resultate  finden  sich  zusammengestellt  in  der  folgenden 
Tabelle,  die  analog  der  in  Nr.  53  für  die  Kurven  4.  Ordnung  ge- 
machten Aufstellung  ist: 

1.  G2Q     axxx2  +  bx3  =  0 

axxx2x3   +  b(x15  +  x35)  =  0 
ax3{xx  +  ax2)  +  bx^{x*  +  bx23)  =  0 
ax*x2  +  bx3  =  0 
x*<p2(x2,  x3)  +  cph(x2,  x3)  =  0 
ax^x2  +  bxt5  +  cx3  =  0 

ax±x2  +  b{x2  -f  ^35)  =  0 

%*  +  9>5(%  **)  =  0 

^3   ^2       i     %2\%1       I"  ^2  )  =  ^ 
1       3   "T"  *^2   ■*'l   ~~ T~  **^3    ^2  —  v 

/y»     O  /yi      2         1  /yt      ö /y»     2  I  /y»     3  /y*     A     ^—     () 

1       3     ^^      2       1        «^      S       2      — 

aöj5  +  6^x3(52  +  cö^ög  +  dtf^2  +  e<?2(?3  =  0 

^l5  +  #25  +  ^35  =  0  . 

Hierin  bedeuten  a,  b,  c  Konstanten;  <pk  sind  binäre  Formen  vom  Grade  Ti, 
während  6k  eine  elementar  symmetrische  Form  von  der  Dimension  Je 
in  den  Größen  xv  x2,  x3  ist,  während  die  Bedeutung  von  Gr  dieselbe 
ist  wie  in  Nr.  53. 
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1)  W.  R.  Westroop  Roberts,  Proc.  Irish.  Ac.  XXIY  A,  1902,  S.  34—44. 

2)  Plane    quintic   curves  which  possess  a  group  of  linear  Transformations 
(Amer.  Journ.  Math.  XXX,  1908). 
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Zweites  Kapitel. 
Die  Kurven  sechster  Ordnung. 

a)  Allgemeines. 

102.  Die  einzigen  uns  bekannten  Sätze  über  die  allgemeinen 
Kurven  6.  Ordnung  —  die  wir  kurz  Sextik  nennen  wollen  —  sind 
die  von  Clebsch1)  gefundenen  über  die  Zahl  (320)  und  den  gegen- 
seitigen Zusammenhang  der  Berührungspunkte  der  Quintiken,  die  eine 
solche  Kurve  in  10  Punkten  oskulieren. 

Um  an  einem  Beispiele  die  Anwendung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Funktionen  zu  zeigen,  hat  A.  Cayley2)  eine  Sextik  mit 
5  Doppelpunkten  vom  Geschlechte  5  betrachtet  und  die  Serie  g± 
untersucht,  die  gebildet  wird  von  Quadrupeln  solcher  Kurvenpunkte, 
daß  jede  Kurve  3.  Ordnung,  die  durch  drei  Punkte  eines  Quadrupels 
geht,  infolge  dessen  den  vierten  enthält.  Auf  dieselbe  Kurve  traf 
G.  Humbert3)  im  Verlaufe  anderer  Untersuchungen;  als  er  sich 
nämlich  mit  dem  System  der  kubischen  Raumkurven  beschäftigte,  die 
durch  fünf  feste  Punkte  gehen,  stieß  er  auf  eine  Raumkurve  7ter  Ord- 
nung, die  von  einem  beliebigen  ihrer  Punkte  auf  eine  Ebene  projiziert, 
eine  Sextik  mit  5  Doppelpunkten  liefert,  derart,  daß  5  der  Tangenten 
an  die  Kurve  in  den  Doppelpunkten  in  einen  Punkt  zusammenlaufen, 
und  dasselbe  für  andere  fünf  eintritt.  Die  beiden  Konvergenzpunkte 
gehören  dem  durch  die  singulären  Punkte  bestimmten  Kegelschnitt  an. 

Vom  Geschlechte  4  sind  die  Sextiken  mit  2  dreifachen  Punkten, 
deren  Formen  Hjelmman4)  untersucht  hat.  Auf  eine  Sextik  vom 
Geschlechte  3  stieß  Steiner  im  Verlaufe  seiner  berühmten  Unter- 
suchungen über  die  zentrischen  Kurven:  es  ist  der  Ort  der  Doppel- 
punkte der  rationalen  Kurven  3.  Ordnung,  die  durch  sieben  feste 
Punkte  gehen,  die  für  diesen  Ort  zu  Doppelpunkten  werden5).     Diese 


1)  Journ.  f.  Math.  LXIV,  1865,  S.  250. 

2)  Math.  Ännalen,  VIII,  1825,  oder  Collected  Papers,  IX,  S.  504. 

3)  Sur  un  complexe  remarquable  de  coniques  (Journ.  Ec.  polyt. ,  Cah.  LXIV, 
1894,  S.  137). 

4)  Sur  les  courbes  planes  du  6ième  ordre  à  deux  points  triples.  (Öfver.  of 
Finska  Soc.  XL,  1897—1898). 

5)  Ges.  Werke  II  S.  526.  Allgemeiner  und  von  der  6.  Ordnung  ist  der 
Ort  der  Doppelpunkte  der  Kurven  3.  Ordnung  eines  Netzes  (nämlich  die  Jacobische 
des  Netzes).  Dagegen  ist  der  Ort  der  Spitzen  eines  dreifach  unendlich  linearen 
Systems  von  Kurven  zufolge  eines  allgemeinen  Satzes  von  E.  Caporali  (Mem.  di 
geometria,  Napoli  1888,  S.  177)  12ter  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Punkte  in 
jedem  der  Fundamentalpunkte  des  Systems;  somit  hat  Steiner  mit  seiner  Be- 
hauptung (a.  0.)  daß  sie  eine  Sextik  mit  den  Fundamentalpunkten  als  Doppel- 
punkten sei,  Unrecht.  Der  Fall,  daß  das  lineare  System  aus  Kurven  3.  Ordnung 
besteht,  die  durch  6  feste  Punkte  gehen,  wurde  von  P.  H.  Schoute  untersucht 
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Kurve  gehört  auch  zu  der  von  Weltzien  in  einer  schon  (S.  247)  zitierten 
Schrift  betrachteten  Kategorie;  daselbst  findet  sich  sowohl  die  Glei- 
chung der  Kurve  als  auch  die  Angaben  zur  Bestimmung  ihrer  singu- 
lären  Punkte1). 

Eine  elliptische  Sextik  hat  im  allgemeinen  neun  Doppelpunkte, 
einige  von  diesen  können  Spitzen  sein.  Beachten  wir  —  was  leicht  einzu- 
sehen —  daß    eine    elliptische  Kurve    von   der   Ordnung  n  höchstens 

3  n 

—  Spitzen  haben  kann,  so  ergibt  sich,  daß  eine  elliptische  Sextik 

höchstens  neun  haben  kann;  um  zu  sehen,  daß  diese  Maximalzahl 
wirklich  erreicht  wird,  genügt  es,  die  reziproke  Kurve  zu  betrachten, 
die  eine  allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  ist,  da  eine  solche  von 
der  6.  Klasse  ist  und  neun  Wendepunkte  hat.  Eine  solche  Sextik 
läßt  3  Kurven  3.  Ordnung  zu,  die  sie  neunfach  berühren2). 

G.  Salmon3)  hat  bemerkt,  daß  die  neun  Doppelpunkte  einer  ellip- 
tischen Sextik  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  und  daß  neun  be- 
liebig gewählte  Punkte  nur  für  die  Sextik  Doppelpunkte  sind,  die 
gebildet  wird  von  der  zweimal  gezählten  Kurve  3.  Ordnung,  die  durch 
jene  9  Punkte  bestimmt  ist.  Dies  Resultat  wurde  von  Halphen4) 
praezisiert,  der  in  verschiedener  Form  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür  aufgestellt  hat,  daß  die  9  Punkte  die  Doppelpunkte 
einer  eigentlichen  Kurve  6.  Ordnung  sind,  indem  er  sie  aus  der 
allgemeinen  Kurvenglei chung,  die  wir  hier  angeben  wollen,  herleitete. 
Es  sei 

A  =  OJjä/j    \X%  T"  %$)     \     &S&2   \p&8     <    ^l)     <     a3^3  v^i  ~T  X%)  ) 


P  =  JÜPi&x* ,      Q  =  2g.ikxixh  >     R  =  2r, 


Ol/ •00  j. 


D    Jjc)  tÄ/n  m       ~~J~     'JL'^Jbi   *4     ~* j"~     U/H   Xo"    • 

CC  —  OC*  OC-t    ~~\~  CCn  OCa  ~y~  CCo  OGo 

ß  -  fen  +  *nK'  +  (2p23  +  ^  +  ^)  x,H,  +  •  •  • 

y  =  lxtx2x3  +  a^xlz  +  l^-J^  +  ~a—)^xz  H 

Hierin  bedeuten  xv  x2,  x3  homogene  Koordinaten,  und  die  durch  die 
verschiedenen  Indizes  variierten  Buchstaben  Konstanten.  Dann  ist  das 
Polynom  ^  _  2ßg/l  + 


(Verslagen  K.  Acad.  Amsterdam  XV,  1906  —  1907);  insbesondere  hat  er  auch 
den  Fall  untersucht,  daß  die  6  Punkte  die  Ecken  und  das  Zentrum  eines  regel- 
mäßigen Fünfecks  bilden,  sowie  andere  bemerkenswerte  Fälle. 

1)  Math.  Ann.  XXX,  1887,  S.  540  und  544. 

2)  A.  Clebsch,  Journ.  f.  Math.  LXIV,  1865,  S.  250. 

3)  Salmon-Fiedler,   Anal.   Geom.  d.  höh.  eb.  Kurven,   II.  Aufl.  (Leipzig, 
1887)  S.  42. 

4)  Bull.  Soc.  Math.  France,  X,  1882,  S.  162—172. 
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teilbar  durch  xxx%x3,  und  der  Quotient  gleich  Null  gesetzt  liefert  die 
Gleichung  der  fraglichen  Sextik. 

Elliptisch   sind   auch  die  Kurven,  die  R.  A.  Roberts1)  auB  der 

/dx 
—  hergeleitet  hat,  wo 

X  =  (x  —  a)  (x  —  6)  (x  —  c); 
dies    Integral    ist    nämlich   elliptisch,    aber    die   Differentialgleichung 

*%  +  *%  =  0 (1) 

besitzt    ein   algebraisches    Integral,    das  man   auf  folgende  Weise  er- 
halten kann.     Man  setze 

{x  —  x^  (x  —  x2)  (x  —  x3)  =  q>(x)     und     (px  +  qf  =  X  -f-  Xcp(x)  .  (2) 

Betrachtet  man  dann  #15  x2,  xz  als  Funktionen  von  p  und  q,  so  erhält 
man  durch  Differenzieren 

^(p{x\)  =  ^(Pxi  +  ü)  (xi  '  dp  +  dq) 

oder,  weil  px1-\-q=  X^', 

X  •  dx^        3  (#!  •  dp  4-  dq) 


XJ 


tp'fa) 


Da  nun  aus  dieser  Beziehung  noch  zwei  andere  entstehen,  indem  man 
x1  in  x%,  x3  verwandelt,  so  schließt  man,  daß 

dxx     .    ax2     .    clx3         /-,  ^o\ 

— 2  H 2  H 2  =  u  ; W 

*iT       *2*       X* 

welche  Differentialgleichung  mit  (1)  übereinstimmt,  wenn  x3  =  const. 
Nun  folgt  aber  aus  (2) 

^/X(p(a)=pa-\-q,     Vüpjh)  =  pl  +  q,    fyl<p(c)  =pc  + q, 
daher 

(6-c)V9W+(c-a)f/^  +  (o-6)f^"-0    .     .     (4) 

und  dies  ist  das  gesuchte  algebraische  Integral  von  Gleichung  (1). 
Setzt  man  jetzt 

xt  =  x  +  iy,    x2  =  x  —  iy ,    xa  =  const. , 

so  stellt  Gleichung  (4)  ein  System  von  Sextiken  dar,  derart,  daß 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  drei  hindurchgehen;  für  alle  Kurven 
des  Systems  sind  die  Kreispunkte  I  und  J  dreifache  Punkte,  außer- 
dem  besitzt   jede   noch    drei  Doppelpunkte   in   endlicher  Entfernung. 


1)  On  certain  curves  of  the  sixt  order  (Mess.  of.  Math.  II,  Ser.  XV,  1885/86, 
S.  26—32). 
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Sie  sind  von  der  12ten  Klasse  und  besitzen  18  Wendetangenten,  6  von 
diesen  gehen  zu  je  dreien  durch  die  beiden  Punkte  I  und  J,  und  je 
zwei  konjugierte  treffen  sich  in  einem  der  Brennpunkte  der  Kurve. 
Bezeichnen  wir  die  letzteren  mit  A,  B,  C,  so  kann  die  Kurve  auch 
als  der  Ort  derjenigen  Punkte  P  aufgefaßt  werden,  für  welche  das 
Produkt  AP  •  BP  •  CP  in  einem  konstanten  Verhältnisse  zu  der 
Länge  der  von  P  an  den,  dem  Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Kreis 
gezogenen  Tangente  steht;  in  bezug  auf  den  genannten  Kreis  ist  die 
behandelte  Sextik  eine  anallagmatische  Kurve  (s.  V.  Abschn.,  Kap.  14). 
Schließlich  kann  eine  dieser  elliptischen  Sextiken  auf  drei  Arten  als 
die  Enveloppe  eines  Kreises  betrachtet  werden,  der  einen  festen  Kreis 
orthogonal  schneidet,  und  dessen  Zentrum  auf  einer  dreispitzigen 
Hypozykloide  liegt. 

Eine  rationale  Sextik  entsteht  als  Ort  der  Schnitte  entspre- 
chender Tangenten  zweier  Enveloppen  von  der  Klasse  2  und  41);  als 
solche  kann  man  z.  B.  einen  Kegelschnitt  und  seine  Evolute  nehmen, 
und  die  entsprechende  Korrespondenz  läßt  sich  herstellen  a)  zwischen 
der  Tangente  an  den  Kegelschnitt  im  Punkte  M  und  der  Normalen 
in  einem  Punkte  M ',  derart,  daß  die  Gerade  MM'  immer  durch  einen 
festen  Punkt  geht2),  oder  b)  zwischen  der  Tangente  in  M  und  der  Nor- 
male in  M '  derart,  daß  M  und  M'  die  Endpunkte  zweier  konjugierter 
Durchmesser  des  Kegelschnittes  sind3). 

Eine  rationale  Sextik  ist  auch  die  Brennlinie  durch  Spiegelung 
(Katakaustika)  eines  Kreises  für  den  Fall,  daß  der  leuchtende  Punkt 
eine  beliebige  Lage  hat.  Sie  hat  vier  Doppelpunkte  und  sechs 
Spitzen  (also  keine  Wendepunkte)  und  wurde  eingehend  von  A. 
Cayley4)  untersucht  und  ferner  von  T.  I.  J.  Bromwich5),  der  sie 
direkt  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten  betrachtete. 

Zu  Kurven  sechster  Ordnung  führt  auch  eine  Anwendung  der 
Theorie  der  Charakteristiken  von  Chasles.  Beachten  wir,  daß  die  von 
Kegelschnitten,  die  durch  p  Punkte  gehen  und  t  Geraden  berühren, 
gebildeten  Systeme  folgende  Charakteristiken  haben  (wenn  p  -f-  t  =  4)  : 
(1,2),  (2,  4),  (4,  4),  (4,  2),  (2,  1):  demnach  ist  die  Zahl  der  Kurven  des 
Systems,  die  einen  festen  Kegelschnitt  berühren,  bzw.  6,  12,  16,  12,  6. 
Bezeichnet   man   daher  mit  G  die  Bedingung  für  einen  Kegelschnitt, 

1)  Vgl.  die  S.  239,  zitierte  Diss.  von  Eberle. 

2)  P.  Hendlé,  im  Intermédiaire  VII,  1900,  S.  228. 

3)  Barisien,  Ler,  Malo,  Tafelmacher  und  Lez  im  Intermédiaire  XI, 
1904,  S.  94.   225,  294;  XIII,  1906,  S.  20. 

4)  Phil.  Trans.  London  CLXVIII  (1858)  oder  Collected  Papers  II,  S.  33—44. 

5)  Amerio.  Journ.  Mathem.  XXVI,  1904.  Man  kann  noch  bemerken,  daß  auch 
sechster  Ordnung  die  Kaustika  eines  Kegeschnittea  ist,  wenn  der  leuchtende 
Punkt  im  Mittelpunkte  der  Kurve,  oder  unendlich  fern  auf  einer  Achse,  oder 
wenn  es  sich  um  eine  Parabel  handelt,  auf  deren  Achse  das  Licht  liegt:  vgl. 
G.  Steiner,  Diss.  Lund  1896,  S.  35—41. 
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daß  er  einen  andern  festen  berühre,  so  ergibt  sich  aus  dem  Vorigen 
folgende  Reihe  von  Charakteristiken  der  vier  speziellen  Kegelschnitt- 

Systeme  (3^  C)  =  (6,  12);     (2p,  Ir,  G)  =  (12,  16); 

(li),2r,C)  =  (16,12);     (3r,  C)  =  (12,  6). 

Wendet  man  nun  auf  die  beiden  ersten  Systeme  einen  allgemeinen 
Satz  von  Chasles  an,  so  schließt  man: 

Der  Ort  der  Zentra  derjenigen  Kegelschnitte  die  einen  festen 
Kegelschnitt  berühren  nnd  durch  ein  nnd  denselben  festen  Punkt 
gehen,  ist  eine  Kurve  sechster  Ordnung;  letztere  ist  rational1). 

Damit  ist  die  Aufzählung  der  Sextiken,  die  mit  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  verknüpft  sind,  bei  weitem  nicht  erschöpft,  wie  wir  in 
den  folgenden  Darlegungen  zeigen  werden. 

b)  Sextiken,  die  mit  dem  Normalen-Problem  der  Kegel- 
schnitte verknüpft  sind. 

103.  Wir  betrachten  einen  zentrischen  Kegelschnitt,  z.  B.  die 
Ellipse  .  . 

fr  +  f-1       (1) 

oder  in  parametrischer  Darstellung 

x  =  a-coscp,        y  =  b-sinq) (1') 

Setzen  wir,  wie  üblich,  a2  —  b2  =  c2  und  nennen  u  und  v  die  Plücker- 
schen  Koordinaten  einer  Normalen  der  Kurve,  so  ergibt  sich  leicht,  daß 

u  =  -5 ,      v  =  -r-. (z) 

CzCOSqp7  (rsinqp  v    ' 

Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  den  Winkel  cp,  so  erhalten 
wir  die  Tangentialgleichung  der  Evolute  der  Ellipse  (1)  in  folgender 

a2v2  -f-  b2u2  —  c2u2v2  =  0. 

Um   nun   die  Geraden   dieser   Enveloppe  zu   finden,   die   durch  einen 

Punkt  mit  den  Koordinaten  |,  r\  gehen,  setzen  wir  - — j?=  lf  d.h.  wir 

betrachten  die  Gerade,  die  zu  Plückerschen  Koordinaten  hat 

X  1 

lg  —  r\-  Xt,—r\ 

Damit  diese  die  Evolute  berühre,  muß  der  Parameter  l  offenbar  der 
Gleichung  genügen 

a2-\-bn2  _        c*  0 

iH-nr      (H-n)~    ' 

1)  Barisien,  Brocard,  Malo,  Mathieu  und  Retali  im  Intermédiaire: 
XI,  1904,  S.  239,  303;  XII,  1905,  S.  228;  XIII,  1906,  S.  40,  108. 
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oder  auch 

V^X*  _  2h^n X3  +  O2!2  +  &V  -  c4)  ^  -  2a2ir]  X  +  a2r}2  =  0.    (3) 

Dies  ist  eine  biquadratische  Gleichung  für  X,  deren  vier  Wurzeln  die 
Normalen  der  Ellipse  geben;  die  durch  den  Punkt  (£,  rf)  gehen.  Die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  hat  zwei  Invarianten  i,  j,  nämlich 

j  =1   {(a2|2  +  &2??2  _  c4)3  _|_  54a2&2c4|21?2j- 

Erinnern  wir  uns  nun,  daß  diese  Invarianten  zu  Null  werden, 
wenn  die  Wurzeln  jener  biquadratischen  Gleichung  eine  äquianhar- 
monische  oder  eine  harmonische  Gruppe  bilden,  so  schließen  wir: 
I.  Der  Kegelschnitt  a2|2  +  &2^2  —  c4  =  0  ist  der  Ort  der  Punkte  in 
der  Ebene  der  Ellipse,  von  denen  man  an  die  letztere  vier  äquian- 
harmonische  Normalen  ziehen  kann.  II.  Die  Kurve  sechster  Ord- 
nung (a2£2  +  &V  -  c4)3  +  54a2&2c4IV  =  0  ist  der  Ort  der  Punkte, 
von  denen  man  zu  der  Ellipse  4  harmonische  Normalen  ziehen  kann1). 
Die  absolute  Invariante  der  linken  Seite  von  Gleichung  (3)  ist  i3  :j2, 
also  gleich  6(a.?  +  ÒV_e? 


[(a2£2  +  &  V  —  c4)s  +  54a2&2c4£  V]2 

Setzen  wir  diese  gleich  einer  Konstanten  6k,  so  entsteht  eine 
Gleichung  in  |  und  rj,  die  den  Ort  der  Punkte  darstellt,  von  denen 
sich  zu  der  Ellipse  vier  Normalen  ziehen  lassen,  die  ein  gegebenes 
anharmonisches  Verhältnis  bilden.  Nun  ist  nicht  schwer  zu  erkennen, 
daß  die  besagte  Gleichung  zerfällt  in  die  beiden: 

[a2|2  +  &V  -  e4]3  ±  )/F[02i2  +  &V  -  e4)3  +  54a2&2e4|V]  =  0,    (4) 

demnach  wird  dieser  Ort  gebildet  von  zwei  gleichartigen  Sextiken; 
jede  von  ihnen  hat  6  Spitzen  (von  denen  aber  nur  vier  reell  sind), 
keine  Doppelpunkte  und  24  Wendepunkte.  Die  Diskriminante  jener 
biquadratischen  Form  in  X  hat  den  Wert  i3  —  6j2,  zerfällt  daher  in 
das  Produkt  von  54a2  ffé^rf  in 

(a2§2  +  &V  -  c4)3  +  54a2&2c4£V ; 

dieser  zweite  Ausdruck  gleich  0  gesetzt,  stellt  in  Punktkoordinaten 
die  Evolute  der  gegebenen  Ellipse  dar,  während  der  erste  die  Achsen 
derselben  darstellt;  dies  ist  leicht  erklärlich,  wenn  man  bedenkt,  daß 
die  Achsen  Doppelnormalen  der  Kurve  sind. 

Die  soeben  betrachteten  Kurven  liefern  als  Projektionen  Kurven, 
die  sich  als  Evolute  in  einer  nicht-euklidischen  Maßbestimmung  defi- 
nieren lassen,  und  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  von  A.  Clebsch  in 

1)  Educational  Times,  Quest.  6431;  aufgelöst  36  (1882),  S.  76—76. 
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einer  seiner  fundamentalen  Abhandlungen  angetroffen  wurden1).  So 
sind  die  Evoluten  der  Kegelschnitte  vom  projektiven  Standpunkt  aus 
identisch  mit  den  Kurven  sechster  Ordnung,  die  in  homogenen  Ko- 
ordinaten dargestellt  werden  durch  Gleichungen  von  folgendem  Typus 

J8.JS.JS. 


£)+(2T+(ä)-°- 


S.  Roberts,  der  diese  in  erschöpfender  Weise  untersucht  hat2),  be- 
merkte u.  a.,  daß  sie  rational  sind,  vier  Doppelpunkte  und  sechs 
Spitzen  haben,  demnach  von  der  vierten  Elasse  und  reziprok  sind  zu 
denen  mit  der  Gleichung 

_^— +  -J— +  ^— =  0 

a    oc  a  ^  oc  ^         a  ^  oc  ^  ^ 

daß  ihre  Doppelpunkte  die  Koordinaten  haben 

und  daß  ihre  Spitzen  auf  dem  Kegelschnitte 

/y»     2  /y»     2  /»     2 

%  +  —,  +  %  =  0 

liegen  usw.  —  Aus  der  durch  Gleichung  (4)  dargestellten  Sextik 
wurden  weitere  von  G.  Bauer3)  abgeleitet  und  zwar  durch  ein  Ver- 
fahren, das  auf  eine  euklidische  Maßbestimmung  beschränkt,  sich  fol- 
gendermaßen wiedergeben  läßt:  Man  betrachte  von  der  üblichen  Ellipse 
die  beiden  Punkte  P1(x1,y1),  P2  (#2,  y2),  sowie  die  zugehörigen  Tan- 
genten und  Normalen;  sind  nun  |,  t\  die  Koordinaten  des  Schnitt- 
punktes der  beiden  ersteren,  X,  Y  die  des  Schnittes  der  beiden  letzteren, 
so  findet  man,  daß  die  einen  mit  den  anderen  durch  die  Relation  ver- 
knüpft sind: 

c^(&*-7j2)  _  c^n  (a2  -  £2) 

aV  +  &2£2>  aV-f-fc2!2' 

Man  denke  sich  nun,  daß  der  eine  Punkt  (X,  Y)  eine  der  durch 
Gleichung  (4)  dargestellten  Kurven  durchlaufe,  dann  beschreibt  der 
andere  Punkt  (|,  rj)  eine  Kurve  18.  Ordnung,  deren  Gleichung  sich  in 
folgender  Form  schreiben  läßt: 


1)  Über  das  Problem  der  Normalen  bei  Kurven  und  Oberflächen  der  zweiten 
Ordnung  (Journ.  f.  Math.  LXII,  1863. 

2  2  2 

2)  On  the  sextix  curves  represented  by    I  — )  -\-  (-^-J  -\-  \-p)  =  0    and  the 

correlative  guartics  (Quart.  Journ.  Math.  XV,  1878.) 

3)  Über  Systeme  von  Kurven  6.  Ordnung,  auf  welche  das  Normalenproblem 
der  Kegelschnitte  führt  (Münchener  Sitzungsber.  VIII,  1878). 
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1(11-  i)  (£  _ i)  (K  + £)  _ 4&:}3  +  J&LZ&: 

[W         1  U>2  /V        &V  a2&2J  l-)-l/2  a& 

($-!)(*-  l)(?  +  fc0 (5) 

Setzt  man  aber 

so  wird  obige  Gleichung  zu 

(?-4)s  +  ^|?8  =  0       (7) 

und  dies  zeigt,  daß  jene  Kurve  in  drei  Kurven  sechster  Ordnung  zer- 
fällt, die  durch  Gleichung  (6)  dargestellt  werden,  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  o  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7)  ist.  Jede  von  ihnen 
ist  vom  Geschlechte  7  und  der  Klasse  24.  —  Andere  Kurven  der- 
selben Ordnung  ergeben  sich,  wenn  man  den  Punkt  (X,  Y)  die  Evo- 
lute der  Ellipse  durchlaufen  läßt,  oder  den  Kegelschnitt,  der  der  Ort 
der  Schnittpunkte  von  Quadrupeln  harmonischer  Normalen  ist. 

Sucht  man  die  Bedingung  dafür,  daß  die  Gleichung  (4)  außer  X  noch 

die  Wurzel  —  y  habe,  so  erhält  man  den  Ort  der  Punkte,  von  denen 

Paare  zueinander  senkrechter  Normalen  der  Ellipse  (1)  ausgehen; 
seine  Gleichung  ist1) 

O2  +  b2)  (x2  +  y2)  {a2f  +  &2^2)2  =  (a2  -  h2)2  (a2y2  -  b2x2)2 .     (8) 

Das  Normalenproblem  ist  eine  wahre  Fundgrube  für  spezielle 
Sextiken,  und  dies  bezeugen  uns  auch  noch  die  folgenden  Sätze. 

1.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  die  den  Dreiecken  um- 
beschrieben sind,  deren  Ecken  die  Fußpunkte  der  drei  Normalen  sind, 
die  von  einem  Punkte  ihrer  Evolute  auf  die  Ellipse  gefallt  werden 
können,  hat  die  Gleichung2) 

4(W  +  &y)3  =  a2W(a2-  b2)x2y2. 

2.  Der  Ort  der  Punkte  M,  die  so  beschaffen  sind,  daß,  wenn 
man  von  ihnen  die  Normalen  auf  eine  Ellipse  zieht  und  das  Viereck 
konstruiert,  das  zu  Seiten  die  entsprechenden  Tangenten  hat,  dieses 
zueinander  senkrechte  Diagonalen  hat,  ist  eine  Sextik3). 

3.  Ebenso  ist  der  Ort  der  Ecken  dieses  Vierecks  eine  Sextik. 

4.  Sind  P,  Q,  B  die  Fußpunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
M  der  Ellipse  auf  diese  gezogenen  Normalen,  so  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  Vierecks  MPQB  eine  Kurve 
sechster  Ordnung4). 

1)  Vi  dal  in  Nouv.  Ann.  Mathém.  II,  1848,  S.  365. 

2)  Educ.   Times,  Quest.  6375,  gelöst  XXXVI,  1882,  S.  77. 

3)  Iniermédiaire  VII  1900,  S.  164  und  349. 

4)  Das.  VIII  1901,  S.  155  und  319;  XIII  1906,  S.  62,  207,  225. 
Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Ann.     I.  17 
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5.  Halbiert  man  das  im  Innern  der  Ellipse  gelegene  Stück  der 
Normale,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  eine  vierblätterige  Kurve 
sechster  Ordnung,  deren  Gleichung 

£+-£)'(# +£)-<«^ »•>•?$- °  * 

Dieselbe  Kurve  beschreibt  auch  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks, 
das  von  der  Normale  und  den  beiden  zu  ihren  Endpunkten  laufenden 
Radien  gebildet  wird.1) 

6.  Ferner  ist  der  Fußpunkt  des  vom  Mittelpunkte  auf  die  Nor- 
male gefällten  Lotes  eine  vierblätterige  Kurve  mit  der  Gleichung 

.     (>2  +  y2Y  (b2x2  +  a2*/2)  -  (a2  -  b2fx2f  =  0. *) 

c)  Fokal-Sextiken. 

104.  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte 
einer  Schar  ist  bekanntlich  eine  zirkuläre  Kurve  dritter  Ordnung;  der 
analoge  Ort  für  ein  Büschel  ist  eine  Sextik,  die  die  Kreispunkte  I 
und  J  zu  Doppelpunkten  hat.  Dies  ergibt  sich  als  spezielle  Anwen- 
dung der  Chaslesschen  Sätze  über  die  Theorie  der  Charakteristiken; 
zuerst  aber  war  dies  schon  von  H.  Faure  ausgesprochen  worden 
(1861),  als  Question  565  der  Nouvelles  annales  de  mathématiques  Bd.  XX, 
S.  65;  der  erste  Beweis  wurde  von  Cremona  gegeben2),  der  zuvor 
bewies,  daß  im  allgemeinen  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte 
von  Kurven  ntei  Ordnung  in  einem  Büschel  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung 2  (n  —  1)[2  n(n  —  1)  —  1]  sei,  die  die  Kreispunkte  der  Ebene 
als  2  (n  —  1)  [n  (n  —  1)  —  l]-fache  Punkte  und  die  Grundpunkte  des 
Büschels  als  Doppelpunkte  habe. 

Der  angeführte  Satz  von  Faure  findet  sich  in  einem  der  klassi- 
schen Lehrbücher  von  Salmon3)  bewiesen,  wo  auch  die  elegante  von 
Möbius4)  entdeckte  Beziehung  zwischen  den  fünf  Punkten  der  Ebene, 
von  denen  einer  der  Brennpunkt  der  durch  die  vier  anderen  gehen- 
den Kegelschnitte  ist,  aufgestellt  ist.  Jedoch  rührt  die  erste  tiefer 
gehende  Untersuchung  der  fraglichen  Kurve  von  Sylvester5)  und 
Cayley6)  her;  der  erstere  fand  die  genannte  Möbiussche  Beziehung 
wieder  auf,   und  beide  lieferten  verschiedene  bemerkenswerte  analy- 


1)  Brieflich  mitgeteilt  dem  Übersetzer  von  cand.  math.  Leop.  Braude. 

2)  Nouv.  Annales  Mathém.  2e  Sér.  III.  1864,  S.  21. 

3)  Salmon-Fiedler,    Analyt.  Geom.   d.    Kegelschnitte   VI.   Aufl.    (Leipzig, 
1898),  S.  540. 

4)  Journ.  f.  Math.  XXVI,  1893,  od.  Ges.  Werke  I,  S.  587. 

5)  Supplemental  note  on  the  analogous  in  space  to  the  cartesians  ovals  in 
piano  (Phil.  Magaz.,  May  1866). 

6)  On  the  locus  of  the  conics  lohich  pass  through  four  given  points  (Phil. 
Magaz.  XXXn,  1866,  oder  Collected  papers  VII). 
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tische  Darstellungen  der  Kurve.  —  Ohne  irgend  Beziehung  zu  diesen 
Untersuchungen  und  allein  mit  Hilfe  der  reinen  Geometrie  wurde  die- 
selbe Aufgabe  in  ausgezeichneter  Weise  von  K.  Bob  eck1)  behandelt; 
er  bemerkte,  daß  außer  den  Kreispunkten  die  fragliche  Kurve  noch 
die  Ecken  des  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinsamen  auto- 
konjugierten Dreiecks  zu  Doppelpunkten  habe  (in  jedem  dieser  stehen 
die  zugehörigen  Tangenten  aufeinander  senkrecht)  und  die  Fußpunkte 
der  Höhen  desselben.  Sie  ist  hyperelliptisch  und  vom  Geschlechte 
p  =  2,  und  ferner  dadurch  spezialisiert,  daß  die  sechs  Doppelpunkte 
der  entsprechenden  hyperelliptischen  Korrespondenz  paarweise  zu- 
sammenfallen.—  Die  erwähnte  Gleichung  von  Möbius  besteht  zu  Recht 
auf  Grund  neuerer  Untersuchungen  von  S.  Hall  er  über  die  Fokalkurven 
elementarer  Systeme  von  einfach  unendlich  vielen  Kegelschnitten2), 
Haller  hat  bemerkt,  daß  man,  wenigstens  in  Spezialfällen,  aus  ihr  die 
Gleichung  der  Kurve  in  der  gewöhnlichen  Form  ableiten  kann;  z.  B. 
in  dem  Falle,  daß  die  Grundpunkte  des  Büschels  die  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  und  dessen  Mittelpunkt  sind;  als  Polargleichung 
der  Kurve  findet  sich  dann 

V  +  4p5cos  3ra  -  15o4  +  8o2  -  l  =  0. 

Im  allgemeinen  Falle  läßt  sich  die  Untersuchung  der  Kurve 
besser  ausführen,  wenn  man  eine  Darstellung  durch  irrationale  Funk- 
tionen eines  Parameters  benutzt;  alsdann  kann  man  beispielsweise 
die  verschiedenen  Gestalten  der  Kurve  finden,  die  sie  zufolge  der  Lage 
der  Grundpunkte  des  Büschels  annimmt,  sowie  die  Singularitäten,  die 
sie  ausnahmsweise  in  speziellen  Fällen  erhält.  So  z.  B.,  wenn  jene  Punkte 
ein  Kreisviereck  bilden,  so  zerfällt  die  Kurve  in  zwei  zirkuläre  von 
der  dritten  Ordnung  (Satz  von  Sylvester3));  fallen  zwei  von  ihnen 
zusammen,  so  wird  die  Sextik  rational  und  erhält  einen  vierfachen 
Punkt;  wenn  die  Verbindungslinie  zweier  von  ihnen  parallel  zu  der 
Verbindungslinie  der  beiden  andern  ist,  so  zerfällt  die  Fokalkurve  in 
die  unendlich  ferne  Gerade  und  eine  Quintik,  die  im  allgemeinen  vom 
Geschlechte  p  =  2  ist,  jedoch  rational  wird,  wenn  zwei  der  Grund- 
punkte des  Büschels  koinzidieren  usw.  —  Die  eleganteste  analytische 
Darstellung  der  Fokalkurve  findet  sich  in  der  letzten  Veröffentlichung 
von  G.  Bauer4);  dort  wird  ein  homogenes  Koordinatensystem  benutzt, 

1)  Die  Brennpunktskurve  der  Kegelschnittbüscheis  (Monatshefte  Math.  Phys. 
III,  1892). 

2)  Untersuchungen  der  Brennpunktskurve  eines  Kegelschnittbüschels  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  der  gestaltlichen  Verhältnisse  (Dissert.  München,  1903  oder 
Archiv  Math.  Phys.  III.  Ser. ,  III,  1903).  S.  auch  die  spätere  Arheit  desselben 
Über  die  Brennpunktskurven  von  Kegelschnittsystemen  (Progr.  München,  1908). 

3)  Vgl.  Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte  VI.  Aufl.,  S.  555. 

4)  Von  der  Kurve  sechster  Ordnung,  welche  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
Kegelschnitte  ist,   welche  durch  vier  Punkte  gehen  (Münchener  Ber.  XXXV,  1905). 

17* 
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dessen  Fundamentaldreieck  ABC  mit  jenem  schon  genannten,  für  alle 
Kurven  des  Büschels  autokonjugiertem  Dreiecke  zusammenfällt.  Die 
Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  des  Büschels  lassen  sich  schreiben  als 

1     2     3   ~T~      2     3      1    ~T~   ^*S *^1  *^2   ===       J  1       2     3      i~       2       3     1      l*       8       1     2   ===        " 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

a2a3  —  &\ai  =  (23)>     ^3^1' —  ^1^3'  =  (3  :)?     «i^a'—  ^aai'  =  C1  2)5 
#2#3  -j-  #x  (—  ^  eos^L  -f-  x2  cosB  -f-  x3cosC)  =  Kt, 
x3xt  -\-  x2  (xt  cosA  —  x2  cosB  -f-  x2  cosC)  =  K2, 
x±x3  -f  x3  (x2  cobA  -f-  x2  gosB  —  x3  cos 6')  =  Kt, 

so  stellen  die  Gleichungen  Kt  =  0,  K2  =  0,  iT3  =  0  die  drei  über  den 
Strecken  BC,  CA,  AB  als  Durchmessern  beschriebenen  Kreise  dar, 
während  die  Gleichung 

(2  ^)x2x^K2Ks  +  (3  i^g^ZgZi  +  (1  2)xxx2KxK2  =  0 

die  Sextik,  den  Ort  der  Brennpunkte  des  betrachteten  Kegelschnitt- 
büschels darstellt.  Diese  eignet  sich  besonders  gut  zur  Bestimmung 
der  verschiedenen  Gestalten  der  Kurve,  der  Bedingungen  unter  denen 
sie  zerfällt  und  anderem. 

Erinnern  wir  uns  der  von  Plücker  gegebenen  Definition  des 
„Brennpunktes  eines  Kegelschnittes",  so  erkennen  wir,  daß  die  soeben 
behandelte  Aufgabe  auf  eine  beliebige  Maßbestimmung  ausgedehnt, 
sich  verwandelt  in  die  Aufsuchung  des  Ortes  der  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits,  das  einem  festen  Kegelschnitte  und  sukzessive 
allen  Kegelschnitten  des  Büschels  umschrieben  ist.  Einzelne  Fälle 
dieser  Aufgabe  wurden  mit  mehr  oder  weniger  Glück  in  den  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  behandelt1),  allgemein  jedoch  mit  bemerkens- 
werter Eleganz  von  G.  Darboux  gelöst  durch  folgendes  Verfahren2): 
Es  sei  5=0  die  homogene  Gleichung  des  festen  Kegeschnittes  und 
M(x,  y'}  z')  ein  Punkt  des  gesuchten  Ortes.  Setzen  wir  dann 
rdS  ,  ,dS  .  ,  es  OD 
ex       v   oy  dz  ' 

so  wird  die  zusammenfassende  Gleichung  der  beiden  von  M  an  den 
festen  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  sein 

SS'  -/>2  =  0 

wo  S'  den  Ausdruck  bedeutet,  den  man  erhält,  wenn  man  in  S  an 
Stelle  der  x,  y,  z  bzw.  x,  y,  z  setzt.  Für  jeden  Punkt  des  ge- 
suchten Ortes    gibt    es   einen  Kegelschnitt,    der    die   beiden  vorigen 


1)  S.  z.  B.  die  Abh.  von  P.  le  Co  in  te,  Lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  eommunes  à  une  conique  et  à  un  cercle  (Nouv.  Ann.  Math.  XIX,  1860) 
sowie  einige  andere  dort  zitierte  Schriften. 

2)  Correspondance  (Nouv.  Ann.  Math.  XIX,  1860,  S.  184). 
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Geraden  berührt  und  durch  die  vier  Punkte  A{  geht  (i  =  1,  2,  3,  4), 
die  die  Grundpunkte  des  betrachteten  Bücheis  sind.     Sei  nun 

/»2  _  SS'  =  (mx  +  ny+  pzf 

die  Gleichung  dieses  Kegelschnittes,  und  seien  xi}  yi}  z\  die  Koordi- 
naten des  Punktes  Aif  und  Si7  Pi  die  Resultate  der  Einsetzung  der 
Koordinaten  von  Ai  in  S  bzw.  P,  so  bestehen  die  folgenden  Glei- 
chunsren: ,-=^> ttì:, 

8  +  yP2  —  SS'  =  mx  +  ny+  pz. 

Eliminieren  wir  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  Konstanten  m,  n,  p, 
so  erhalten  wir  folgende  irrationale  Gleichung  des  Ortes 


±(234)yp1*-s's1±(i34)Yp2*-s's,±(i24)ypj=s7ss 
±(I23)ypJ^s%-o, 

wo  im  allgemeinen 


xi 

Vi 

Zi 

xi 

Vi 

*ì 

*k 

Vk 

H 

Diese  Gleichung,  die  offenbar  die  Möbiussche  Gleichung  in  einer  be- 
liebigen Maßbestimmung  ist,  wird  rational  gemacht  auf  den  achten 
Grad  steigen,  aber  es  ist  leicht  einzusehen,  daß  sie  den  Faktor  S' 
im  allgemeinen  enthält.  Die  Kurve  ist  demnach,  wie  in  der  eukli- 
dischen Geometrie,  von  der  sechsten  Ordnung  und  hat  die  von  den 
Grundpunkten  an  den  festen  Kegelschnitt  gezogenen  acht  Tangenten  zu 
dreifachen  Tangenten;  sie  zerfällt  in  Kurven  niederer  Ordnung,  wenn 
jene  Grundpunkte  des  Büschels  dem  Kegelschnitte  angehören. 

Eine  andere  Sextik  entsteht,  wenn  man  beachtet,  daß  alle  Kegel- 
schnitte, die  zwei  feste  Kegelschnitte  doppelt  berühren,  drei  Systeme 
mit  den  Charakteristiken  2,  2  bilden1).  Die  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte dieser  Systeme  bilden  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  während 
ihre  Brennpunkte  als  geometrischen  Ort  eine  bizirkulare  Kurve  sechster 
Ordnung  haben.  Aus  der  Gleichung  einer  von  diesen  Kurven,  die 
R.  A.  Roberts2)  ermittelt  hat,  ergibt  sich,  daß  die  Kurve  durch  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  beiden,  dem  betrachteten  System  ange- 
hörenden, Parabeln  hindurchgeht,  und  als  Doppelpunkte  außer  den 
beiden  Punkten,  die  einen  der  durch  die  gegebenen  Kegelschnitte  de- 
finierten Schar  angehörenden  Kegelschnitt  darstellen,  noch  drei  andere 
Punkte  hat.  Im  ganzen  besitzt  diese  Sextik  sieben  Doppelpunkte, 
ist  also  vom  Geschlechte  p  =  3.  Doppeltangenten  sind  die  Geraden, 
die   die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  von  den  Kreispunkten  I  und 

1)  Vgl.  Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte  (VI.  Aufl.),  S.  572. 

2)  On  the  locus  of  the  foci  of  conics  having  double  contact  wüh  two  fixed 
conics  (Bull.  Amer.  Math.  Society  II,  1896). 
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J  aus  projizieren.  Bemerkenswert  ist  der  Fall,  daß  die  gegebenen 
Kegelschnitte  zwei  Kreise  sind,  der  sich  in  einigen  wohlbekannten 
Betrachtungen  wiederfindet,  die  von  Steiner  über  die  sie  doppelt 
berührenden  Kegelschnitte  gemacht  wurden1). 

d)  Andere  Kurven  sechster  Ordnung,  die  von  einem 
Kegelschnitte  abgeleitet  sind. 

105.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  die  uns  schon  zu  so  vielen 
Kurven  dritter,  vierter,  fünfter  und  sechster  Ordnung  geführt  hat, 
liefert  noch  viele  andere  Kurven  sechster  Ordnung,  die  nicht  mit  den 
Brennpunkten  zusammenhängen,  von  denen  nur  einige  Beispiele  an- 
geführt sein  mögen: 

1.  Die  Enveloppe  der  Geraden,  die  den  Oskulationspunkt  mit  dem 
anderen  Schnittpunkte  des  Krümmungskreises  in  einem  Kegelschnitt 
verbinden,  hat  die  Gleichung 

£  +  £_4)'  +  87  £_£)•_ „.). 

Sie  ist  eine  Sextik  mit  vier  Spitzen  in  x  =  a  ]/2,  y  =  h  ]/2  und  6 
anderen  Doppelpunkten,  daher  auch  sechster  Klasse  mit  vier  Wende- 
punkten und  sechs  Doppeltangenten. 

2.  Man  bezeichnet  mit  Radiale  einer  Kurve  den  Ort  der  End- 
punkte der  von  einem  festen  Punkte  ausgehenden  und  mit  den  Krüm- 
mungsradien der  Kurve  äquipollenten  (gleich  und  gleich  gerichteten) 
Strecken3).     Man  betrachte  z.  B.   die  durch  die  beiden  Gleichungen 

x  =  a  ■  cos  cp ,       y  =  h  •  sin  cp 

dargestellte  Ellipse.  Ist  q  der  Krümmungsradius  im  Punkte  (cp)  der 
Ellipse  und  co  der  Winkel,  den  er  mit  der  #-Achse  bildet,  so  hat  man 

3 

(a2  sin2  cp  4-  fc2  cos2  qp)2  .  a  , 

Q  = ^ ,      tgo^tgy. 

Die  Polargleichung  der  Radiale  geht  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
hervor,  wenn  man  co  daraus  eliminiert;  die  zweite  liefert  uns 

sin  cp  cos  cp  1 

b  sin  co  ~~  a  cos  ©  —  yb*  sin2  m  _)_  as  C07^ ? 

demnach  wird  die  erste  zu 


1)  Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte  (VI.  Aufl.)  S.  73. 

2)  Salmon-Fiedler,  Höhere  Kurven,  II.  Aufl.  (Leipzig,  1873)  S.  90. 

3)  R.  Tucker,  On  radial  curves  (Proc.  Lond.  math.  Soc.  I,  1865);   Hoüel, 
Cours  de  calcul  infinitesimal  II  (Paris,  1879)  S.  269,  Ex.  37. 
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i,  («&)S 

(a2  cos*  co  -f-  &2  sm2  a>)2 
q2  (a2  cos2  co  +  b2  sin2  o)3  =  a464. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung1);  gehen  wir  zu  kartesischen  Koordi- 
naten über,  so  wird  sie 

(a2x2  +  b2y2f  =  a4&4  (x2  +  */2)2. 

Die  Radiale  der  Ellipse  ist  demnach  von  der  sechsten  Ordnung,  hat 
den  Anfang  als  vierfachen  Punkt,  und  die  Tangenten  in  diesem  fallen 
paarweise  mit  den  bezüglichen  isotropischen  Geraden  zusammen.  — 
Ahnliches  findet  statt  für  die  Hyperbel. 

3.  Ebenfalls  von  der  Ellipse  -j-  -f-  |^—  1  =  0  hat  Wolstenholme 

eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung  abgeleitet,  die  bemerkenswert  ist, 
zumal  da  sie  zu  sich  selbst  reziprok  ist2).  Er  betrachtete  einen  be- 
liebigen Punkt  Ö  der  Ellipse  E  und  beschrieb  um  0  als  Mittelpunkt 
einen  Kreis  K,  so  beschaffen,  daß  es  oo1  Dreiecke  gibt,  die  in  E  ein- 
beschrieben und  K  umbeschrieben  sind.  Die  Enveloppe  aller  dieser 
Kreise  wird  gebildet  von  der  Ellipse  mit  der  Gleichung 

3ß^,t£       (a*  +  b\2 

ö2"  +  &2  "~  \a*  —  b2) 

und  der  Kurve  T,  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  wird 

a  cos  -9"   f    9   ,  ,  9   ,     .  79  a2sin2<9' —  ü>2  cos2 -fri 
a2  —  ö2  {        '  a2  sm2  &  -f  o  cos 2  0-  J7 

&  sin 'S-   f79   ,  9   ,     .    962cos2'8'  —  a2sin2'9,i 
J       a2  —  b2  {  &8cos8#  -f-  a8  sin8  fr  J 

Sie  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  der  sechsten  Klasse,  hat  sechs 
Doppelpunkte  und  vier  Spitzen,  sechs  Doppeltangenten  und  vier  Wende- 
punkte; Wolstenholme  hat  auch  ihre  Gestalt  bestimmt. 

4.  Eine  Kurve  sechster  Ordnung  entsteht  auch,  wenn  man  das 
Zentrum  einer  Ellipse  auf  die  Sehnen,  die  sie  mit  ihren  Oskulations- 
kreisen  gemeinsam  hat,  projiziert3);  ihre  Gleichung  lautet 

O2  -r-  iff  (a2x2  +  b2y2)  =  (a2x2  -  b2y2)2, 

somit  ist  das  Zentrum  der  Ellipse  ein  vierfacher  Punkt  derselben. 

5.  Die  durch  die  folgenden  äquivalenten  Gleichungen  dargestellte 

2  (2x2  +  2f  -  Bxf  =  27  B2  (x2  +  y2)2, 
oder 

o  =  2Äcos3^, 

1)  R.  Tucker,    The  radial  of  an  ellipse  (Quart.  Journ.  Math.  XVIII,  1882). 

2)  On  a  certain  envelope  (Proc.  Lond.  Math.  Soc.  XV,  1884). 

3)  Progréso  Mathem.,  Cuest.  93. 


264  IV-  Abschnitt:  Kurven  von  höherer  als  der  vierten  Ordnung. 

wurde  zuerst  durch  Maclaurin1)  als  die  Fußpunktkurve  einer  Kar- 
diode in  bezug  auf  ihre  Spitze  betrachtet  und  aus  diesem  Gesichts- 
punkt von  Cayley2)  untersucht.  Aber  als  Ort  der  Scheitel  der  Pa- 
rabeln, die  einen  festen  Kreis  —  mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius 
R  —  berühren  und  alle  einen  Punkt  der  Peripherie  desselben  zum 
Brennpunkte  haben,  wurde  sie  von  Barisien3)  erdacht,  und  dann  von 
einigen  anderen  untersucht4)-,  unter  diesen  möge  Retali  hervorgehoben 
werden5). 

6.  Fällt  man  von  einem  Punkte  P  der  Ellipse  das  Lot  auf  den 
Vektor  des  zu  P  in  bezug  auf  die  große  Achse  symmetrischen  Punktes, 
so  beschreibt  der  Fußpunkt  des  Lotes,  wenn  P  variiert,  die  vier- 
blätterige Kurve 

die  eine  Verallgemeinerung  der  vierblätterigen  Rhodonee  (s.  Abschn.  V, 
Kap.  4)  ist.6) 

Für  andere  Kurven  ähnlichen  Ursprungs  findet  der  Leser  Hin- 
weise in  den  Sammlungen  von  Übungsbeispielen  der  analytischen  Geo- 
metrie; wir  können  uns  hier  bei  diesen  nicht  aufhalten,  da  uns  an- 
dere Linien  fesseln,  die  wegen  ihrer  Wichtigkeit  besondere  Namen 
erhalten  haben7). 

Drittes  Kapitel. 
Kurven  sechster  Ordnung  (Fortsetzung). 

e)  Astroiden  und  Skarabäen  (Stern-  und  Käferkurven). 

106.  Die  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  selbst  kann  dadurch 
definiert  werden,  daß  man  zwei  feste  Kurven,  die  Direktrizen  oder 
L ei t kurven  angibt,  welche  von  zwei  festen  Punkten  der  beweglichen 


1)  Fhüos.   Transactions,  London  1718. 

2)  A  supplementary  memoir  on  caustics  (Phil.  Trans.  157,  1867)  oder  The 
collected  Papers  V,  S.  454 — 464).  Dies  ist  der  Grund  für  den  von  Arhibald  (s. 
die  o.  a.  Dissertation)  vorgeschlagenen  Namen  von  Cayleys  sextic. 

3)  Intermédiaire ,  IL  S.  21.  Vgl.  auch  Nouv.  Ann.  Math.,  Question  166; 
aufgelöst  (1848)  durch  P.  Serret. 

4)  Das.  S.  376. 

5)  Note  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  (Journ.  de  math.  spéc.  4.  Ser.  VI, 
1897). 

6)  Mitgeteilt  von  cand.  math.  Leop.  Braude. 

7)  Unter  ihnen  findet  sich  nicht  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

y6  —  Saxy4  —  2aixys-{-  Zaixiyi—  6  as  xi  y  -\-  a4  x* —  asxs  =  0, 

von  der  Hudde  in  einem  Briefe  an  Fr.  van  Schooten  spricht,  v.  1.  Dez.  1657. 
(GEuvres  de  Huygens  II,  S.  97),  die  aber  später  nicht  untersucht  wurde. 
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Ebene  durchlaufen  werden  sollen;  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  be- 
schreibt dann  eine  Kurve,  welche  die  Engländer  und  Franzosen  Gli- 
sette  nennen  und  die  wir  mit  dem  Namen  Olistoide  (von  òlLo&àva, 
gleite)  oder  Gleitkurve  bezeichnen1).  Jede  beliebige  Kurve,  insbe- 
sondere jede  beliebige  Gerade  der  beweglichen  Ebene  hingegen  um- 
hüllt eine  Kurve,  die  Enveloppe-Glisette  oder  olistoidale  Hüll- 
kurve genannt  wird3). 

Wenn  die  Direktrizen  algebraische  Kurven  sind,  und  man  be- 
zeichnet ihre  Ordnung  mit  n  und  ri,  ihre  Klasse  mit  v  und  v  ,  mit 
d,  d'  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte,  mit  h,  li'  die  Zahl  der  Spitzen,  so 
hat  man  für  die  Olistoide  im  allgemeinen:  Ordnung  2n-ri,  Klasse 
2(nv  -f-  ri  v  -f-  nri),  Zahl  der  Doppelpunkte  nri  (2  nri  —  n  —  ri)  -j- 
2(nd'—n'd)  und  Zahl  der  Spitzen  2  (nie  +  ri  Je)]  wenn  aber  die  Leit- 
kurven zusammenfallen  oder  durch  die  imaginären  Kreispunkte  gehen, 
so  erfahren  diese  Zahlen  beträchtliche  Modifikationen8). 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  daß  die  beiden  Leitkurven  gerade 
Linien  sind,  und  daß  man  den  Ort  eines  Punktes,  der  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  gegebenen  Punkte  liegt,  betrachtet  oder  auch 
die  Enveloppe  dieser  Yerbindungslinie.  Jener  Ort  ist  bekanntermaßen 
eine  Ellipse,  diese  Enveloppe  dagegen  eine  neue  Kurve,  die  wegen 
ihrer  Form  Astroide4)  oder  Sternkurve  genannt  wurde.  Um  ihre 
analytische  Darstellung  zu  finden,  nehmen  wir  die  beiden  festen  Ge- 
raden als  Koordinatachsen  und  bezeichnen  den  Winkel  zwischen  ihnen 
mit  a  (Taf.  IX,  Fig.  60),  die  Länge  der  Verbindungslinie  der  beiden  be- 
wegten Punkte  A  und  B  mit  l  und  mit  cp  und  ift  die  Winkel,  welche 
die  Gerade  AB  in  einer  beliebigen  Lage  mit  den  beiden  Achsen  bil- 
det; das  Dreieck  GAB  ergibt  dann: 

i     ,  OA  OB  l  m 

w  -f  ip  =  %  —  a ,       —. — -  =  -. =  -. .     .     .     .     (1) 

T  '        sin  ip        sin  cp        sin  a  v  J 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AB 

+  -J--J-. (2) 

am    m  airi     tv  ^     J 


sin  \p        sm  qp        sin  a 


1)  Beispiele  von  Gleitkurven  vierter  Ordnung  enthält  die  Arbeit  von  De  wall, 
Zwei  geometrische  Aufgaben  aus  der  Kurvenlehre  (Arch.  Math.  Phys.  XLII,  1864), 

2)  Zu  dieser  Klasse  von  Kurven  gehören  z.  B.  diejenigen,  welche  J.  B. 
Pomey  in  dem  Aufsatze  Enveloppes  des  cótes  d'un  carré  dont  deux  sommets 
descrivent  deux  droites  reetangulaires  (Nouv.  Ann.  Math.  3e  Ser.  V,  1886)  be- 
trachtete. 

3)  S.  Roberts,  On  the  motion  of  a  plane  under  certain  conditions  (Proc. 
Lond.  math.  Soc.  III,  1871). 

4)  Zuerst  von  J.  J.  Littrow  (Kurze  Anleitung  zur  gesammten  Mathematik, 
Wien  1838,  S.  299)  vorgeschlagener  Name;  M.  Simon  schreibt  „Astroide  oder 
Sternlinie"  (Analytische  Geometrie,  Leipzig  1900,  S.  307).  Für  die  Bibliographie 
nehme  man  die  Aufsätze  von  Häton  de  la  Goupillière  in  den  Nouv.  Ann. 
Math.  1874,  1880  und  1885. 
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Differenzieren  wir  diese  nach  op  und  berücksichtigen  (1),  so  erhalten 

wir  aj-cosip        y-GOBcp 

sin2  ty  sin3  qp  ' 

welche  mit  (2)  kombiniert  ergibt 

x  =  -r-s-  cos  od  •  sin2  ib ,         y  =  -^-g-  cos  ib  •  sin2  op .       .     .     (3) 
sin*a  T  7  ^        sin2«  T  v   y 

Eliminieren  wir  aus  (3)  qp  oder  ^  vermittelst  Gleichung  (2),  so 
erhalten  wir  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Astroide 
in  trigonometrischen  Funktionen  von  <p  oder  ib,  sagen  wir,  um  einen 
bestimmten  Anhalt  zu  haben,  von  op;  setzen  wir  alsdann  tg  §-  op  =  X, 
so  geben  die  Gleichungen  (3)  x  und  y  als  rationale  Funktionen  sechster 
Ordnung  von  X.  Daraus  schließen  wir:  Die  Astroide  ist  eine  ratio- 
nale Knrve  sechster  Ordnnng.  Beachten  wir  nun,  daß  (2)  eine  belie- 
bige Tangente  der  Astroide  darstellt,  und  daß,  wenn  man  in  ihr 
ib  =  %  —  a  —  op  setzt  und  ferner  tg|op  =  2,  eine  Gleichung  vierten 
Grades  in  X  entsteht,  so  schließen  wir:  Die  Astroide  ist  von  der  vierten 
Klasse.  Die  Kurve  hat  infolgedessen  sechs  Spitzen  und  vier  Doppel- 
punkte; sie  entbehrt  der  Wendepunkte,  hat  aber  drei  Doppeltangenten. 

Eliminieren  wir  op  und  ib  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3),  so 
erhält  man  die  Gleichung  der  Astroide  in  folgender  Form: 

[(x2  -\-  y2  -\-  2xy  cos  a  —  l2)s  +  21l2x2y2  sin2  a]  sin2  a 

—  I2  cos  a  { (x2  -f  y2  -f  2xy  cos  a  —  l2)2  cos  a 

—  2xy  [9(x2+  y2-{-  2xy  cos  a  —  a2)  sin2 a  —  8a2cos2a]}  =  0.1)    .     (4) 

Auch  diese  beweist,  daß  die  Kurve  sechster  Ordnung  ist,  und  zeigt 
außerdem,  daß  die  Koordinatachsen  Doppeltangenten  sind  mit  den 
Punkten  x  =  +  1,  y  =  0  ;  x  =  0 ,  y  =  zb  Z  als  Berührungspunkten. 
Die  zyklischen  Punkte  der  Ebene  sind  Spitzen  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  gemeinsamer  Tangente.  Außerdem  hat  die  Kurve 
vier  reelle  Spitzen,  die  innerhalb  des  stumpfen  Winkels  der  beiden 
Leitgeraden  liegen  und  die  Ecken  eines  Rechtecks  bilden.  —  Im  Falle 
der  Winkel  a  ein  beliebiger  ist,  wollen  wir  die  Kurve  als  schiefe 
Astroide  bezeichnen. 

Der  tatsächlich  am  häufigsten  vorkommende  Fall  ist  der,  daß  die 
beiden  Leitgeraden  zueinander  senkrecht  sind  (s.  Taf.  IX,  Fig.  61); 
die  Kurve  heißt  dann  allgemein  reguläre  Astroide  oder  die  regel- 
mäßige Vierspitzenkurve,  während  Montucci  sie  mit  dem  Na- 
men Cubocycloi'de2)   und  Matthiesen  mit  Paracykel8)  bezeich- 


1)  H.  F.  Jentsch,   Theorie  der  Astroiden,  einer  neuen  Klasse  von  Kurven 
(Diss.  Greifswald,  1860). 

2)  Comptes  rendus  LXX,  1865,  S.  441;  daselbst  ist  die  Anwendbarkeit  der 
Astroide  auf  die  Lösung  der  Gleichungen  5.  Grades  gezeigt. 

3)  über  die  mechanische  Konstruktion  einiger  Kurven,  welche  sich  zur  Auf- 
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nete.  Die  reguläre  Astroide  hat  drei  Spitzendoppeltangenten,  sie  ist 
daher  reziprok  zu   den   Kurven  vierter  Ordnung  mit   drei  Inflexions- 

knoten,  deren  homogene  Gleichung  ^  (—)  =  0  ist,  und  deshalb  wurde 

der  Name  projektive  Astroide1)  für  alle  rationalen  Kurven  sechster 
Ordnung  vorgeschlagen,  die  mit  drei  Spitzendoppeltangenten  ver- 
sehen sind. 

Für  die  reguläre  Astroide  kann  man  auch  leicht  eine  punktweise 
Konstruktion  erhalten.  Ist  AB  eine  beliebige  Lage  der  die  Kurve 
erzeugenden  Strecke  und  C  die  vierte  Ecke  des  Rechtecks  OACB, 
so  ist  ja  die  Gleichung  von  AB 

x  •  sin  <p  +  y-  cos  y  =  |- 1  •  sin  2  cp  . 

Nun  erhält  man  den  Punkt  P,  in  dem  sie  ihre  eigene  Enveloppe  be- 
rührt, indem  man  diese  Gleichung  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  <p  kom- 
biniert; letztere  aber  läßt  sich  schreiben  als 

(x  —  l  •  cos  gp)  cos  qp  —  (y  —  l  •  sin  cp)  sin  (p  =  0 . 

Somit  sieht  man,  daß  sie  das  von  C  auf  AB  gefällte  Lot  darstellt. 
Folglich  kann  man  sagen:  Die  Astroide  ist  der  Ort  der  Fußpunkte 
der  von  den  Punkten  C  anf  die  Geraden  AB  gefällten  Lote2).  Da 
OC  =  AB  =  1,  so  liegt  C  überdies  noch  auf  dem  mit  l  um  0  be- 
schriebenen Kreise  (s.  d.  Fig.  61). 

Da  die  reguläre  Astroide  zu  einer  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Inflexionsknoten  dual  ist,  so  besteht  für  sie  der  zum  Laguerre'- 
schen  Satze  (Nr.  97)  duale,  nämlich  folgender  Satz:  Jede  Tangente  t 
einer  Astroide  schneidet  die  Kurve  in  vier  weiteren  Pnnkten,  deren 
zugehörige  Tangenten  durch  ein  und  denselben  Punkt  _P  gehen. 
Wir  fügen  noch  hinzu,  ohne  es  zu  beweisen:  Von  diesen  vier  Tan- 
genten (und  den  zugehörigen  Berührungspunkten)  sind  nur  zwei 
reell,  und  der  Ort,  den  der  Punkt  P  beschreibt,  wenn  die  Tangente 
t  sich  bewegt,  ist  der  der  Astroide  umbeschriebene  Kreis  (mit  dem 
Zentrum  O,  dem  Radius  l)s). 


lösung  des  Problems  von  der  DupUJcation  des  Würfels  verwenden  lassen  (Archiv 
XLVIII,  1868).  Man  hat  neuerdings  bemerkt  (G.  Carboni,  Una  soluzione  del 
problema  della  trisezione  dell'  angolo;  Il  Pitagora  XY,  1909),  daß  diese  Kurve  auch 
für  die  Dreiteilung  des  Winkels  verwendbar  ist. 

1)  "V.  Retali,  Intermédiaire  V,  S.  68. 

2)  Zu  demselben  Resultate  gelangte  A.  Sucharda  mittelst  darstellend- 
geometrischer Methoden  in  dem  Aufsatze  Einige  Tangentenkonstruktion  zur 
Astroide  (Arch.  Math.  Phys.  LXVI,  1882). 

3)  Über  diesen  Satz,  den  man  einer  Aufgabe  von  A.  Boutin  (Intermédiaire 
IV,  1897,  S.  170)  verdankt,  siehe  man  die  vielen  Mitteilungen  im  Intermédiaire 
IV,  1897,  S.  239;  V,  1898,  S.  68;  VI,  1899,  S.  31  und  281. 
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% 


Machen  wir  in   den  Gleichungen  (3)  und  (4)  a  =  — ,  so  werden 

diese  zu  z  =  Zcos39>,      y  =  lsm*<p, (3') 

(x*+y*-Vf+21Vx*y*=0 (4') 

Statt  dieser  Gleichung  pflegt  man  häufig  eine  andere,  bequemere 
anzuwenden1),  obwohl  sie  irrational  ist,  die  man  durch  direkte  Eli- 
mination von  rp  aus  (3')  erhält,  nämlich  folgende 

.2         3        su 
xt+y'^l* (5) 

Schreibt  man  Gleichung  (3')  in  folgender  Weise: 

x  =  -j-  (3  cos  cp  +  cos  3  (p),      y  =  —  (3  sin  cp  —  sin  3  <p), 

so  erkennt  man,  daß   die  reguläre  Astroide  zu  den  Hypozykloiden 
gehört    (vgl.  Abschn.  VI,  Kap.  9).     Jedoch   auch   in    der   Form  (3') 
eignen   sich   die   Gleichungen   recht   gut   zur  Lösung   der  hauptsäch- 
lichsten metrischen  Probleme,  die  die  reguläre  Astroide  betreffen. 
Nennt  man  die  Fläche  der  Kurve  S,  so  hat  man 

x  =  l  qi  =  0 

-v-S  =  f  y-dx  =  /  l$ins(p  (—  dl)  cos2 <p •  sin2 g> •  dcp 

ar  =  0  it 

(P  =  J 

7t  7t  7t 

T  TT 

=  3Z2  f  sin* cp- cos2 <p-dq>  =  3l2  (  j  su^cp-dcp  —  f  sin6<p  dcp\ 
o  oo 

_3nP       1-8     _3nP 
2~  '  2-4-6_    32 

Also  ist  S  =  %xl2,  welches  Resultat  leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist, 
indem  %l2  gleich  der  Fläche  des  der  Astroide  umbeschriebenen 
Kreises  ist. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  ist  —  infolge  von  Gl.  (2)  — 

COSqp         sinqp  ' 

demnach  stellt  die  Gleichung 


sm  <p         cos  qp 


die  zu  der  vorigen  senkrechte  Tangente  dar;    durch  Elimination  von 
tp  erhält  man  die  Gleichung: 


1)  Dieselbe  findet  sich  in  einem  Briefe  von  Hermann  an  Leibniz  vom 
22.  Nov.  1715  {Leibniz  herausg.  v.  Gerhardt  IV,  1859,  S.  408);  vgl.  auch  den 
Brief  desselben  v.  6.  Jan.  1716  (a.  0.  S.  410). 
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Z2(z2-2/2)2=2(>2+2/2)3; 
da  diese  Gleichung  in  Polarkoordinaten 

p  =  —=  cos2cj 

lautet,  so  ist  (vgl.  Nr.  136)  der  Ort  der  Scheitel  der  einer  regulären 
Astroide  umschriebenen  rechten  Winkel  eine  vierblättrige  Rhodonee1). 

Bezeichnen  wir  mit  s  den  Astroidenbogen,   so   finden  wir  leicht 

ds  =  3Z  sin  cp  ■  cos  cp  •  dcp, 
und  daher  , 

s  =  y  gin2  9  +  Gonst. 

Die  Gesamtlänge  der  regulären  Astroide  ist  das  Vierfache  des  erhaltenen 
Resultates,  wenn  wir  s  nehmen  zwischen  <p  =  —  und  cp  =  0,  also 
gleich  6£,  und  wenn  wir  den  Bogen  von  dem  Punkte  cp  =-j-  zählen, 

haben  wir  3j  /  jv  3j 

s  ==  Y (sin2 <p  - -j  =-Tcos2gp2) (6) 

Der  Krümmungsradius  q  wird  gegeben  durch 

Q  =  Ysin2<P (7) 

Eliminieren  wir  nun  cp  aus  (6)  und  (7),  so  finden  wir 

P2  +  4s2=(^)2, (8) 

welches  also  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  ist*,  hieraus  läßt 
sich  von  neuem  ableiten,  daß  die  Astroide  eine  Hypozykloide  ist. 

Bezeichnen  wir  schließlich  mit  A  die  Oberfläche  und  mit  V  das 
Volumen,  welches  durch  vollständige  Rotation  der  Astroide  um  die 
eine  der  Zweispitzentangenten  entsteht,  so  erhalten  wir 

n 

x=l  (p  =  ~ 

A  =  4jt  I  x  •  ds  =  —  4:7t  !  leos3  cp  •  3Zsin<p  •  cosqp  •  dcp 

x  =  0  (p  =  0 

7t 
(p  =  — 

=  —  12jrZ2  I  cos4  cp  •  sin  cp  dcp  =  — ^ —  =  -r-  •  4xP . 


1)  Barisien,  Intermediare,  III,  1896,  S.  198. 

2)  Die  Rektifikation  der  reg.  Astroide  schien  d'Alembert  zu  unüberwind- 
lichen Widersprüchen  zu  führen  (s.  Mém.  de  Berlin,  1747;  Opuscules  mathéma- 
tiques  Bd.  IV,  Mém.  XXEI),  jedoch  wurden  alle  diese  scheinbaren  Widersprüche 
beseitigt  durch  Lord  Brougham  in  seiner  Note  Sur  certaines  paradoxes  réels 
ou  supposés  principalement  dans  le  calcul  integral  (Comptes  Rendus  XLIV,  1852), 
wo  auch  die  Haupteigenschaften  unserer  Kurve  dargelegt  sind. 
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n 

x  =  l  <p  =  — 

V  =2n  !  x%  ■  dy  =  6jtl3  f  cos7 tp  •  sin2  tp  ■  dtp 


a;  =  0  cp  =  0 


=  6xl3  (^f  cos' tp  •  dtp  -f  cos9  tp  dtp)  -  _^L_-_  ._*£■. 

cp  =  0  c/>  =  0 

Beachtet  man  nun,  daß  4jtZ2  und  -f-JtZ3  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  der  Kugel  sind,  die  den  der  Àstroide  umbeschriebenen  Kreis 
als  größten  Kreis  hat,  so  lassen  sich  diese  Resultate  leicht  in  Worten 
ausdrücken1).  —  Weitere  Eigenschaften  der  Astroide,  die  allgemeiner 
sind,  findet  der  Leser  bei  den  Hypozykloiden,  den  Laméschen  Kurven 
und  in  dem  Kapitel  „Parallelkurven". 

107.  Eine  bemerkenswerte  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der 
Astroide,  bei  welchem  wir  hier  verweilen  müssen,  verdankt  man 
A.  Ameseder2). 

Gegeben  ein  zentrischer  Kegelschnitt  JT  und  zwei  feste  Geraden. 
Die  Enveloppe  aller  der  Geraden,  die  so  beschaffen  sind,  daß  das 
zwischen  den  beiden  festen  Geraden  gelegene  Stück  gleich  dem  parallel- 
laufenden Durchmesser  des  Kegelschnittes  P  wird,  ist  eine  Kurve,  die 
man  allgemeine  Astroide  nennen  kann,  weil,  wenn  r  ein  Kreis 
ist,  sie  sich  auf  eine  gewöhnliche  schiefe  Astroide  reduziert.  Um  die 
Gleichung  derselben  zu  finden,  nehmen  wir  die  beiden  festen  Geraden 
zu  Koordinatachsen,  und  nehmen 


1)  Die  geometrische  Darstellung  der  komplexen  Zahlen  und  ihrer  Funktionen 
führt  in  einem  Falle  zu  noch  allgemeineren  Kurven  als  die  Astroide  (Am  st  ein, 
Un  exemple  de  répresentation  conforme,  Bull.  Soc.  vaudoise  Sciences  Nat.  XV, 
1878).     Betrachtet  man  nämlich  die  Funktion 

und  setzt  man  w  —  x  -\-  iy,  z  =  Qelw ,  so  ergibt  sich 

X  =  —  (  3  p  coso  -) jj-  cos3ca)  ,        y  =  —  lüg  sin  co sin  3  co]  • 

Setzt  man  nun  q  =  Const.,  so  hat  man  die  parametrische  Darstellung  der  (ratio- 
nalen) Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt.  Im  Speziellen  für  q  =  1  hat  man 
die  Gleichungen 

x  =  —  (3  q  cos  co  -f-  cos  3  w)  =  cos8  ca ,         y  =  —  (3  sin  co  —  sin  3  co)  =  sin8  m , 

2  2  t 

welche  der  regulären  Astroide  x    -\- y''  =  1  angehören;  für  q  =  -j—  würde  man 

ys 

hingegen  die  Rodonee  (vgl.  Abschn.  V,  Kap.  8)  mit  der  Polargleichung  haben 

3 

cos  2  u . 


2f  3 
2)  S.  d.  Artikel  Ästroiden  (Arch.  Math.  Phys.  LXIV,  1879). 


=  0 (11) 
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ax2  +  2hxy  +  by2=  1 

als  Gleichung  von  F,  und  als  Gleichung  der  einhüllenden  Geraden  in 
einer  beliebigen  Lage 

-  +  ^=1 (9) 

Die  Bedingungen  des  Problems  liefern  dann  die  Gleichung 
^w  +  *  -  2«« cos«-  2  |/  —j-^^——-, 

°der  aUCh  at*»-2Äui>  +  &t>*=4 (10) 

Um  nun  die  Gleichung  der  allgemeinen  Astroide  zu  erhalten,  muß 
man  die  Enveloppe  der  Geraden  (9)  unter  der  Bedingung  (10)  suchen; 
durch  Anwendung  bekannter  Regeln  findet  man,  daß  es  genügt  u 
und  v  aus  (9),  (10)  und  der  folgenden  Gleichung  fortzuschaffen 

I  x  —  u      hv  —  hu 
|  y  —  v       au  —  hv 

Die  Elimination  vollzieht  sich  in  sehr  einfacher  Weise,  wenn  der 
Kegelschnitt  JP  die  beiden  Koordinatachsen  als  konjugierte  Durchmesser 
hat.     In  diesem  Palle,  h  =  0,  wird  die  Gleichung  (11)  zu 

au  (x  —  u)  =  bv  (y  —  v)  ; (11') 

setzt  man  in  diese   den  aus  (9)   sich  ergebenden  Wert  v  =  — —  ein, 

v  J  °  u —  x        } 

so  ergibt  sich 

u  =  x  -\-y  —xy2,       und  ähnlich       v  =  y  -\-y  yX2y . 

Setzt  man  diese  Werte  in  (10)  ein,  nachdem  man  daselbst  h  =  0  ge- 
macht, so  findet  man  nach  einigen  Reduktionen 

Y^  +  Yby*  =  yi (12) 

als  Gleichung  der  allgemeinen  Astroide.  Wollen  wir  die  beiden  Fälle 
unterscheiden,  daß  die  gegebene  Kurve  P  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 
sei,  so  kann  man  (12)  folgendermaßen  schreiben 

(ff±(#  =  2* (12') 

Die  so  dargestellten  Kurven  wurden  von  J.  de  la  Gournerie,  da  sie 
reziprok  zu  den  harmonischen  Trinodalen  (Nr.  97)  sind,  trilatérales 
harmoniques  genannt1);  der  Kurve  (12')  für  den  Fall  a  =  1)  hat 
Breton  (de  Champ)  den  Namen  Developpée  equilatere2)  gegeben. 


1)  Becherches  sur  les  surfaces  reglées  tétraedrales  symétriques  (Paris,  1867) 
S.  116. 

2)  Demonstration  d'un  theorème  sur  les  développées  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole  (Nouv.  Ann.  Math.  H,  1843,  S.  227). 
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Die  reguläre  Astroide  liefert  den  Ursprung  für  eine  neue  be- 
sondere Kurve,  indem  man  ihre  Fußpunktkurve  in  bezug  auf  einen 
Punkt  der  Halbierungslinie  des  von  den  beiden  Zweispitzentangenten 
gebildeten  Winkels  betrachtet.  Ohne  von  der  Astroide  auszugehen, 
kann  man  diese  Kurve  offenbar  auch  definieren:  „Eine  Strecke  PQ 
von  der  Länge  2  a  bewegt  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  zwei  recht- 
winkligen Geraden  Ox  und  Oy;  von  einem  festen  Punkte  F  (Taf.  IX, 
Fig.  62)  der  Halbierungslinie  des  Winkels  x  Oy  werden  die  Lote  FM 
auf  die  verschiedenen  Lagen  der  Geraden  PQ  gefällt;  der  Ort  der 
Punkte  M  ist  dann  eine  Kurve,  die  wegen  der  Gestalt,  die  sie  in 
gewissen  Fällen  hat,  Skarabäe  oder  Käferkurve  heißt."1)  Um  sie 
bequem  darzustellen,  nehmen  wir  F  als  Pol,  0 F  als  Polarachse,  und 
bezeichnen  mit  c  die  Länge  von  OF.  Wir  ziehen  dann  OH  und 
FM  senkrecht  zu  PQ  und  verbinden  0  mit  dem  Mittelpunkte  R 
von  PQ.  Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  mit  q  und  co  die  Polar- 
koordinaten von  M,   so   sehen  wir  leicht,   daß  Winkel  i20iZ=2co; 

und  da   OB  —  —~  =  a,  so  ist  OH  =  <z«cos2co.     Anderseits  ist 

0H=  OF-cosco  +  FM  =  c- cos  co  +  q 
und  also 

q  =  a  •  cos  2  co  —  c  •  cos  co (13) 

die  Polargleichung  der  Käferkurve;  diese  ist  demnach  rational.  Gehen 
wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  erhalten  wir 

(x2+y2)(x2+y2+cxy=aS(x2-y2y.      .     .     .     (14) 

Sie  ist  demnach  von  der  sechsten  Ordnung.  F  ist  ein  vierfacher 
Punkt  der  Kurve;  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Projektionen  des- 
selben auf  Ox  und  Oy;  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Ebene 
sind  Spitzen  der  Kurve,  wobei  die  unendlich  ferne  Gerade  Tangente 
in  beiden  ist. 

Im  Spezialfälle  c  =  0  wird  (13)  zu  q  =  a-  cos  2  co  und  stellt  dann 
eine  spezielle  ßhodonee  dar  (vgl.  Abschn.  V,  Kap.  8)  und  zwar  die 
vierblätterige  Rosenkurve,  auch  Corolla  genannt2).     Setzt  man 

nun 

q1  =  a-cosZco,         o2=c- cos  co, 

so  stellt  erstere  Gleichung  also  eine  Corolla,  letztere  einen  Kreis  dar, 
der  durch  den  Anfangspunkt  geht  und  den  Durchmesser  c  hat,  und 
da  Gleichung  (13)    dann   gibt   q  =  qx  -f-  q2,   so   ist   es  klar,   daß    die 


1)  E.  Catalan,  Manuel  des  candidats  à  VEcole  polytéchnique  I  (Paris,  1857) 
S.  338. 

2)  Cf.  W.  J.  C.  Miller,  Solution  of  the  Question  3648  (Educ.  Times  XIX, 
1874,  S.  59—62);  M.  Simon  {Analytische  Geometrie,  Leipzig,  1900,  S.  316)  nennt 
sie  vierblätteriges  Kleeblatt.  —  S.  auch  die  Fig.  80  auf  Taf.  XI. 
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Käferkurve   als   konchoidale   Kurve   (vgl.  Nr.  69)    einer  Corolla   und 
eines  Kreises  angesehen  werden  kann. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  daß  die  Käferkurve  zur  Fußpunkt- 
kurve des  Anfangspunktes,  in  bezug  auf  die  allgemeine  Astroide  mit 
der  Gleichung 


0  +  (!) 


3 
=  1 


analog  ist.     Beachten  wir  daß,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten 
sind,  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  an  diese  Kurve  lautet 

X"  Y 

i  1         ±> 


<tf  KD* 

so  erkennen  wir,  daß  die  Gleichung  jener  Fußpunktkurve  durch  Eli- 
mination von  x  und  y  aus  den  beiden  vorhergehenden  und  aus 
folgender  Gleichung  erhalten  wird 

sie  ist  daher 

(X2+r2)2(a2X2+&2Y2)==a2&2X2r2.      .     .     .     (15) 

Die  so  dargestellte  Kurve  —  deren  Diskussion  wir  dem  Leser 
überlassen  —  wurde  von  B.  Torto  Lini1)  betrachtet,  der  auch  ihre 
Rektifikation  mittels  Ellipsenbögen  ausführte. 
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f)  Die  Koppelkurve,  insbesondere  die  Wattsche  Kurve2). 

108.  Der  Leser  möge  sich  der  zu  Anfang  von  Nr.  106  ge- 
gebenen Definition  der  olistoidalen  Orter  und  Hüllkurven  erinnern; 
dem  einfachsten  dort  betrachteten  Falle,  daß  die  Leitkurven  gerad- 
linig seien,  folgt  naturgemäß  der,  daß  die  eine  eine  Gerade,  die  andere 
ein  Kreis  ist;  auch  dieser  Fall  wurde  schon  von  uns  betrachtet  in 
Nr.  84,  indem  dann  eine  symmetrische  Polyzomalkurve  vierter  Ord- 
nung entsteht.  Es  bietet  sich  nun,  dem  Grade  der  Schwierigkeit 
folgend,   der  Fall  dar,   daß  beide  Leitlinien  Kreise  sind.     Dieser  Fall 


1)  Applicazioni    dei    trascendenti   ellittici   alla    quadratura  di  alcune   curve 
sferiche  (Mera.  Soc.  Ital.  Scienze  XXIV,  1850). 

2)  Viele  bibliographische  Notizen  über  diese  Kurve  finden  sich  im  Inter- 
médiaire  IV,  1897,  S.  184. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  18 
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hat  eine  große  praktische  Bedeutung,  indem  er  bei  der  Untersuchung 
jener  bekannten,  1784  von  Jacob  Watt  erdachten  Vorrichtung  auf- 
tritt, die  man  nach  ihm  das  Wattsche  Parallelogramm  genannt 
hat.  Bei  dieser  Untersuchung  ist  insbesondere  die  Lösung  des  fol- 
genden Ortproblems  erforderlich:  „Ein  Vierseit  ABCD,  dessen  Grund- 
linie AD  festliegt,  ist  in  allen  Ecken  gelenkig  gegliedert;  es  gilt,  den 
Ort  aller  Lagen,  die  ein  bestimmter  Punkt  M  der  gegenüberliegenden 
Seite  BG  annimmt,  zu  finden."  Wir  werden  diesen  Ort  die  Wattsche 
Kurve1)  nennen;  andere,  um  ihre  Gestalt  anzudeuten,  nennen  sie 
Lemniskoide  (lemniscoi'de)  oder  Inflexionskurve  (courbe  à 
longue  inflésion2),  welcher  Name  nach  Chasles3)  von  Hachette 
in  seiner  Histoire  des  machines  à  vapeur  vorgeschlagen  wurde). 

Um  die  Wattsche  Kurve  zu  zeichnen,  beschreibe  man  die  Kreise 
um  die  beiden  festen  Punkte  A  und  D  als  Zentren  mit  den  Radien 
von  der  Länge  der  Seiten  AB  und  CD  (vgl.  Taf.  IX,  Fig.  63).  Man 
nehme  alsdann  den  Punkt  B  auf  dem  ersten  Kreise  beliebig  an  und 
beschreibe  mit  dem  Radius  an  Länge  gleich  der  Seite  BG  des  Ge- 
lenkvierecks einen  Kreis;  dieser  schneidet  den  zweiten  (Direktrix-) 
Kreis  in  zwei  Punkten  C'  und  C";  auf  jeder  der  beiden  Geraden  BG'  und 
BG"  gibt  es  einen  Punkt  M  der  Wattschen  Kurve.  Durch  Variation 
von  B  erhält  man  unendlich  viele  derselben.  Es  ist  klar,  daß  nicht 
immer  alle  Punkte  des  ersten  Kreises  zu  reellen  Punkten  der  Kurve 
führen;  um  das  brauchbare  Stück  desselben  zu  finden,  beschreibe  man 
um  den  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises  D  mit  den  Radien  BG  +  CD 
zwei  Kreise;  diese  begrenzen  auf  dem  ersten  Kreise  zwei  Bogen,  welche 
den  besagten  Bezirk  ausmachen.  Dieselbe  Konstruktion  kann  man 
eventuell  in  bezug  auf  den  zweiten  Kreis  wiederholen. 

Nichts  ist  leichter,  als  die  Normale,  und  demnach  auch  die  Tan- 
gente, in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Wattschen  Kurve  anzugeben. 
Ist  nämlich  ABCD  die  zugehörige  Lage  des  Gelenkvierecks,  so  ist 
der  Punkt  I,  in  welchem  sich  die  Geraden  AB  und  CD  schneiden, 
das  zugehörige  Zentrum  der  augenblicklichen  Rotation;  IM  ist  daher 
die  Normale  zu  dem  Orte  des  erzeugenden  Punktes  M. 

Um  die  Gleichung  der  Wattschen  Kurve  zu  finden,  nehmen  wir 
die  Gerade  AD  als  :r-Achse,  0  als  Anfangspunkt,  bezeichnen  mit  at 
und  a2  die  Abszissen  von  A  und  D,  mit  B1}  B2  die  Radien  der  bei- 


1)  Ihre  Gleichung  scheint  zum  erstenmal  von  Prony  aufgestellt  zu  sein; 
s.  Koenigs  Legons  de  cinématique  (Paris,  1897)  S.  262,  woselbst  als  Quelle  eine 
Arbeit  von  Hàton  de  la  G-oupillière  angegeben  wird. 

2)  A.  J.  H.  Vincent,  Essai  d'ime  théorie  du  Parallelogramme  de  Watt  (Mem. 
de  la  Soc.  de  Lille  1836 — 37)  und  Note  sur  la  théorie  du  Parallelogramme  de  Watt 
(Nouv.  Ann.  Math.  VII,  1848).  Dort  findet  sich  der  Name  Seleno'ide  für  einen 
besonderen  Fall  der  fraglichen  Kurven. 

3)  Bull.  Soc.  math,  France  VI,  1872—78,  S.  214. 
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den  Leitkreise,  ferner  mit  lt  und  l2  die  Längen  BM  und  MC,  und 
schließlich  mit  go1?  co2,  co  die  Winkel,  welche  die  Geraden  AB,  CD, 
JBC  mit  der  positiven  Richtung  der  #-Achse  bilden.  Außerdem  setzen 
wir  der  Kürze  halber 

r1=  (x-^y  +  y2,     r2  =  (x  —  a2y+if, 

und  daher 

(s  ~  «i)  («  ~  a»)  +  */2  -  Fl  +  r>  ~  (CTl  ~  ^  •  .     .     .     (1) 

Sind  nun  #  und  «/  die  Koordinaten  von  M,  so  erhält  man  leicht  die 
vier  Beziehungen 

B1  cos  (d1  -j-  ^i  cos  co  =  x  —  at', 

B2  cos  ö2  —  l2  cos  co  =  #  —  a2  ; 

Durch  Elimination  von  oox  aus  den  beiden  ersten  und  eo2  aus  den  bei- 
den letzten  erhält  man 

2  (x  —  o^)  ^  cos  oo  +  2^  sin  oo  =  1^  —  Px2  -f-  ?a27 

—  2  (#  —  a2)  l2  cos  co  —  2yl2  sin  co  =  .T2  —  J?22  -f  ^22- 

Durch  Elimination  von  co  aus  diesen  beiden  erhält  man  die  Kurven- 
gleichung.    Wenn  man  nun  der  Kürze  wegen  setzt 

p  =  2 (x  -  a2)lx  Q  =  2y\  B  =  Ti-B12  +  \2 

P'=-2(x  -  a2)l2        Q'=-  2yl2       B!  =  T2  -  P22  +  V, 

so  kann  das  Resultat  der  Elimination  in  einer  der  beiden  folgenden 
Formen  geschrieben  werden 

(PQ'-FQ)2=(PB'-P'B)2  +  (QB'-Q'B)2.     .     .     (2) 

(P2  +  Q2-  B2)  ■  (P'2  +  Q'2  -  B'2)  =  {PP'  +QQ-  BB')2.    (3) 

Aus  (2)  geht  hervor,  daß  die  folgender  Gleichung  genügenden  Punkte 
Doppelpunkte  der  Wattschen  Kurve  sind: 

P     Q     B 

p'    q   b 

d.  h.  gemäß  den  aufgestellten  Bezeichnungen 

n  \  (x  —  at)        (x  —  axy  —  -V-K2  =  0  (m< 

Demnach  hat  die  Wattsche  Kurve  drei  Doppelpunkte  auf  der  festen 
Seite  des  Gelenkvierseits.  Setzen  wir  in  (2)  für  die  P,  .  .  .,  P'  die 
Werte  ein,  so  findet  man 

4W  (at  -  a2fy2  =  {x  [ft  T2  +  Z2  iy  -  W  -  W  -  M2  &  +  «] 

-  [a2Z2r2+  %^r2-  2\l2(a1i2^r  a2\)  -  ax\B22  -  a2l2B*~\)2 

+  2/2{ÄA+  W  +  l*+hz-kB,2-l2B22}2.(i>) 

18* 


=  o, 
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Da  diese  Gleichung  vom  6.  Grade,  so  folgt:  Die  Wattsche  Kurve  ist 
von  der  sechsten  Ordnung.  Jeder  Kreis  schneidet  die  Kurve  nur 
in  sechs  Punkten  in  endlicher  Entfernung;  folglich  hat  die  Wattsche 
Kurve  die  beiden  zyklischen  Punkte  der  Ebene  als  dreifache  Punkte, 
ist  also  eine  trizirkulare  Kurve  sechster  Ordnung. 

Betrachten  wir  insbesondere  einen  beliebigen  der  durch  die  Glei- 

chmig  \r^+\rx=Const. 

dargestellten  Kreise,  so  schneidet  jeder  die  Kurve  in  nur  vier,  im  End- 
lichen gelegenen  Punkten,  ist  daher  doppeltberührend  an  die  Kurve 
in  den  zyklischen  Punkten  der  Ebene;   wenn  man  im  besonderen  die 

Konstante  gleich  —       72  "V  /        nimmt,  so  erhält  man  den  Kreis  mit 

dem  Radius  Null  7    .      7  N  9 

sein  Mittelpunkt  F  ist  daher  ein  außerordentlicher  Brennpunkt  der 
Kurve;  beachten  wir,  daß 

OA  =  a2,       OD  =  a2,       0  F  =  ^  +  ?**1  , 
so  haben  wir  AF      ßM 

FD  =  WC' 

F  ist  daher  derjenige  Punkt  der  Strecke  AD,  welcher  sie  im  Ver- 
hältnisse von  BM:  MC  teilt.  Setzen  wir  hingegen  in  (3)  für  P, ..., 
JR'  ihre  Werte  ein,  so  erhält  man  für  die  Wattsche  Kurve  folgende 
elegante  Gleichung. 

(H  -  i^+12)  (r,  -  b^V)  (r2  -  IT+i;2)  (r2  -  R~^T?) 
-  {(rx  +  k2-  2^+  2ij2  (r22  +  z2  -  R<?+2ij,) 

-4Z1Z2(^K2)  +  ^^22-i?12-jR22)}2 (6) 

Diese  ist  scheinbar  vom  8ten  Grade,  in  Wirklichkeit  aber  vom  6ten, 
da  in  beiden  Gliedern  der  Ausdruck  I^2!^2  auftritt.  Sie  zeigt,  daß 
alle  Kreise  mit  der  Gleichung  r\  =  Const.  die  Wattsche  Kurve  doppelt 
berühren;  insbesondere  stellt  die  Gleichung  1^  =  0  einen  doppelt- 
berührenden Nullkreis  dar;  sein  Mittelpunkt  ist  also  ein  außerordent- 
licher Brennpunkt.  Dasselbe  gilt  von  r2  =  0;  daraus  ergibt  sich: 
Auch  die  festen  Punkte  A  und  D  sind  außerordentliche  Brenn- 
punkte der  Wattschen  Kurve. 

Da  die  Wattsche  Kurve  von  der  sechsten  Ordnung  ist  und  zwei 
dreifache  und  drei  Doppelpunkte  hat,  so  ist  sie  vom  Geschlechte  eins; 
die  Koordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  daher  vermittels  elliptischer 
Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken.  Eine  sehr  geniale  Weise 
zu    einer    derartigen    Darstellung    zu   gelangen   ist   die    folgende    von 
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Darboux  erdachte  und  völlig  entwickelte1):  Man  bezeichne  mit  a, 
b,  c  die  Länge  der  Seiten  AB,  BC,  CD  des  Vierseits;  mit  cc,  ß,  y 
die  Winkel,  die  sie  mit  der  festen  Geraden  AD  bilden  nnd  mit  d  die 
Länge  dieser  letzteren.  Projiziert  man  nun  den  Linienzug  AD  CD 
auf  die  Gerade  AD  und  dann  auf  die  Senkrechte  dazu,  so  bekommt 
man  folgende  beide  Gleichungen: 

d  +  a  cos  a  +  b  cos  ß  -f-  c  cos  y  =  0  ;     a  sin  cc  +  b  sin  ß  +  c  sin  y  =  0 , 

oder  auch  d  +  oe±#«+ 6ä±i/i+ c<J±iy_0. 

Man  setze  nun  ,Ä 

x=*eia,     y  =  e1^,    z  =  el? , 

dann  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

ax  +  by  4-  es  +  c?  =  0,         — ) 1 \-  d  =  0 . 

Deuten  wir  nun  die  x,  y,  z  als  kartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Räume,  so  stellen  diese  Gleichungen  die  Kurve  dritter  Ordnung 
dar,  in  welcher  die  Ebene  ax  -{-  by  -\-  cz  -{-  d  =  Q  die  Fläche  dritter 

Ordnung  — j j f-  d  =  0  schneidet.    Jedem  Punkte  dieser  Kurve 

entspricht  eine  Lage  des  Gelenksystems,  d.  h.  ein  Punkt  der  Watt- 
schen  Kurve.  Wenn  man  also  die  Koordinaten  jener  durch  elliptische 
Funktionen  ausdrückt  (S.  16 — 17),  erhält  man  dasselbe  für  die  hier 
betrachtete  Kurve. 

In  dem  bemerkenswerten  Spezialfälle,  in  welchem  AB  =  CD 
und  M  der  Mittelpunkt  der  Strecke  BC,  kann  man  die  Gleichung 
der  Wattschen  Kurve  schneller  durch  folgendes  von  E.  Catalan2)  an- 
gegebene Verfahren  erhalten.     Die  Mitte  von  AD  nennen  wir  0  und 

setzen  AD  =  2a,       AB=CD  =  b,        BC  =  2c; 

für  die  Existenz  eines  Viereckes  mit  diesen  Seiten  ist  notwendig  und 

hinreichend,  daß  .  ,  . 

'  \a  —  b\    <c    <a  +  b, 

und  wir  wollen  voraussetzen,  daß  die  Konstanten  a,  b,  c  dieser  Be- 
dingung genügen.  Ziehen  wir  dann  (Taf.  IX,  Fig.  63)  die  Gerade 
MO,  ferner  durch  B  und  C  zu  ihr  die  Parallelen  und  durch  0  die 
Parallele  EF  zu  BC,  so  ist'  das  Vierseit  BCFE  ein  Parallelogramm, 
und  wir  haben  BE  =  CF,  OE  =  OF=  MB  =  MC  Die  Dreiecke 
OAE  und  ODF  sind  demnach  kongruent,   daher  ergeben   sich  A  E 

1)  De  Vemploi  des  fonetions  elliptiques  dans  la  iheorie  du  quadrilatere  plan 
(Comptes  Rendus,  LXXXVHI,  1879  oder  Bullet.  Sciences  math.  IL  Ser.  IH,  1879). 
Vgl.  Picciati,  La  funzione  di  Weierstrass  nella  cinematica  del  quadrilatero  arti- 
colato (Atti  Ist.  Veneto  40,  1900—1901). 

2)  Sur  la  courbe  de  Watt  (Mathésis  V,  1885). 
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und  BF  als  einander  gleich  und  die  Geraden,  denen  diese  beiden 
Seiten  angehören,  als  zu  einander  parallel.  Da  nun  in  den  Dreiecken 
AB  E  und  GBF  die  entsprechenden  Seiten  einander  gleich  sind,  so 
sind  diese  Dreiecke  kongruent;  im  speziellen  ist  <£  AEB  =  CFD; 
aber  diese  Winkel  sind  gleichzeitig  supplementär,  daher  sind  sie 
rechte  Winkel;  wenn  man  dann  JDF  verlängert,  bis  es  OM  in  G 
schneidet,  so  wird  auch  der  Winkel  0  GB  ein  rechter  sein.  —  Nach- 
dem dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  mit  p,  co  die  Polarkoordi- 
naten von  M  in  bezug  auf  0  als  Pol  und  AD  als  Achse.     Dann  ist 


o2  =  OM  =  CF  =  CB-BF=b2-FD-, 

andererseits  ist 

FD  =  GB  -  GF =  a  •  sin  cd  -  GF; 

FG2  =  OF2  -  ÖG2  =  MC2  -  ÖG2  =  c2  -  a2  •  cos2  co  . 
Demnach  ist 

q%  =  b2  _  (  a  sin  co  —  ]/c2  —  a2  cos2  co } 2, 
oder  auch 

(q2  -  a2  -  b2  +  c2)2  +  4  a2(Q2-b2)  sin2  co  =  0  ...     (7) 

die  Polar-Gleichung  dieser  Wattschen  Kurve.  Die  entsprechende  kar- 
tesische  Gleichung  lautet: 

O2  +  y2)  (x2  +y2-  a2  -b2  +  c2)2  +  Aa2y2  {x2  -\-y2-b2)  =  0.    (8) 

Diese  Kurve  ist  demnach  symmetrisch  sowohl  in  bezug  auf  die  Ge- 
rade AB  als  auch  in  bezug  auf  deren  Mittelsenkrechte.  Die  Glei- 
chung (8)  läßt  auch  deutlich  erkennen,  daß  die  zyklischen  Punkte 
dreifache  Punkte  sind;  die  zugehörigen  Tangenten  sind  x  +  iy  =  0, 
x  +  iy  =  ±  «;  daher  sind  0,  A,  B  außerordentliche  Brennpunkte  der 
Kurve.  Sie  hat  außerdem  als  Doppelpunkte  den  Anfangspunkt  und 
die  Punkte  (±  "|/a2 -f- &2  —  c2,  0);  sind  diese  reell,  so  sind  sie  isolierte 
Punkte,  während  der  Anfangspunkt  ein  Knoten  oder  ein  isolierter 
Punkt  ist,  jenachdem  a  +  c  ^  b .  Im  ersten  Falle  besteht  die  Watt- 
sche  Kurve  aus  zwei  Blättern,  die  durch  diesen  Punkt,  der  ein  In- 
flexionsknoten  ist,  zu  einem  Zuge  verbunden  sind;  alsdann  ist  der 
Name  Lemniskoide  (S.  274)  berechtigt.  Im  andern  Falle  haben  wir 
zwei  auseinander  liegende  Züge  von  birnförmiger  Gestalt,  die  um  so 
mehr  abgeplattet  erscheint,  je  kleiner  c  ist,  dagegen  zugespitzt,  je  mehr 
c  sich  dem  Werte  a  —  b  nähert  (s.  Fig.  64). 

Bemerkenswert    ist    der   Fall   c  =  a  ;    die   Gleichung   (2)    zerfällt 
dann  in  die  beiden  folgenden 

x2+y2=  b2,       (x2  +  y2)  (x2  +  y2  -  b2)  +  ±a2if  =  0 , 

die   erste   voü    diesen   stellt   den  Kreis   mit  dem  Mittelpunkte  0  und 
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dem  Radius  b  dar,  während  die  zweite  eine  Boothsche  Lemniskate  dar- 
stellt (vgl.  Nr.  65);  wenn  man  überdies  noch  6  =  a]/2  annimmt,  so 
reduziert  sich  letzere  auf  eine  Bernoullische  Lemniskate  (Nr.  93). 

109.  Über  die  Theorie  der  Wattschen  Kurve  wurde  helles  Licht 
verbreitet,  als  man  eine  Verallgemeinerung  derselben  betrachtete,  die 
entsteht  —  im  übrigen  unter  denselben  Bedingungen,  wie  sie  zu  An- 
fang dieses  Kapitels  angegeben  sind  —  wenn  man  den  Ort  eines  Punktes 
M  untersucht,  der  unveränderlich  mit  der  Seite  BC  des  Gelenkvier- 
ecks verbunden  ist,  aber  nicht  auf  dieser  Seite  liegt.  Nun  hat 
S.  Roberts  bewiesen1),  daß  dieser  Ort  —  der  von  den  Engländern 
the  three-bar  curve,  von  den  Deutschen  die  Koppelkurve  genannt 
wurde  —  ebenfalls  eine  trizirkulare  Kurve  sechster  Ordnung  ist,  die 
zu  außerordentlichen  Brennpunkten  die  Punkte  A  und  B  hat,  sowie 
einen  dritten  Punkt  _F,  derartig,  daß  die  beiden  Dreiecke  ADF  und 
BGM  ähnlich  sind;  in  bezug  auf  diese  drei  Punkte  verhält  sich  die 
Kurve  in  ganz  gleicher  Weise;  daher  ist  sie  im  ganzen  dreier  Er- 
zeugungsweisen vermittelst  eines  Gelenkvierecks  fähig.  Sie  hat  drei 
Doppelpunkte  auf  dem  dem  Dreiecke  ADF  umbeschriebenen  Kreise, 
ist  daher,  wie  die  Wattsche  Kurve,  eine  trizirkulare  sechster  Ordnung 
vom  Geschlechte  eins,  hängt  jedoch  von  einer  Konstanten  mehr  ab. 
Je  nach  den  Werten  der  Konstanten  sowie  nach  der  Lage  des  er- 
zeugenden Punktes  M  nimmt  sie  verschiedene  Gestalten  an2). 

Von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  in  der  Kinematik,  nämlich  für 
das  Problem  der  sog.  Geradfü hrung  ist.  die  Koppelkurve  mit  sechs- 
punktig  berührender  Tangente.  Sie  ist  von  R.  Müller  eingehend 
behandelt  worden3);  derselbe  Geometer  hat  sich  auch  mit  anderen 
speziellen  Koppelkurven  beschäftigt4)  und  die  Bemerkung  gemacht, 
daß,  wenn  man  den  Punkt  M  in  der  Ebene  des  Gelenkvierecks  auf 
eine  gewisse  Kurve,  die  sog.  „Polkurve"  legt,  einer  der  Doppelpunkte 
zur  Spitze  wird;  legt  man  ihn  dagegen  auf  eine  andere  Kurve,  die 
sog.  „Übergangs kurve",  so  bekommt  die  Koppelkurve  einen  Selbst- 
berührungspunkt; legt  man  ihn  aber  auf  eine  dritte  Kurve,  die  sog. 
„Flachpunktkurve",  so  bekommt  sie  einen  Undulationspunkt.  Die  erste 
dieser  Kurven  wurde  zuerst  von  S.  Roberts5)  betrachtet;  sie  ist  im 
allgemeinen  achter  Ordnung,  hat  zu  Spitzen  die  Kreispunkte  I  und  J 

1)  S.  die  wichtige  Abhandlung  On  three  -  bar  motion  in  plane  space  (Proc. 
Lond.  math.  Soc.  VII,  1876)  und  als  Kommentar  die  beiden  von  Cayley,  On 
three-bar  motion  und  On  the  bicursal  sextic  (Daselbst,  oder  Coli.  math.  Papers  IX, 
S.  551  u.  581). 

2)  S.  die  Figuren  158  und  159  in  Carr,  Synopsis  of  elementary  results  in 
pure  and  applied  maihematics  Bd.  I,  Teil  II  (London,  1886). 

3)  Zeitschr.  Math.  Phys.  XL VIII,  1902,  S.  208—19. 

4)  Über  einige  Kurven,  des  mit  der  Theorie  die  ebenen  Gelenkvierecks  im  Zu- 
sammenhang stehen  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XLVIII,  1902). 

5)  Proc.  Lond.  math.  Soc.  Ili,  S.  312. 
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und  zu  dreifachen  Punkten  die  beiden  festen  Ecken  des  Gelenkvierecks; 
da  sie  übrigens  noch,  sechs  andere  Doppelpunkte  hat,  so  ist  sie  wie 
auch  die  Koppelkurve  vom  Geschlechte  eins.  Die  „Übergangskurve" 
ist  ebenfalls  von  der  achten  Ordnung  und  man  erhält  sie  aus  der 
Polkurve"  durch  eine  konforme  Transformation,  die  durch  die  Be- 
ziehung z  =  £2  definiert  ist.  Die  „Flachpunktkurve"  aber  ist  von  der 
zehnten  Ordnung,  hat  die  festen  Ecken  des  Gelenkvierecks  zu  Doppel- 
punkten und  die  Punkte  I  und  J  zu  vierfachen. 

Es  möge  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  dieselben  kinematischen 
Betrachtungen,  denen  die  Koppelkurve  ihre  Entstehung  verdankt,  in 
geeigneter  Weise  modifiziert  zu  weiteren  Kurven  von  noch  höherer 
Ordnung  führen.  Betrachten  wir  nämlich  ein  Gelenkviereck  OO'B'B 
mit  den  festen  Ecken  00',  setzen  auf  die  Seiten  OB  und  O'JR'  die 
Dreiecke  OBS  und  O'B'S',  und  lassen  von  den  Ecken  gelenkig  die 
Stäbe  SK  und  S'K  ausgehen,  so  beschreibt  der  Punkt  K  bei  der  Be- 
wegung eine  Kurve  vierzehnter  Ordnung,  die  sog.  Kniekurve1)  die 
I  und  J  zu  siebenfachen  Punkten  hat. 

In  dem  Falle,  daß  die  Dreiecke  OBS  und  O'BS'  direkt  ähnlich 
sind,  scheidet  sich  von  der  Kurve  die  unendlich  ferne  Gerade  zwei- 
mal ab  und  es  bleibt  eine  sechszirkulare  Kurve  zwölfter  Ordnung  übrig. 
In  anderen  Spezialfällen  scheidet  sich  ebenfalls  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  gerade  Anzahl  von  Malen  ab;  so  daß  man  als  Restkurven 
solche  von  der  zehnten,  achten  oder  sechsten  Ordnung  erhält,  die 
wiederum  für  die  Kinematik  von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

Die  Wattsche  Kurve  und  ihre  Verallgemeinerung,  die  Koppel- 
kurve, haben  für  einige  Zweige  der  angewandten  Mathematik  eine 
große  Wichtigkeit;  daher  finden  sich  gründliche  Untersuchungen  der- 
selben in  moderneren  Bearbeitungen  der  Kinematik2);  daselbst  wird  der 
Leser  genauere  Details  über  diesen  Gegenstand  finden3). 


1)  Über  eine  gewisse  Klasse  von  übergeschlossenen  Gelenkmechanismen  (Zeitschr. 
Math.  Phys.,  XL  1895). 

2)  Außer  Koenigs  a.  a.  0.  246 — 62  s.  auch  L.  Burmester,  Lehrbuch  der 
Kinematik  I  (Leipzig,  1888)  S.  294  und  den  größten  Teil  von  J.  Ebner,  Leit- 
faden der  technisch  wichtigen  Kurven  (Leipzig,  1906).  Eine  Klassifikation  der 
Gelenkvierecke  verdankt  man  J.  J.  Va  es  (Indeeling  en  theorie  des  Stangenvier- 
ecken; XXXVIII  Jaarverslag  Nederlandsche  Vereeniging,  Rotterdam,  1899). 

3)  Eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung  von  ähnlicher  Definition  ist  der 
Ort  der  Ecke  C  eines  Vierseits  BACD,  von  welchem  die  Ecke  A  und  die  Hal- 
bierungslinie des  Winkels  BAD  fest  ist.  S.  Journ.  de  math.  spéc.  4.  Ser.  V. 
1896,  S.  61. 
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Fünftes  Kapitel. 
Kurven  sechster  Ordnung  (Fortsetzung). 

g)  Die  Nephroide,  die  Atriphtaloide,  die  Kranioide  usw. 

110.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius 
a  sowie  ein  Punkt  A  seiner  Peripherie  (Taf.  IX,  Fig.  65);  man  ziehe 
durch  A  eine  beliebige  Sehne  AB  und  verbinde  deren  Endpunkte  mit 
dem  Mittelpunkte  0,  dann  trage  man  auf  dieser  Verbindungslinie 
(nach  beiden  Seiten)  das  Stück  BP  =  BA  ab;  der  Ort  des  Punktes 
P  ist  die  Nephroide  oder  Nierenkurve  von  Freeths1). 

Nimmt  man  OA  als  Polarachse  und  0  als  Pol,  so  ist  ersichtlich 

AB  =  2a  sin—  ;   daher  ist   die  Polargleichung   der  fraglichen  Kurve 

q  =  a +  2  a  sin— -■ (1) 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  wird  diese 

(x2  +  y2)  (x2  +  y2-  O2  -  4«2  (x2  +  y2  -  axf  =  0.  .     .     (2) 

Die  Nephroide  ist  demnach  eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  A  und 
den  Kreispunkten  der  Ebene  als  dreifachen,  und  0  als  Doppelpunkt; 
daraus  folgt,  daß  sie  rational  ist;  die  Verbindungslinien  von  0  mit 
den  beiden  Kreispunkten  sind  Doppeltangenten.  —  Die  vom  Radius- 
vektor eines  Punktes  der  Kurve  während  einer  vollständigen  Drehung 
beschriebene  Fläche  wird  gemessen  durch 

%1t  27t 

C^Q2-da=\  C(%a2  -  2a2  cos«  +  4a2  sin-|-)  da  =  3-?ra2  +2(2df; 
o  o 

ist  also  gleich  dem  Dreifachen  des  gegebenen  Kreises  vermehrt  um 
das  Doppelte  des  Quadrates  über  dem  Durchmesser  dieses  Kreises. 

Nimmt  man  jetzt  OA  als  Polarachse  und  A  als  Pol,  so  wird  die 
Polargleichung  der  Nephroide 


oder 


•      2co     . 
q  =  4a  -sin  —  sm 


=  2a  (cos^ cos  ra); 


infolgedessen  wird  ihre  Inverse  in  bezug  auf  einen  Kreis  vom  Mittel- 
punkt A  und  Radius  Je  durch  folgende  Gleichung  dargestellt: 


1)  S.  die  Abhandlung  Freeths  Nephroid  in  den  Proc.  Lond.  math.  Soc.  V, 
1879.  —  Früher  war  der  Name  „Nephroid"  von  R.  Proctor  zur  Bezeichnung 
der  zweispitzigen  Epizykloide  angewendet  worden  (A  treatise  cm  the  cycloid  and 
all  formes  of  cycloidal  curves,  London  1878,  S.  79). 
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=  2a  (cos  — coso); 


Je1 
geht  man   zu   kartesischen  Koordinaten  über  und  setzt  man  Ji  =  — - , 
°  2a7 

so  bekommt  man  die  Gleichung 

(4x  +  3Ä)  (x2  +  tf)  -  4  0  +  &)8  =  °; 

die  eine  rationale,  in  bezug  auf  Ox  symmetrische  Kurve  dritter  Ord- 
nung darstellt1). 

Das  Interesse,  welches  die  Nephroide  bietet,  scheint  sich  aus- 
schließlich auf  ihre  Anwendung  für  die  Konstruktion  der  regelmäßigen 
Vielecke  mit  der  Seitenzahl  7  •  (22,tt  -+-  1)  zu  konzentrieren,  voraus- 
gesetzt, daß  22fl  -f-  1  eine  Primzahl  ist.  Um  ihre  derartige  Anwen- 
dung klar  zu  legen,  bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  Radius  OA 
mit  F,  errichten  in  diesem  Punkte  die  Senkrechte,  und  nennen  P' 
den  Schnitt  derselben  mit  dem  äußeren  Bogen  der  Nephroide;  B'  sei 
der  Schnitt  von  OP'  mit  dem  gegebenen  Kreise.  Wird  nun  die 
Sehne  AB'  gezogen,  so  entstehen  die  beiden  gleichschenkligen  Drei- 
ecke OAB'  und  AB'P'.  Mit  y  bezeichnen  wir  den  Winkel  B'OA 
und  die  gemeinsame  Größe  der  Winkel  OAB'  und  OB' A  mit  ip. 
Dann  ist  <p  -f-  2^  =  it.  Da  nun  auch  Dreieck  P' OA  gleichschenklig 
ist,  so  hat  man 


<£  P'AB'  =  B'P'A  =  <p-il>. 


Beachten  wir  schließlich,  daß  OB' A  Außenwinkel  des  Dreiecks  B' AP', 
so  finden  wir  if>  =  2  (cp  —  ift).  Aus  den  beiden  zwischen  <p  und  i> 
bestehenden  Beziehungen  ergibt  sich 

3  ,2  ,        % 

<p  =  jit,         ll>  =  jX,     cp—f=j- 

Dies  beweist,  daß  wenn  die  Nephroide  gezeichnet  vorliegt,  man  mit 
Zirkel  und  Lineal  den  ganzen  Umfang  des  Kreises  in  sieben  gleiche 
Teile  teilen  kann;  ähnlich  läßt  sich  auch  die  Teilung  derselben  in 
21  und  35  Teile  ausführen,  weim  man  berücksichtigt,  daß 


li/i        l\        l__i/l_i 
21  _  4   V 3  _  7/ >       35  _  ¥  \ 5~  ~~  T 


1)  Die  Haupteigenschaften  der  Nephroide  besitzt  auch  eine  andere  Kurve, 
die  man  als  Verallgemeinerung  der  Nephroide  ansehen  und  folgender- 
maßen erzeugen  kann.  Gegeben  ein  Kreis  K0  mit  dem  Zentrum  0,  Radius  a  und 
ein  fester  Punkt  A  auf  seiner  Peripherie;  ferner  sei  D  ein  fester  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kreises;  man  beschreibe  um  den  variabeln  Punkt  P0  auf  K0  mit  dem 
Radius  P0A  einen  veränderlichen  Kreis,  der  die  Gerade  DP0  in  den  Punkten 
P' ,  P"  schneidet;  der  Ort  der  Punkte  P',  P"  ist  eine  Kurve,  die  mit  der  Ne- 
phroide identisch  ist  in  dem  Falle,  daß  D  mit  0  zusammenfällt;  sie  geht  aber 
in  ein  schiefes  Dreiblatt  (s.  S.  168)  über,  wenn  D  unendlich  fern  liegt.  (Nach 
einer  brieflichen  Mitteilung  von  Dr.  E.  Köstlin). 
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Noch  allgemeiner:  Bekanntlich  kann  man  mit  Zirkel  und  Lineal  einen 

Kreis  in  22^  -f  1  gleiche  Teile  teilen,  wenn  diese  Zahl  eine  Primzahl 

ist.    Wenn  man  nun  beachtet,  daß  es  immer  zwei  ganze  Zahlen  ce,  ß 

gibt,  derart  daß  „  0 

&      >  laß 

7(2^-|-l)  ~~    7         2^+l' 

so  ergibt  sich  daraus  —  wie  oben  angegeben  —  daß  die  Nephroide 
zur  Teilung  des  Kreises  in  7  (22,u  +  1)  gleiche  Teile  führt. 

111.  Auf  eine  andere  Gruppe  von  Kurven  sechster  Ordnung  traf 
Dr.  Haughton  im  Verlaufe  seiner  Untersuchungen  über  die  Gestalt 
der  Oberfläche  des  Meeres;  er  gab  ihnen  den  Namen  atriphtotha- 
lassic  curves  (von  axQiTtxog,  ohne  Reibung,  und  tìàXaótja,  Meer  ab- 
geleitet). Unter  diesen  tritt  besonders  jene  hervor,  die  in  Polar- 
koordinaten durch  die  Gleichung 

«,2(«'-Ä)  +  ^r  =  0 (3) 

wiedergegeben  wird,  nämlich  die  Atriphtaloide,  die  von  Townsend 
untersucht  wurde1)  und  für  welche  G.  de  Longchamps  die  Tangente 
konstruiert  hat2).  Indem  die  Atriphtaloide  in  kartesischen  Koordinaten 
durch  die  Gleichung 

O2  +  iffx"  =  (hx2  -  ksf (4) 

dargestellt  wird,  so  ist  sie  symmetrisch  zu  den  beiden  Koordinat- 
achsen. Die  Gleichung  (3)  ist  dritten  Grades  in  q  und  hat  1  oder  3 
reelle  Wurzeln,  je  nachdem 

.    „      ^- Ah3  — 21k3 
Sm£0> 4Ä* 

Wenn  4h3  —  27  &3  >  0  angenommen  wird,  so  kann  man  durch  0  zwei 
Gerade  ziehen,   die  mit  Ox  einen  Winkel  bilden,  dessen  Sinus  gleich 

—   V  TP ^'   alsdann  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade 

innerhalb  des  von  jenen  beiden  gebildeten  Winkels  die  Kurve  in  sechs 
Punkten,  jede  Gerade  außerhalb  desselben  in  zweien.  In  diesem 
Falle  besteht  die  Kurve  aus  zwei  unendlichen  Zweigen  und  zwei 
Ovalen  (s.  Taf.  IX,  Fig.  66).  Wenn  hingegen  4/r5  —  27F  =  0,  so 
werden  die  beiden  Ovale  unendlich  klein,  d.  h.  sie  werden  durch  zwei 
isolierte  Punkte  vertreten.  Wenn  endlich  4A8  —  27 fc8  <  0,  so  besteht 
die  Kurve  nur  aus  zwei  Serpentinen. 


1)  On  the  atriphtaloid  and  atriphtalid  of  Dr.  Haughton  (Ed.  Times  XXXVII, 
1882)  und  On  the  geometrical  properties  of  the  atriphtaloid  (Proc.  R.  Irish  Aca- 
demy  1882). 

2)  Construction  de  la  tangente  à  V 'atriphtaloide  (Journ.  math.  spéc.  4e  Sér. 
XVII,  1893). 
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Welches  auch,  die  relative  Größe  der  Konstanten  In  und  k  sein 
möge,  die  Kurve  hat  die  Kreispunkte  der  Ebene  als  Doppelpunkte; 
da  die  zugehörenden  Tangenten  die  Gleichung  haben 

h 

x±iy  =  ±Y, 

h 
so  sieht  man,  daß  die  beiden  Punkte  x  =  +  —,  y  =  0  außerordent- 
liche Brennpunkte  der  Kurve  sind,  und  daß  demnach,  wenn  man  Je 
variiert,  die  Gleichung  (4)  oo1  Atriphtaloiden  darstellt,  welche  diese 
Brennpunkte  gemeinsam  haben.  —  Die  Kulminationspunkte  haben  als 
Abszissen  die  Wurzeln  der  Gleichung 

2x%  ±  hx2  ±  W  =  0, 

wo  die  oberen  und  ebenso  die  unteren  Vorzeichen  zusammengehören. 
Da  jede  dieser  Gleichungen  eine  reelle  Wurzel  hat,  so  gibt  es  auch 
zwei  reelle  Doppeltangenten  parallel  zur  #-Achse.  Außer  den  Kreis- 
punkten hat  die  Atriphtaloide  im  Unendlichen  noch  einen  Doppel- 
punkt; es  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  y- Achse;  diese  Achse  ist 
die  zugehörige  Tangente,  und  da  sie  die  Kurve  anderswo  nicht  trifft, 
so  bietet  diese  im  Unendlichen  eine  höhere  Singularität  dar. 

Während  die  Atriphtaloide  ihre  Entstehung  einer  Frage  aus  der 
mathematischen  Physik  verdankt,  entstand  aus  astronomischen  Fragen 
eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung,  die  wir  nunmehr  erwähnen 
müssen. 

Die  Formel,  welche  die  Zeitgleichung  E  in  Funktionen  der  wahren 
Länge  q>  angibt,  hat  man  in  folgender  Form  aufgestellt: 

E  =  —  462  sin  (cp  —  a)  —  593  sin  2 cp  —  3  sin  2  (<p  —  a)  -f-  13  sin  4^, 

wo  a  die  Länge  des  Aphels  ist.  Indem  man  die  beiden  letzten  Glieder 
vernachlässigt  und 

1  JE  231     .  231  , 

2  593  =  ?'        593Sma  =  a'      593  C0S  a  =  b 

setzt,  wird  diese 

q  =  a  •  cosqp  —  b  •  sinqp  —  sin  cp  ■  cos  (p (5) 

Interpretieren  wir  q  und  (p  als  Polarkoordinaten,  so  stellt  diese  Glei- 
chung eine  rationale  Kurve  dar,  die  von  E.  de  Jonquières  unter- 
sucht wurde1);  sie  ist  die  erste  der  oben  erwähnten  Kurven  sechster 
Ordnung.     In  kartesischen  Koordinaten  hat  sie  die  Gleichung 

(#2  -f-  y2)  (x2  +  y2  —  ax  +  by)2  =  x2y2 (6) 

Demnach  ist  der  Anfang  ein  vierfacher  Punkt  mit  paarweise  zusammen- 

1)  Note  relative  à  une  courbe  du  sixième  ordre  qui  se  présente  en  astronomie 
(Ann.  di  Matem.  I,  1858). 
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fallenden  Tangenten;  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Punkte  A  (a,  0) 
und  B  (0,  —  b)  ;  Spitzen  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene,  indem  die 
unendlich  ferne  Gerade  gemeinsame  Tangente  derselben  ist.  Von  pro- 
jektivischem  Standpunkte  aus  unterscheidet  sich  daher  diese  Kurve  nicht 
von  der  Käferkurve;  de  Jonquières  zeigte,  wie  man  sie  vermittels 
projektiver  Büschel  von  Kurven  niederer  Ordnung  erzeugen  könne. 

112.  Zu  einer  anderen  Kurve  sechster  Ordnung  gelangte  L.  Bur- 
nì ester  bei  der  Untersuchung  über  die  Schatten  der  Schraubenflächen1); 
sie  wird  in  der  Ebene  auf  folgende  Weise  konstruiert:  „Es  seien  zwei 
Kreise  r  und  A  gegeben,  die  0  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  und 
c  und  d  als  Radien  haben  (s.  Taf.  X,  Fig.  67);  in  ihrer  Ebene  sei 
ferner  ein  fester  Punkt  G  gegeben;  man  ziehe  durch  0  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Peripherie  der  gegebenen  Kreise  bzw.  in  C  und  D 
schneidet;  man  verbinde  G  mit  G  und  bestimme  auf  der  Verbindungs- 
linie die  beiden  Punkte  P,  die  von  D  einen  gegebenen  Abstand  haben; 
der  Ort  der  Punkte  P  ist  eine  Kurve,  die  aus  zwei  Ovalen  besteht, 
von  denen  das  eine  innerhalb  des  anderen  liegt,  und  die  wegen  ihrer 
Gestalt  Kranioide  (von  kquvlov,  Schädel)  heißt2).  Um  ihre  Glei- 
chung zu  finden,  nehmen  wir  0  als  Anfang  und  OG  als  y- Achse. 
Die  Strecke  OG  nennen  wir  <7;  die  konstante  Länge  von  DP  l  und 
(p  den  Winkel,  den  der  bewegliche  Radius  OCD  mit  der  x- Achse 
bildet;  die  Koordinaten  von  C  werden  dann  sein  (c cos  qp,  csinqp),  die 
von  D  (dcoscp,  dsmcp).  Die  Gleichungen  der  Geraden  CG  und  des 
Kreises  mit  dem  Zentrum  D  und  dem  Radius  l  werden  also  sein: 

x(g  —  c  sinqp)  -f-  c^-cosqp  =  cg  •  cos  qp, 
bzw. 

#2  +  y2  —  %d'X  coscp  —  2d-y  sinqp  +  d2  =  Z2; 

wir  schreiben  diese  folgendermaßen: 

0  —  y)  co8(p  +  x  sin 9?  =  ^, 

xs  +  </2  -f  d2  —  P 
x  cos  95  +  y  smqp  = L-^-^ > 

daraus  können  wir  ableiten 

/            —5 — ; — s\                   qx        x*  4-  v2  -f-  d2  —  Z2 
{gy  -  x2  +  y%)  cos?  =  -^ ^^Yd x> 

[gy  -x*  +  y%)  sin cp  =  -  S—  +     ^  ^ {g-y)\ 

durch  Quadrieren  und  Addieren  ergibt  sich: 


1)  L.  Burmester,  Kinematisch-geometrische  ConstruJctionen  der  Parallel- 
projection  der  Schraubenflächen  und  insbesondere  des  Schattens  derselben  (Zeit- 
schrift Math.  Phys.  XVIII,  1873)  S.  198. 

2)  L.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  (Leipzig,  1888),  S.  78. 
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\n  -  («■  +  »•)]'  -  9V  (^  -x'  +  »' + "'-'') 

+ ('' +  "W ~n(*s  +  f-2mi  +  f)   ■   ■   C) 

als  Gleichung  der  Kranioide;  sie  zeigt,  daß  die  Kurve  in  der  Tat  von 
der  sechsten  Ordnung  ist,  wie  oben  angedeutet:  Burmester  hat  nicht 
nur  zwei  mechanische  Konstruktionen  derselben  angegeben,  sondern 
auch  zwei  verschiedene  Weisen,  in  jedem  Punkte  die  Normale  und 
demnach  auch  die  Tangente  anzugeben1). 

Ohne  uns  mit  der  Wiedergabe  derselben  aufzuhalten,  wollen  wir 
lieber  einen  bemerkenswerten  Spezialfall  der  Kranioide  anführen,  auf 
welchen  zu  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  Poncelet  stieß,  als  er  sich 
mit  ganz  analogen  Fragen  beschäftigte,  wie  diejenigen,  denen  obige 
Kurve  ihren  Ursprung  verdankt2).  Dieser  Fall  entspricht  der  Voraus- 
setzung, daß  d  und  demnach  auch  l  unendlich  groß  seien.  Die  oben 
angegebene  Konstruktion  wird  dann  zu  folgender:  „Gegeben  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  c  und  ein  Punkt  G  seiner 
Ebene;  man  ziehe  in  diesem  Kreise  einen  beliebigen  Radius  OC  (Taf.  X, 
Fig.  68)  dann  die  Gerade  GC  und  errichte  in  0  die  Senkrechte  zu  OC, 
diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P  der  frag- 
lichen Kurve."  Um  deren  Gleichung  zu  finden,  könnte  man  auf  einen 
Grenzübergang  zurückgreifen,  der  auf  die  Gleichung  der  Kranioide 
angewendet  wird,  aber  es  ist  viel  leichter,  sie  direkt  zu  begründen. 
Behalten  wir  nämlich  die  vorigen  Bezeichnungen  sämtlich  bei,  so  er- 
kennt man,  daß  die  Gleichungen  der  Geraden  GC  und  OP  sind: 

2?  +  S/tgtp  =  0,     x(g  —  csincp)  -f-  cy  cos 95  =  gc  cosqp.     .     (8) 

Durch  Elimination  von  <p  ergibt  sich 

g2x2  (x2  +  y2)  =  c2  (gy  —  x2  =  y2)2 (9) 

als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve;  diese  ist  demnach  eine  Kurve 
vierter  Ordnung,  die  im  Anfangspunkt  einen  Berührungsknoten  und 
G  als  Doppelpunkt  hat.  Wir  bemerken  ferner,  daß  aus  der  Glei- 
chung (11)  sich  ergibt 

^  =  gre  sin <p  cosqp  =  _     gc  cos2qp  ^ 

womit  es  sich  bestätigt,  daß  die  Kurve  rational  ist.  In  dem  Falle, 
daß  G  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  angehört  (g  =  c),  fällt 
die  erhaltene  Kurve  mit  einer  Strophoide  zusammen.    Im  allgemeinen 

1)  Daselbst  S.  79 ff. 

2)  Application  de  la  méthode  de  JRoberval  au  trace  des  tangentes  aux  courbes 
de  contour  apparent  et  de  Separation  d'ombre  et  de  lumière  dans  l'espace  de  la 
vis  à  filets  triangulaires.  (Application  d'analyse  et  de  geometrie  etc.  I,  Paris  1864, 
S.  447  ff.) 
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bemerkte  Poncelet1):  „cette  courbe  du  quatrieme  dégré  que  nous 
avions  baptisée  dans  la  salle  no.  6  du  nom  de  capricorne;  courbe 
remarquable  à  plus  d'un  titre  par  sa  forme  symétrique  elegante 
mème,  et  douée  de  nombreuses  propriétés  géométriques  jusqu'ici  encore 
peu  étudiée;  etc."  Indem  man  sieb  diesem  vernünftigen  Vorschlage 
des  großen  französischen  Geometers  angeschlossen  bat,  ist  die  frag- 
liche Kurve  vierter  Ordnung  Capricornoide  genannt  worden2);  sie 
kann  mechanisch  erzeugt,  und  ihre  Tangenten  können  nach  der  Ro- 
bervalschen  Methode  bestimmt  werden. 

Eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung,  die  betrachtet  und  schon 
benannt  wurde,  wenn  auch  nicht  von  Grund  aus  untersucht,  ist  von 
folgender  Entstehungs weise:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r 
und  dem  Zentrum  0  (Taf.  IX,  Fig.  69)  und  darin  zwei  zueinander 
senkrechte  Durchmesser  AÄ  und  BB .  Es  sei  MM'  eine  beliebige 
zum  Durchmesser  AÄ  parallele  Sehne;  von  M'  aus  fälle  man  das 
Lot  n  auf  die  Gerade  m,  welche  in  M  den  gegebenen  Kreis  berührt; 
der  Ort  der  Fußpunkte  N  dieses  Lotes  ist  die  fragliche  Kurve."  Um 
die  analytische  Darstellung  dieses  Ortes  zu  finden,  nehmen  wir  AÄ 
und  BB  als  Koordinatachsen;  die  Koordinaten  von  M  werden  dann 
sein  r-cos<p,  r- sin  cp  und  die  von  M'  — r-coscp,  r-sincp  (wo  cp  den 
Winkel  MO  A  bedeutet).     Die  Tangente  m  wird  demnach  dargestellt 

durch  .        .  n 

x  cos  cp  -\-  y  sin  cp  —  r  =  0 , 

und  die  Senkrechte  n  durch 

x  sin  cp  -f-  y  cos  cp  +  r  sin  2  qp  =  0  ; 

lösen  wir  diese  nach  x  und  y  auf,  so  erhalten  wir 

x  =  r  cos  cp  —  r  sin  cp  •  sin  2  cp ,       y  =  r  sin  cp  -f  r  cos  cp  •  sin  2  cp  ; 

oder,  wenn  man  will: 

x  =  r  cos  cp (1  —  2  sin2  cp),        y  =  r  sin  cp  (1  +  2  cos2  cp) .  .     (11) 

Dies  ist  die  bequemste  Art,  die  Kurve  darzustellen;  führt  man 
hingegen  an  Stelle  des  Parameters  cp  die  Größe  t  =  tg  |-  cp  ein,  so 
erhält  man  x  und  y  als  rationale  gebrochene  Funktion  vom  sechsten  Grade 
dargestellt;  daraus  folgt,  wie  schon  angegeben,  daß  die  Kurve  von 
der  sechsten  Ordnung  und  rational  ist.  Man  ersieht  ferner,  daß  sie 
symmetrisch  sowohl  in  bezug  auf  AÄ  als  auch  BB  ist.  Auf  der 
ersten  dieser  beiden  Geraden  hat  sie  zwei  Berührungsknoten  C  und  (7, 
außerdem  geht  die  Kurve  durch  die  Punkte  B  und  B ' .  Da  aus  den 
Gleichungen  (11)  folgt,  daß 

#2  +  2/2  =  >"2(1  +  sin2  2cp) , 

1)  A.  a.  0.  S.  460. 

2)  Burmester,  Kinematik  I.  S.  81. 


288  IV.  Abschnitt:  Kurven  von  höherer  als  der  vierten  Ordnung. 

so  liegen  alle  reellen  Punkte  der  Kurve  in  dem  Kreisring,  dessen 
Mittelpunkt  0  und  dessen  Radien  r  und  r]/2  sind;  usw.  —  Die 
Kurve  kann  auch  geometrisch  erforscht  werden,  indem  man  sie  als 
besonderen  Fall  derjenigen  Kurven  betrachtet,  die  durch  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  rationale  Kurve  vierter  Klasse  erzeugt  werden,  deren 
Tangenten  sich  projektivisch  entsprechen. 

A.  Sanchez,  der  es  für  angebracht  hielt,  dieser  Kurve  ein  be- 
sonderes Werkchen  zu  widmen1),  sah  ihre  Gestalt  als  einem  Hörne 
ähnlich  an,  indem  er  nur  den  vierten  Teil  derselben,  nämlich  den 
Bogen,  der  in  A  beginnt  und  über  C  und  D  gehend  in  B  endigt, 
betrachtete,  und  belegte  sie  daher  mit  dem  Namen  Cornoide.  Aus 
dem  Gesagten  geht  jedoch  hervor,  daß,  wenn  dieser  in  der  Geometrie 
festen  Fuß  fassen  soll,  es  ratsam  wäre,  der  Kurve  einen  Namen  zu 
geben,  welcher  ihrer  wirklichen  Form  besser  entspricht. 


Sechstes  Kapitel. 

Spezielle  Kurven  einer  geraden  Ordnung  höher  als  sechs. 

113.  Kurven  siebenter  Ordnung  treten  in  der  Geometrie  fast  gar 
nicht  auf2).  Als  eines  dieser  seltenen  Beispiele  möge  dienen:  Der 
Ort  der  Mittelpunkte  zweier  einander  ähnlicher  konzentrischer  Kegel- 
schnitte, von  denen  der  eine  einem  Dreiecke  umbeschrieben,  der  andere 
einem  anderen  einbeschrieben  ist,  besteht  aus  einer  Kurve  7.  Ordnung 
und  der  unendlich  fernen  Geraden3).  Die  Geometrie  meidet  also  auch 
hier,  wie  es  auch  die  organische  und  unorganische  Natur  tut,  die 
„heilige"  Zahl  7.  Selten  sind  auch  Kurven  9ter,  noch  seltener  werden 
solche  von  der  Ordnung  11  und  13  sein,  so  daß  wir  es  hier  lediglich 
mit  Kurven  gerader  Ordnung  zu  tun  haben.  Die  meisten  entspringen 
wieder  jener  Quelle,  der  wir  schon  so  oft  begegnet  sind,  und  mit 
ihnen  wollen  wir  beginnen. 

I.  Kurven  von  einem  Kegelschnitt  abgeleitet. 

a)  Trägt  man  auf  jedem  Durchmesser  der  Ellipse  vom  Mittel- 
punkte aus  eine  Strecke  gleich  dem  Krümmungsradius  im  Endpunkte, 


1)  La  cornoide  (San  Salvador,  Central-America,  1895). 

2)  Bei  einer  mechanischen  Untersuchung  begegnete  J.  I.  Va  es  (Etüde 
mathématique  sur  le  transmission  par  bielle  et  manivelle  et  Étude  sur  la  théorie 
de  Badiger;  Ann.  Ec.  Pol.  Delft,  VII,  1897,  S.  131),  der  durch  folgende  kar- 
tesische  Gleichung  dargestellten  Kurve: 

{x  —  y)  (a;2  +  y2)s  =  3  aH*x3  ; 

sie  ist  rational,  besteht  aus  einem  einzigen  unpaaren  Zweige  und  wurde  Accele- 
rationslcurve  genannt. 

3)  Entnommen  aus  der  S.  239  zitierten  Diss.  von  Dörholt. 
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so  bekommt  man  eine  bemerkenswerte  Kurve  8ter  Ordnung,  die,  vor- 
ausgesetzt, daß  die  Ellipse  in  der  üblichen  Weise  dargestellt  ist,  die 
Polar-  bzw.  kartesische  Gleichung  hat 

abg  =  O2  sin2«  +  62  cos2  ro)$,     a2b\x2  +  y*f  -  (a2f  +  b2x2f  =  0 .     (1) 

B.  Tortolini1)  hat  sie  zuerst  untersucht  und  gezeigt,  daß,  während 
sich  ihre  Quadratur  elementar  ausfuhren  läßt,  ihre  Rektifikation  von 
hyperelliptischen  Funktionen  abhängt. 

b)  Der  Ort  der  Scheitel  der  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ein- 
beschriebenen Parabeln  ist  eine  rationale  Kurve  8ter  Ordnung  gebildet 
von  drei  Blättern,  deren  Fläche  L.  Duj ardin2)  bestimmt  hat. 

c)  Gleichfalls  8ter  Ordnung  ist  der  Ort  der  Scheitel  solcher  Kegel- 
schnitte, die  zwei  gegebene  Kreise  doppelt  berühren3). 

d)  Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  Paare  zueinander  recht- 
winkliger Tangenten  an  zwei  Kegelschnitte  ausgehen,  ist  im  allge- 
meinen 8ter  Ordnung;  er  zerfällt  jedoch  in  zwei  Pascalsche  Schnecken, 
wenn  die  gegebenen  Kurven  Kreise  sind4). 

e)  Der  Ort  der  Punkte  P  in  der  Ebene  der  Ellipse  E,  derart, 
daß  der  Kreis  um  P  als  Zentrum,  der  die  Polare  von  P  berührt, 
zugleich  E  berührt,  ist  eine  Kurve  12ter  Ordnung,  deren  Gleichung 
von  V.  Ret  ali5)  gefunden  wurde. 

f)  Ist  P  ein  Punkt  der  Ellipse  E,  deren  Brennpunkte  F  und  Ft 
sind,  so  gibt  es  wenigstens  einen  Kegelschnitt,  der  die  Geraden  PF 
und  I>F1  in  F  und  Fx  berührt  und  außerdem  E.  Variiert  man  P 
auf  E,  so  beschreibt  das  Zentrum  jenes  Kegelschnittes  eine  Kurve 
12.  Ordnung6). 

g)  Der  geometrische  Ort  der  Fußpunkte  der  vom  Zentrum  einer 
Ellipse  auf  die  Geraden  gefällten  Lote,  die  die  Endpunkte  zweier 
konjugierter  Durchmesser  verbinden,  ist  eine  rationale  Kurve  14ter  Ord- 
nung; von  derselben  Ordnung  ist  auch  der  Ort  der  Fußpunkte  der- 
selben Lote,  wenn  sie  auf  die  Verbindungslinien  der  Krümmungs- 
zentren für  die  Endpunkte  der  konjugierten  Durchmesser  gefällt 
werden7). 


1)  Sulla  curva  luogo  geometrico  dei  raggi  di  curvahira  d'una  ellisse  data 
(Annali  di  matem.  VI,  1864). 

2)  Intermédiaire  VH,  1900,  S.  391. 

3)  Das.  XII,  1905,  S.  236. 

4)  G.  Espanet  im  Intermédiaire  IX,  1902,  S.  217.  Auch  die  von  Elisabeth 
Buchanan  Cowley  vom  topologischen  Standpunkte  aus  untersuchten  Kurven 
in  der  Diss.  Plane  curves  of  the  eiglit  order  with  tivo  real  four-fold  points  having 
distinct  tangents  and  ivith  no  other  point  singularities  (Columbia  University,  1908). 

5)  Das.  Bd.  VIII,  1902,  S.  335. 

6)  Welsch  und  Hendlé,  im  Intermédiaire,  IV,  1897,  S.  12. 

7)  Das.  Bd.  XIII,  1906,  S.  176. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  19 
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h)  Unter  den  Kegelschnitten,  die  drei  gegebene  Geraden  berühren, 
befinden  sich  6  mit  gegebenen  Achsen1),  folglich  bilden  die  Kegel- 
schnitte, die  einem  gegebenen  kongruent  sind,  und  zwei  Geraden  be- 
rühren, ein  System,  dessen  zweite  Charakteristik  6  ist.  Wendet  man 
hierauf  einen  allgemeinen  Satz  von  Chasles  an,  so  ergibt  sich,  daß 
der  Ort  der  Brennpunkte  eines  solchen  Systems  von  Kegelschnitten 
von  der  Ordnung  18  ist  und  die  Kreispunkte  als  6-fache  Punkte  hat. 

i)  Zieht  man  durch  jeden  Punkt  einer  Kurve  eine  Gerade,  die 
mit  der  bezüglichen  Tangente  den  Winkel  a  bildet  und  trägt  auf 
dieser  zu  beiden  Seiten  vom  Berührungspunkte  aus  eine  Strecke  von 
gegebener  Länge  l  ab,  so  ist  der  Ort  der  Endpunkte  eine  neue  Kurve, 
die  man  die  Aquisokline  der  gegebenen  nennen  kann.  Ist  im  spe- 
ziellen a  =  — ,    so    erhält   man    die  Parallelkurve    der  ursprünglichen 

(s.  Nr.  261),  ist  hingegen  a  =  0,  so  bekommt  man  die  Äqui- 
tangentiale  (s.  Nr.  231).  —  Gehen  wir  z.  B.  von  der  Ellipse 

x  =  a  •  cos  cp ,         y  =  &  •  sin  cp 

aus,  und  nennen  x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  der  Aquisokline,  die 
dem  Ellipsenpunkte  entspricht,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  folgende 
Doppelbeziehung  statt  hat 

x  —  a  cos  cp  y  —  b  •  sin  qp 

a  sin  qp  ■  cos  a  -J-  b  cos  qp  sin  a        u  sin  cp  •  sin  a  —  6  cos  cp  cos  a 

-  l        .  (2) 

|/a8  sin2  qp  4~  Ö2  cos2  qp     '  *      '      \  / 

die  alsbald  die  parametrische  Darstellung  der  Aquisokline  liefert  und 
beweist,  daß  diese  von  der  8ten  Ordnung  ist.   Führt  man  die  elliptischen 

Funktionen  ein  mit   dem  Modul  k  = und  setzt 


sin  cp  =  cnu ,     cos  cp  =  snu ,     ]/a2  sin2  cp  -j-  62  cp  =  a  dnu , 
so  findet  man  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve 

l    a  cos  a  cn  u  -\-b  sin  a  •  snu 


c  =  a- snu  -f- 
y  =  h- cnu  -f- 


a  dn  u 

l    a  sin  a  cn  u  —  b  cos  a  sn  u 
a  dnu 


(3) 


woraus  hervorgeht,  daß  alle  Äquisoklinen  elliptische  Kurven  sind.  Wir 
überlassen  es  dem  Leser,  diese  analytische  Darstellung  auf  das  Studium 
dieser  neuen  Kurvengattung;  anzuwenden. 


1)  J.  Steiner,   Ges.  Werke   II,   S.  345;    G.  Loria,   Giom.  di  matem.  XXIV, 
1886,  S.  206. 
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k)  Von  der  8ten  Ordnung  sind  auch  die  Konchoiden  der  Kegel- 
schnitte, von  denen  in  Nr.  69  ff.  die  Rede  war. 

II.  Das  Trifolium  pratense.  In  dieses  Kapitel  gehören  auch  einige 
Kurven,  die  bei  der  Betrachtung  des  Gelenkvierecks  auftreten,  wir 
haben  diese  jedoch  schon  besprochen:  wir  trafen  auf  die  Kniekurve, 
die  14ter  Ordnung  ist  und  in  speziellen  Fällen  sich  auf  den  6ten  Grad 
erniedrigt.  Von  der  8ten  Ordnung  ist  auch  eine  von  H.  Wieleitner1) 
erdachte  Kurve,  die  eine  Verallgemeinerung  der  Bernoullischen  Lemnis- 
kate  ist.  Ganz  anderen  Ursprungs  ist  jedoch  die  Kurve,  von  der  wir 
jetzt  sprechen  wollen. 

Die  Frage  Nr.  539  der  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques 
lautet:  „trouver  une  courbe  qui  représente  les  trois  folioles  du  tri- 
folium  pratense."  Gelöst  wurde  diese  von  H.  Brocard2)  in  folgen- 
der Weise:  Wir  denken  uns  eine  geschlossene  Kurve  r,  konvex  und 
symmetrisch  in  bezug  auf  eine  Achse,  die  auf  dieser  Achse  eine  Spitze 
hat  und  diese  Achse  senkreckt  in  0  durchschneidet.  0  nehmen  wir 
nun  als  Pol  und  diese  Symmetrieachse  als  Polarachse  und,  ohne  die 
Radienvektoren  der  einzelnen  Punkte  zu  verändern,  verdreifachen  wir 
die  Argumente  derselben.  Dann  verwandelt  sich  r  in  eine  aus  drei 
gleichen  und  in  bezug  auf  eine  Achse  symmetrischen  Blättern  be- 
stehende Kurve,  jedes  mit  einer  Spitze.  Jede  Kurve  P  von  der  an- 
gegebenen Art  führt  demnach  zu  einer  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Als  Kurve  F  kann  z.  B.  die  Kardioide  dienen,  die  in  Polar- 
koordinaten r  und  u  die  Gleichung  hat: 

r  =  a(l  —  cos  u)  ; 

da  diese  ihre  Spitze  im  Pole  hat  und  die  Polarachse  senkrecht  im 
Punkte  u  =  a,  r  =  2  a  schneidet,  so  ist  es  nötig  eine  Koordinaten- 
veränderung vorzunehmen,  derart,  daß  dieser  Punkt  der  neue  Pol 
wird.  Sind  nun  q  und  co  die  neuen  Koordinaten  des  Punktes  (r,  u), 
so  bestehen  die  Beziehungen 

r  q  2  « 


sin  co        sin  u         sin  (m  —  ra) 

In    den   Koordinaten   q  und  co    wird    daher    die  Kardioide   folgender- 
maßen wiedergegeben 

a'2(g2  —  Aag  cos  co  +  4a2)  =  (o2  —  3ap  cos  w  -j-  2a2)2. 
Verwandeln  wir  nun  co  in  3  co,  so  erhalten  wir 

a2(p2  —  4aQ  cos  3g>  -f-  4a2)  =  (p2  —  Sag  cos  3w  +  2a2)2   .     (4) 


1)  Intermédiaire,  XIII,  1906,  S.  34  u.  165. 

2)  BTouv.  Ann.  Math.  3e  Sér.  IV,  1894,  S.  58*. 

19* 
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als  Polargleichung  unseres  Trifolium  pratense.  Seine  kartesische 
Gleichung  ist  infolgedessen 

a2  (x2  +  f-  kax^f^  +  4a2)  =  (x2  -f  if  -  %axx'~^%  +  2  a2)"- 

Aus    derselben   kann  man  entnehmen,  daß  die  zugehörige  Kurve  drei 

Symmetrieachsen  hat,  die  miteinander  die  Winkel  —  bilden  und  drei 

Spitzen,  die  von  dem  „Blattstiele"  den  Abstand  2  a  haben. 

III.  Die  Äquipotentialkurven.  Der  Name  Äquipotentialkurven 
(auch  Linien  gleichen  Potentials  oder  Niveaulinien  genannt)  wurde 
von  Cayley1)  den  Kurven  gegeben,  die  in  bipolaren  Koordinaten 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

-  +  ^  =  1 (5) 

"wiedergegeben  werden,  wo  l  und  lt  gegebene  Längen  sind.  Die  Kurven 
sind  von  der  8ter  Ordnung.  Eine  geeignete  parametrische  Darstellung 
bekommt  man,  indem  man  beachtet,  daß  die  obige  Gleichung  sich 
durch  die  beiden  folgenden  ersetzen  läßt 

Q  —  'i-i      Qi  —  hp* 

wo  X  und  fi  zwei  Parameter  sind.  Nimmt  man  nun  als  rr-Achse  die 
Verbindungslinie  der  beiden  festen  Pole,  die  zugleich  Brennpunkte 
der  Kurve  sind,  und  als  Anfang  die  Mitte  der  Strecke  2  a  zwischen 
diesen,  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  über  in 

x2  +  y2  +  a2  -  2ax  =  ^^l2, 

x2  +  y2  +  a2  +  2ax  =  (^±_^^2, 
woraus  sich  dann  unschwer  ergibt,  daß 

„    (*+E)»fo»i»+zy) 

4cav  > 

_Y^^li)(l^l1X)+2alp][(jL+li){lli—l1l)+2aX^ 
y  aal' ii* 

Aus  einer  ähnlichen  Darstellung  der  Äquipotentialkurven  hat  F.  Gomes 
Teixeira2)  zwei  bemerkenswerte  metrische  Eigenschaften  der  Kurve 
abgeleitet,  nämlich:  Die  Summe  der  Entfernungen  der  Schnittpunkte 
einer  beliebigen  Geraden  von  einem  Brennpunkte  ist  konstant;  zweitens 
ist  auch  konstant    das  Produkt    der  Entfernungen    der  Schnittpunkte 


1)  Phil.  Magazine,  XIV,  1857,  oder  Collected  Papera  III,  S.  258. 

2)  Arch.  Math.  Phys.,  3°  Ser.  III,  1902,  S.  132. 
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der  Kurven  mit  einer  Geraden ,  die  beliebig  durch  einen  anderen  der 
Brennpunkte  gezogen  ist. 

Diese  Kurven  sowie  die  Niveaulinien 

— H  —  +  —  =  c 
q       Qi       e2 

spielen  in  der  Physik  eine  große  Rolle1). 

IV.  Eine  Kurve  achter  Ordnung,  der  man  in  der  Astronomie 
begegnet2).  Die  Aufgabe,  die  Bahn  eines  Kometen  aas  drei  Beobach- 
tungen zu  bestimmen,    führt    zur  Untersuchung    folgender   Gleichung 

m-2  = — -} (6) 

(l  —  2z  cosi/;  +  2*)T 

wo  m  und  ip  aus  der  Beobachtung  hervorgehende  Konstanten  sind, 
und  z  die  Unbekannte.     Setzt  man  nun  x  =  z  —  cos  ^  und 

my  =  m  —  cos  tl>  —  x, (7) 

so  wird  die  Gleichung  (6) 

y- — a; (8) 

(ic2  -f-  sin2 1p)2 

infolgedessen  ist  die  Aufgabe,  z  zu  finden,  zurückgeführt  auf  die,  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  (7)  mit  der  Kurve  (8)  zu  finden.  Gl.  (8) 
kann  geschrieben  werden  als 

y2(x2  -f-  sin2  f)3  =  1 . 

Die  Hilfskurve  ist  von  der  achten  Ordnung  und  symmetrisch  zu  den 
beiden  Koordinatachsen.  Als  Kulminationspunkte  hat  sie  die  Punkte 
(0,  +  sin-3^)  und  als  Wendepunkte  die  vier  reellen  Punkte  mit  der 
Abszisse  +-|-sin^.  Der  unendlich  ferne  Punkt  von  Oy  ist  ein  sechs- 
facher, und  der  unendlich  ferne  von  Ox  ein  Doppelpunkt.  —  Setzen 

wir  im  speziellen  ip  =  —  -,  so  wird  (8)  zu 

y--^-r, (9) 

(1  +  x*y 

die  eine  Kurve  darstellt,  die  vor  längerer  Zeit  von  Bin  et3)  zu  ähn- 
lichen Zwecken  verwendet  worden  ist. 

1)  Vgl.  z.  B.  Holzmüller,  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  (Leipzig, 

1882)  und  Das  Potential  u.  seine  Anwendung  (Leipzig,  1898),  Kap.  V  u.  X. 

2 
t         1         )* 

2)  Mr  s.  W.  H.  Young  (Miss  Grace  Chisholm),  On  the  curve  y  =       2       .   8--  \ 

and  iis  connection  ivith  an  astronomical  problem  (Monthly  Notices  of  the  R.  Astr. 
Soc,  March.  1897). 

3)  Memoire  sur  la  determination  des  orbites  des  planètes  et  des  comètes  (Journ. 
Éc.  polyt.  20.  Heft,  1831). 


294  IV.  Abschnitt:  Kurven  von  höherer  als  der  vierten  Ordnung. 

V.  Die   Erzeugende   eines   Körpers   von  kinetischer  Symmetrie. 

Man  sagt  von  einem  Körper,  er  habe  „kinetische  Symmetrie",  wenn 
seine  Trägheitsmomente  in  bezug  auf  alle  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende  Achsen  untereinander  gleich  sind.  Nach  Laplace1)  ist  der 
einfachste  Körper  nächst  der  Kugel,  der  eine  solche  Symmetrie  be- 
besitzt, der  durch  Rotation  der  Kurve 

Q5  =  «5  +  &5(7  cos4  ra  —  6  cos2  co)       ....     (10) 

erzeugte.  Da  nun  diese  Polargleichung  beim  Übergang  zu  kartesischen 
Koordinaten  sich  verwandelt  in 

(x*  +  y2f  =  [a*(x*  +  y*Y  +  i)%lyi  -  6y\x2  +  y2))f , 

so  handelt  es  sich  um  eine  Kurve  achtzehnter  Ordnung,  für  die  der 
Anfang  ein  8-facher,  die  Kreispunkte  aber  9-fache  Punkte  sind.  Die 
verschiedenen  Gestalten,  die  sie  annehmen  kann  zufolge  der  Werte  a 
und  b,  wurden  eingehend  von  T.  Heller2)  untersucht. 

VI.  In  einem  Anhange  zu  einem  Briefe,  den  Tschirnhausen 
an  Huygens  unterm  12.  Mai  1687  schrieb,  findet  sich  die  Figur 
einer  sehr  komplizierten  zu  einer  Achse  symmetrischen  Kurve  die 
25  Doppelpunkte  besitzt.3)  Welches  ihre  Entstehungsweise  ist,  ist  uns 
unbekannt,  eine  von  Barbarin  über  sie  gemachte  Hypothese  führt  zu 
der  Vermutung,   daß   es  sich  um  eine  Kurve  16.  Ordnung  handelt.4) 
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114.  a)  Zwei  Kurven  fünfzehnter  Ordnung.  Wir  bemerkten 
schon  im  vorigen  Kapitel,  daß  Kurven  siebenter  Ordnung  fast  gar 
nicht,  elfter  und  dreizehnter  Ordnung  überhaupt  nicht  auftreten.  Dies 
beweisen  uns  die  vorigen  Kapitel,  als  auch  zeigt  es  uns  die  Geschichte 
der  Geometrie.  Hier  wie  auch  in  der  Arithmetik  werden  die  größeren 
Primzahlen,  ja  auch  schon  die  ungeraden  Zahlen  gemieden.  Darum 
ist  es  bemerkenswert,  wenn  Kurven  fünfzehnter  Ordnung  auftreten. 

Die  eine  von  ihnen  wurde  von  Steiner5)  angegeben.  Sie 
ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Strecken,  die  auf  den  Tangenten 
einer  Kurve  dritter  Ordnung  vom  Berührungspunkte  und  dem  Schnitt- 
punkte begrenzt  werden.    Ist  aber  die  Ausgangskurve  eine  Strophoide, 


1)  S.  das  III.  Buch  der  Mécanique  celeste. 

2)  Der    einfachste   Körper,    welcher  kinetische  Symmetrie   besitzt  (Programm, 
Nürnberg  1902—3). 

3)  (Euvres  complètes  de  Huygens  IX,  S.  152. 

4)  Une  curiosité  géométrique  (Procès  Verbaux  de  la  Soc.  de  Bordeaux,  1905). 

5)  Gesammelte  Werke,  II,  S.  488. 
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so  erniedrigt  sich  der  Grad  jenes  Ortes  auf  81).  —  Zu  der  anderen 
Kurve  fünfzehnter  Ordnung  führte  die  Untersuchung  des  Ortes  der 
Paare  von  Punkten  P,  Q  derart,  daß  durch  jeden  von  heiden  drei 
Kegelschnitte  je  eines  gegebenen  Büschels  hindurchgehen.  F.  Schuh, 
der  sie  (sowie  die  Enveloppe  sechster  Klasse  der  Geraden  PQ)  unter- 
suchte2), hat  bemerkt,  daß  in  speziellen  Fällen,  wenn  A,  B,  C,D  die 
Basispunkte  des  Büschels  sind,  jener  Ort  in  die  beiden  Geraden  AP, 
CD  und  in  eine  Kurve  fünfter  Ordnung  mit  A,  B,  C,  D  als  Doppel- 
punkten zerfällt.  Derselbe  Geometer  hat  auch  den  entsprechenden  Ort 
für  drei  Büschel  einer  beliebigen  Ordnung  betrachtet. 

b)  Eine  Kurve  neunter  und  eine  fimfündz wanzigster  Ordnung. 

Die  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen,  die,  wie 
wir  gesehen  haben,  bei  der  Untersuchung  der  spirischen  Linien 
(Nr.  64),  der  Pascalschen  Schnecke  (Nr.  71)  und  der  regulären 
Astroiden  (Nr.  104)  auftritt,  und  die  uns  noch  zu  vielen  bemerkens- 
werten speziellen  Kurven  geleiten  wird  (Abschn.  V,  Kap.  15),  führt 
auch  zur  Betrachtung  einer  Kurvenfamilie,  deren  erster  Sprößling 
eine  interessante  Kurve  neunter  Ordnung  ist;  es  ist  die  letzte  Kurven- 
familie, die  in  diesem  Abschnitte  ihren  Platz  findet. 

Man  erinnere  sich,  daß  man  den  Namen  „lemniskatische  Funk- 
tionen" den  elliptischen  Funktionen,  welche  den  Modulus  i  haben, 
gegeben  hat.     Setzt  man  daher 


=Jwh> (1) 


u 
ö 
so  wird  x  =  snu  die  erste  der  lemniskatischen  Funktionen  sein,  und 

cnu  =yi  —  x%,   dnu  =  ]/l  -f  x2    die    beiden    anderen.      Aus   (1)    er- 
gibt sich: 


C    idi 
tu  =  I  -= 


oder  auch,  wenn  tè,  =  r\  gesetzt  wird 

ix 

=  C  dri 


tu  = 


daraus  folgt  ix  =  sn  (in) , 

das  heißt  sn(iu)  =  isnu, 

infolgedessen  cn{iu)  =   dnu, 

dn{iu)  =  dnu. 

1)  Intermédiaire,  VII,  1900,  S.  357;  VIII,  1901,  S.  73. 

2)  Verhandelingen  der  Kon.  Akad.  Amsterdam  XV,  1906 — 7. 


(2) 


296  IV.  Abschnitt:  Kurven  von  höherer  als  der  vierten  Ordnung. 

Die  erstere  zeigt,  daß,  wenn  man  setzt 

x  -+-  iy  =  sn  (m  +  «  0  w , (3) 

sein  wird 

y -{■  ix  =  snOini -\- n)u        (4) 

daher  werden  die  Kurven,  die  aus  der  geometrischen  Darstellung  der 
Funktion  sn(m  +  ni)u  sich  nicht  unterscheiden  —  es  sei  denn  durch 
ihre  Lage  in  bezug  auf  die  Achsen  —  von  denjenigen,  die  aus  der 
Funktion  sn  (m  i -\- n)  u  in  analoger  Weise  hervorgehen.  Die  durch 
Gleichung  (3)  dargestellten  Kurven  sind  es  nun,  die,  vorausgesetzt, 
daß  n  und  m  ganze,  relativ  prime  Zahlen  sind,  die  oben  genannte 
Kurvenfamilie  bilden1). 

Wenn  man  in  Gleichung  (3)  u  in  —  u  verwandelt,  so  wechseln 
x  und  y  nur  ihr  Vorzeichen,  und  demnach  sind  diese  Kurven  sym- 
metrisch in  bezug  auf  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten;  dieser  ist 
für  alle  ein  Wendepunkt. 

Im  einfachsten  Falle,  m  =  n  =  1  erhält  man,  wenn  der  Kürze 
wegen  sn  u  =  A  gesetzt  wird, 

x  -}-  iy  =  ,     daher  ist     x  =  y  = 


"j/i  —  X*  j/l  —  l" 

die  entsprechende  Kurve  ist  eine  Gerade. 

Um   den  nächstliegenden  Fall,  m  =  1,  n  =  2,  zu  behandeln,  be- 
achten wir  zunächst,  daß 

sn  ((1  +  i)u)  =  ,        cn  ((1  +  i)  u)  = 


yi  —  x4  v  '     yi  —  i" 

wenden  wir  nun  das  Additionstheorem  an,  so  finden  wir 

i   •  //i   ,  o  -v  \      a.(i  +  2»)  —  x5 

welche  Gleichung  sich  in  die  beiden  anderen  trennt 

=     l~~  6*'  +  *9  _  2X  — 2A9  /rx 

*        1  —  2X4  +  5X8'        y  ~  1  — 2X*+6i8"      •      ■      •      •      W 

Diese  stellen  eine  rationale  Kurve  JT9  von  der  neunten  Ordnung  dar; 
durch  Elimination  von  X  findet  man  die  Gleichung  von  .T9  als 

(2x  +  y)  (*2+  */2)4  +  2y(5y*+  10^  -  3/)  -  2«  +  y  =  0.  J  (6) 

Sie  beweist,  daß  die  fragliche  Kurve  die  zyklischen  Punkte  der  Ebene 


1)  W.  Krimphoff,   Über  eine  neue  Kurvengattung,  welche  aus  der  lemnis- 
katischen  Funktion  entspringt  (Diss.  Münster,  1890). 
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als  vierfache  Punkte,  dagegen  den  unendlich  fernen  der  Geraden 
2x  -f-  y  =  0   als   einfachen  Punkt  hat;    der  Parameter  dieses  Punktes 

ist  2  =  00,    der  jener  Punkte  1/     ,   -  . ,   (es   sind  diese  die  Wurzeln 

der  Gleichung  1  —  2Xà  +  528=  0).  Da  die  Kurve  F9  rational  ist, 
so  hat  sie  außer  jenen  beiden  vierfachen  Punkten  noch  16  Doppel- 
punkte oder  Spitzen.  Um  die  zugehörigen  Parameter  zu  finden,  be- 
achte man,  daß"  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitze  zwei  ver- 
schiedene Werte  desselben  zukommen;  nennen  wir  diese  Xt  und  X2,  so 
muß  also  sein 

X,  (1  +  2*)  -  y  =  *a(i+2»)-y 

1  —  (1  -f.  2i)V        1  —  (1  +  2t)V" 

Diese  Gleichung  ist  teilbar  durch  21— 22;  der  Quotient  zerfällt  in 
die  beiden  folgenden  reellen  Gleichungen 

(W- 1)2-  (V+  V)2-  4WV+  V)  =  0, 

(VV  +  1)2+  22122(V+  V)  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  algebraisch  lösbar  und  ergeben  4  reelle  und 
12  imaginäre  Lösungen;  rg  hat  daher  4  reelle  Doppelpunkte  (s.  Taf.  X, 
Fig.  70).  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auf  transzendentem 
Wege;  man  erkennt  so,  daß  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  von 
rQ  mit  dem  Probleme  der  Pünfteilung  der  Lemniskate  äquivalent  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  m  =  1,  n  =  3,  so  erhalten  wir  eine 
Kurve,  die  nicht  rational  ist;  setzt  man  aber  m  =  2,  n  =  3,  so  erhält 
man  auf  ähnliche  Weise  wie  oben  eine  rationale  Kurve  von  der  Ord- 
nung 2Ö1).  Die  zyklischen  Punkte  sind  vielfache  Punkte  derselben 
von  der  Ordnung  12;  im  Unendlichen  hat  die  Kurve  auch  einen  reellen 
Punkt,  außerdem  sind  von  den  144  Doppelpunkten  12  reell  (s.  Taf.  X, 
Fig.  71)  '). 

Diese  Hinweise  genügen,  um  zu  zeigen,  daß  die  Theorie  der 
lemniskatischen  Funktionen  eine  reiche  Quelle  höchst  bemerkenswerter 
rationaler  Kurven  ist. 


1)  W.  Krimphoff,  Neue  geometrische  Darstellung  der  lemniskatischen 
Funktion  (Crelles  Journ.  CX,  1892). 

2)  Durch  Induktion  schließt  man,  daß  wenn  m  und  n  relative  Primzahlen  sind, 
die  eine  gerade,  die  andere  ungerade,  man  zu  einer  Kurve  von  der  Ordnung  (m  -\-n)~ 
gelangt,  die  im  Unendlichen  einen  einfachen  reellen  Punkt  hat,  und  für  welche 

die    Kreispunkte    vielfache    Punkte    von    der    Ordnung  - — — — : ~ — — — — — - 

•    j      j  •     tz            14.         «     j          i  (m  +  n  —  1)  (m  +  n  +  !)  Ì  2  -n  1         1  i. 

sind  ;    die  Kurve    hat    außerdem    \ -± ! ! — -  \    Doppelpunkte,  von 

.  (m  4-n  —  1)  (m  -\-  n  -t-  1)        ..     .    . 

denen  nur ■ ! reell  sind. 

2 
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Schlußbemerkung.  Dein  Leser,  der  in  diesem  Abschnitte 
manche  wichtige  oder  sehr  bekannte  Kurve  vermissen  sollte,  sei  be- 
merkt, daß  wir  eine  große  Reihe  anderer  spezieller  Kurven  höherer 
als  vierter  Ordnung  im  folgenden  Abschnitte  besprechen  werden,  weil 
wir  sie  dort  nicht  vom  Gesichtspunkte  ihrer  Ordnung,  sondern  von 
anderen  allgemeinen  Gesichtspunkten  betrachten.  So  gehört  z.  B.  die 
Kurve  sechster  Ordnung,  welche  in  tripolaren  Koordinaten  die  Gleichung 

Qi  ■  Qz  •  Qs  =  c 

hat,  zu  den  allgemeinen  Cassinoiden  (Nr.  162);  die  Kurve  achter 
Ordnung  mit  der  tripolaren  Gleichung 

Qi  +  <?2  +  Q3  =  c 

zu  den  Polyzomalkurven  (Nr.  128)  usw.  Noch  andere,  wie  die  Kata- 
kaustiken,  die  Fußpunkt-  und  Parallelkurven,  werden  im  II.  Bande 
in  einem  besonderen  Abschnitte  als  abgeleitete  Kurven  zur  Besprechung 
kommen. 


V.  Abschnitt. 

Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 

Einleitung. 

115.  Die  heutige  Geometrie  besitzt  außer  der  großen  Zahl 
algebraischer  Kurven  von  bestimmter  Ordnung  noch  einen  großen 
Reichtum  an  Kurven  beliebiger  Ordnung,  die  jedoch  spezielle  Eigen- 
schaften besitzen,  zu  denen  man  gelangt,  indem  man  von  den  ver- 
schiedensten Begriffen  ausgeht.  Zu  einigen  gelangt  man  durch  Ver- 
allgemeinerung der  Konstruktion  schon  bekannter  Kurven:  die 
kissoidalen  Kurven  und  die  allgemeinen  Kissoiden  (Nr.  29),  die  stro- 
phoidalen  Linien  und  allgemeinen  Strophoiden  (Nr.  41),  die  konchoi- 
dalen  Kurven  und  die  Konchoiden  mit  beliebiger  Basis  (Nr.  69)  können 
als  Beispiele  trefflicher  Ergebnisse  dienen,  zu  denen  ein  solcher  Ver- 
allgemeinerungsprozeß führen  kann,  wenn  er  geschickt  angewendet 
wird.  Zu  anderen  kommt  man  durch  Verallgemeinerung  der  Glei- 
chung einer  Kurve1):  so  erhält  man  durch  Verallgemeinerung  der 
Gleichung  des  Cartesischen  Foliums  unzählig  viele  Kurven  verschie- 
dener Ordnung  (Nr.  34);  in  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den 
Sternkardioiden  (Nr.  72)  und  den  Knoten  (Nr.  85);  wir  werden  in  den 
Kap.  2  bis  6  dieses  Abschnittes  sehen,  wie  derselbe  Weg  zu  den 
Parabeln  und  Hyperbeln  beliebiger  Ordnung  führt,  zu  den  Perlkurven, 
den  triangulären  von  Lamé,  und  den  Polyzomalkurven,  alles  Kurven, 
die  als  analytische  Verallgemeinerungen  der  Kegelschnitte  angesehen 
werden  können2).  Jedoch  hat  diese  Methode,  eine  der  Gleichungen, 
durch  welche  die  Kurve  dargestellt  wird,  zu  verallgemeinern,  den  Ubel- 
stand,  daß  sie  unendlich  vieldeutig  ist,  da  die  Zahl  der  Arten,  auf 
welche  man  eine  Kurve  analytisch  darstellen  kann,  eine  unbegrenzte 


1)  Zahlreiche    Anwendungen    dieser  Erzeugungsweise  finden   sich  in  J.  B. 
Caraccioli,  De  lineis  curvis  Über  (Pisis,  MDCCXL). 

2)  Weitere  Anwendungen  desselben  Verfahrens  findet  man  bei  E.  N.  Barisien 
(Sur  deux  familles  de  courbes;  Mathésis,  III.  Ser.,  I,  1900),  der  die  Kurven 

y2  xm  y2        am  4-  xm 

^  = und      -T,  = ■ 

x2        am  —  xm  x2       am  —  xm 

untersuchte,  die  für  m  =  0  eine  Kissoide  bzw.  eine  Strophoide  darstellen. 
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ist.  Daher  haben  einige  es  vorgezogen  die  Definition  der  Kurve 
zu  verallgemeinern,  indem  sie  sich  auf  einige  bemerkenswerte  geo- 
metrische Eigenschaften,  die  die  Kurve  besitzt,  beschränkten.  So  ent- 
standen die  Kurven  von  Darboux  und  die  Equilateren  von  P.  Serret, 
die  wir  in  kurzem  (Kap.  7  dieses  Abschnittes)  als  tatsächliche  geo- 
metrische Verallgemeinerungen  der  Kegelschnitte  kennen  lernen  werden. 
Andere  neue  Kurven  erhält  man,  wenn  man  die  Linien  aufsucht,  die 
vorher  aufgestellte  Eigenschaften  der  Gestalt  haben;  es  ist  dies  ein 
Begriff,  dem  namentlich  Auguste  Comte  eine  große  Bedeutung  ver- 
lieh, und  den  wir  schon  bei  der  Untersuchung  des  Trifolium  pratense 
(Nr.  113)  angewendet  gesehen  haben  und  der  uns  in  diesem  Abschnitte 
(Kap.  8 — 10)  als  Ausgangspunkt  der  Theorie  der  Rhodoneen  begegnen 
wird,  sowie  der  geometrischen  Blätter,  der  orbiformen,  der  triangulären 
Kurven  von  Euler  und  der  Ovale.  Außerordentlich  fruchtbar  für 
neue  und  wichtige  Kurven  waren  auch  das  verallgemeinerte  Delische 
Problem,  sowie  das  der  Teilung  eines  Winkels  in  eine  bestimmte 
Anzahl  gleicher  Teile:  diese  führten  zu  den  Multip likatr ix-  und 
Mediatrix-Kurven  und  zu  der  ausgedehnten  Klasse  der  Sektrix- Kurven, 
deren  Untersuchung  dem  Kap.  11  und  12  dieses  Abschnittes  zufällt. 
Eine  andere  reiche  Quelle  neuer  Kurven  entspringt  aus  der  Lehre 
der  geometrischen  Transformationen;  wir  werden  uns  im  allgemeinen 
hier  nicht  mit  den  Kurven  aufhalten,  die  aus  der  Anwendung  be- 
kannter Transformationen  auf  schon  bekannte  Linien  entstehen,  da 
deren  Studium  im  großen  und  ganzen  weder  Schwierigkeiten  noch 
Interesse   bietet1);    die   wichtigeren    von    ihnen   werden    wir   im    Ab- 


1)  Eine  Ausnahme  soll  gemacht  werden,  und  zwar  mit  einer  algebraischen 
Transformation,  die  mit  der  Geometrie  des  Dreiecks  zusammenhängt,  und  die 
man  folgendermaßen  erhält  (Vgl.  Gr.  Loria,  Sur  deux  elasses  d' 'enveloppes  in 
Archives  des  inathématiques  1  Année,  1907).  Bekanntlich  liegen  in  jedem 
Dreieck  ABC  der  Schwerpunkt,  der  Höhenpunkt  und  der  Mittelpunkt  des 
Feuerbachschen  Kreises  auf  einer  Geraden  e  der  sog.  Eulerschen  Geraden. 
Hält  man  nun  die  Punkte  A  und  B  fest  und  läßt  die  Ecke  C  auf  einer  be- 
stimmten Kurve  laufen,  so  wird  e  eine  andere  Kurve  umhüllen.  Zwischen  den 
Punkten  G  (x,  y)  und  den  Geraden  e  (u,  v)  besteht  demnach  eine  Korrespondenz. 
Um  deren  Natur  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  Gerade  AB  als  x- Achse  und 
deren  Mitte  0  als  Anfangspunkt.  Sind  nun  X,  Y  laufende  Koordinaten,  so  wird 
die  Gleichung  von  e  sein 

X(3x--\-  if—  3«2)  -f  2xyY+  x(a-—  x-  —  y-)  =  0; 
daher  ist 


3x2-\-  y~—  3a2  _  2y 

x(a* — x2 — y-)  '  a2 — x* — y- 


oder  auch 

ux  -j-  vy  -\-  3  =  0     und     v  (a* —  x3 —  t/2)  =  2y. 

Hieraus  folgt,  daß  jene  Korrespondenz  die  Charakteristik  (1,  2)  hat.  Einige  An- 
wendungen derselben  finden  sich  in  der  Dissertation  von  F.  Mühlmann,  En- 
veloppen  der  Eulerschen  Geraden  (Bern,  1905). 
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schnitt  VII  behandeln;  wohl  aber  werden  wir  in  diesen  Abschnitt  die 
Betrachtung  derjenigen  Kurven  einschließen,  die  die  Eigentümlichkeit 
haben,  bei  gewissen  geometrischen  Transformationen  sich  selber  zu 
entsprechen.  Solche  Kurven  sind  die,  welche  ein  Zentrum  oder  auch 
mehrere  Durchmesser  haben,  die  autopolaren  und  die  anallagmatischen 
Kurven,  von  denen  im  Kap.  13  und  14  die  Rede  sein  wird.  Die  geo- 
metrische Darstellung  komplexer  Größen,  aus  der  wir  schon  in  Nr.  64, 
71,  103  und  114  Nutzen  gezogen  haben,  wird  uns  hier  zu  wich- 
tigen Klassen  von  Kurven  führen  (Kap.  15)  und  zu  anderen  (Kap. 
16 — 18)  die  Untersuchung  solcher  Kurven  —  einen  Spezialfall  der- 
selben sahen  wir  schon  in  Nr.  20  von  Raffy  ausgeführt  —  deren 
Bogen  vermittelst  Transzendenten  von  vorher  bestimmter  Natur  aus- 
gedrückt werden  kann.  Schließlich  sind  bei  der  Behandlung  physi- 
kalischer Fragen  Kurven  erdacht  worden  (Kap.  19),  mit  denen  wir 
zu  der  großen  Schar  der  physikalisch -mathematischen  Kurven  über- 
gehen (s.  Nr.  17). 

Bevor  wir  an  die  Entwickelung  des  in  den  vorigen  Zeilen  skizzierten 
Programms  herantreten,  bemerken  wir,  daß  man  auch  zu  vielen  spe- 
ziellen Kurven  gelangt,  wenn  man  die  auf  gewisse  spezielle  Theorien 
bezüglichen  Formeln  geometrisch  darstellt.  Zwei  Beispiele  einer  der- 
artigen Entstehung  bieten  uns  die  in  Nr.  112  definierten  Kurven. 
Eine  andere  Gruppe  bilden  die  Her  miteschen  Kurven,  deren  Glei- 
chung fim+n  (^2  -f  */*  —  l)m+n  _ 

dxm  ■  dy"  ~  ~~ 

ist1)  und  die  einer  erschöpfenden  Untersuchung  noch  warten2).  Eine 
andere  Gruppe  von  viel  größerem  Werte  entspringt  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen.  Es  ist  bekannt,  daß,  wenn  man  auf  eine 
derartige  Funktion  eine  Transformation  von  bestimmter  Ordnung  an- 
wendet, zwischen  dem  Modulus  p  der  ursprünglichen  Funktion  und 
dem  Modulus  q  der  transformierten  eine  algebraische  Beziehung  statt- 
findet; diese  stellt  nun,  wenn  man  p  und  q  als  kartesische  Koordinaten 
eines  Punktes  auslegt,  eine  Kurve  dar.  Eben  diese  Modular-Kurven 
wurden  in  den  einfacheren  Fällen  von  Cayley3)  betrachtet  und  in 
ihrer  ganzen  Allgemeinheit  von  H.  J.  S.  Smith4),  dem  es  gelang,  alle 

1)  Comptes  Rendus  LX,  1865. 

■2)  Vgl.  P.  Appell,  Sur  le  degré  réalité  d'une  courbe  algébrique  à  coefficients 
réells  (Arch.  Math.  Phys.,  III.  Reihe,  IV,  1902). 

3)  A  memoir  on  the  transformation  of  elliptic  functions  (Phil.  Trans.  CLXIV, 
London,  1874).  S.  auch  die  neuere  Abhandlung  On  the  transformation  of  elliptic 
functions  (Amer.  Journ.  Math.  IX,  1887),  woselbst  auch  die  multiplier-modular 
curves  oder  M _M"-curves  betrachtet  werden. 

4)  On  the  singularities  of  modular-equations  and  curves  (Proc.  Lond.  math. 
Soc.  IX,  1878).  Vgl.  auch  die  frühere  Memoire  sur  les  équations  modulaires 
(Mem.  Acc.  Lincei  3.  Ser.  I,  1877)  und  die  spätere  Memoir  on  the  theta-  and 
omega  functions  (Collected  math.  Papers,  IL  Oxford  1894,  S.  415  ff.). 
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Plückerschen  Charakteristiken  derselben  zu  bestimmen.  Weiteres  als 
diesen  Hinweis  auf  ein  Thema ,  das  den  Analytiker  mehr  interessiert 
als  den  Geometer,  können  wir  hier  nicht  bieten. 

Erinnern  wir  uns  schließlich,  daß  unter  den  Kurven  gegebener 
Ordnung  die  vom  Geschlechte  Null  oder  die  rationalen  eine  besonders 
wichtige  Stelle  einnehmen;  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  solchen 
Kurve  lassen  sich  immer  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  aus- 
drücken und  zwar  durch  ein  allgemeines  Verfahren,  welches  Clebsch 
in  einer  berühmten  Abhandlung1)  gelehrt  hat.  Aber,  auch  ohne 
gerade  auf  diese  zurückzugehen,  kann  man  in  gewissen  besonderen 
Fällen  denselben  Zweck  erreichen:  folgende  Beispiele  mögen  dieses 
zeigen2). 

Man  betrachte  die  Kurve  nieT  Ordnung  J1,  die  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  wird 


^?fr(x>y)  =  0, 


wo  fr  eine  binäre  Form  vom  Grade  r  in  x  und  y  ist.     Setzt  man 

y  =  tx,      fr(l,f)-T„ 
so  wird  die  vorige  Gleichung 


jg*Tr-0; 


lösen  wir  diese  nach  x  auf  und  setzen  den  so  gefundenen  Wert  in 
y  =  tx  ein,  so  bekommen  wir  x  und  y  in  Funktionen  des  Parameters  t; 
die  so  erhaltenen  Ausdrücke  sind  im  allgemeinen  transzendent-,  aber 
wenn  man  es  durch  eine  geeignete  Änderung  des  Parameters  dahin 
bringen  kann,  daß  sie  rational  werden,  so  ist  dann  auch  r  rational. 
Wenden  wir  dieses  Rechnungs verfahren  an  auf  die  Kurve3) 


x 
so  erhalten  wir  die  Gleichungen 


"+1-2(Da—^ 


r  =  -n.  r  =  n 


(;)w,    »SCKs*1; 


dagegen  bei  Anwendung  auf  die  Kurve 


1)  Über  diejenigen  Kurven,  deren  Koordinaten  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  sind  (Crelles  Journ.  LXIV",  1865). 

2)  Hahn,   Eulers   Methode  der   Parameterdarstellung   algebraischer   Kurven 
(Progr.  Berlin,  1889). 

3)  Vgl.  G.  Cramer,  Jntroduction  etc.  S.  636. 
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r  =  •« 


bekommen  wir 


x  = ,         y  = 

r=o  x    '  »=o  x    y 

Nehmen  wir  ferner  die  Kurve1) 

/  m  —  /  2  '  /  m  -  2  ==  ^  ? 

so  erhalten  wir  die  folgenden  Formeln: 

m  ■*■  m 

bekanntlich  kann  man  nun  an  Stelle  von  t  einen  anderen  Parameter  x 
einführen  derart,  daß  sowohl  t  wie  auch  yT2  rationale  Funktionen 
von  x  werden;  infolgedessen  werden  auch  x  und  y  rationale  Funktionen 
von  x.     In  ähnlicher  Weise  erhält  man  bei  den  Gleichungen 

Im  ^/l/j»/j»-2  T  /2/m-2=  ^ 

die  Formeln 


T. 

X ■        rp 


nt-2 


fa  +  VTS-T,),       y  =  ~T^-(T1  +  VT1*-T2), 


die    durch    andere   rationale   ersetzt   werden   können,    wenn   man   den 
Parameter  geeignet  wählt.    U.  s.  w. 


Zweites  Kapitel. 

Die  Parabeln  beliebiger  Ordnung. 

116.  Aus  der  Gleichung  y^  =  px,  welche  in  kartesischen  Ko- 
ordinaten eine  Parabel  darstellt,  ergeben  sich  durch  Verallgemeinerung 
Kurven,  die  durch  die  Gleichung 

yn  =  pn~1.% (1) 

dargestellt  werden,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet:  es  sind 
die  Paraboloiden  oder  die  Parabeln  höherer  Ordnung,  recht- 
winklig oder  schiefwinklig  genannt,  jenachdem  die  Achsen  recht- 
oder  schiefwinklig  sind.  Erdacht  und  untersucht  wurden  sie  von 
mehreren  berühmten  Geometern  in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahr- 
hunderts. Die  bekannteste  Erwähnung  derselben  findet  sich  einem 
Briefe,  den  Descartes  am  13.  Juli  1638  schrieb2),  in  welchem  schon 


1)  C.  Hermite,  Cours  d'analyse,  I  Partie  (Paris,  1873)  S.  242. 

2)  (Euvres  de  Descartes  ed.  Adam  et  Tannery,  II  (Paris,  1898)  S.  246. 
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Sätze  über  den  Schwerpunkt  und  die  Volumina,  die  sie  durch  Rotation 
erzeugen,  ausgesprochen  sind.  Wenig  späteren  Datums  ist  ein  vor  dem 
Jahre  1644  von  Fermat1)  an  Cavalieri,  durch  Vermittelung  von 
P.  M er s enne,  gerichtetes  Schreiben,  worin  ein  Ausdruck  für  die  Fläche 
eines  Parabelsegmentes  angegeben  ist,  sowie  für  das  von  ihr  durch 
Rotation  um  die  Achse  erzeugte  Volumen,  ebenso  die  Schwerpunkte 
jener  Fläche  und  dieses  Körpers.  Verbreitet  wurden  diese  wichtigen 
Resultate  von  P.  Mersenne  durch  ihre  Wiedergabe  in  der  Prae- 
fatio  ad  mechanicam  seiner  Cogitata  physico- mathematica  (1644). 
Bemerkenswert  ist,  daß  diese  Untersuchungen  Fermats  aus  einer  Zeit 
stammen,  die  beträchtlich  vor  1644  liegt.  In  einem  Briefe,  nämlich 
den  er  am  22.  September  1636  an  Roberval  richtete2),  wird  auf  die 
von   ihm    ausgeführte   Quadratur  hingewiesen,   im   speziellen   auf  die 

Parabel  —  =  Const.  „que  M.  Beaugrand  ....  appelle  parabole  so- 
lide"; in  der  Antwort  —  datiert  vom  11.  Oktober  1636  —  sagt 
Roberval,  daß  er  den  Beweis  der  von  seinem  berühmten  Korrespon- 
denten entdeckten  Sätze  gefunden  habe3).  Darauf  kündet  Fermat  — 
Brief  vom  4.  November  1636  —  die  Entdeckung  von  Sätzen  an,  die 
„le  centro  de  gravite  de  toutes  ces  nouvelles  figures"  betreffen4). 
Und  auf  dieses  selbe  Thema  kommt  er  zurück  in  den  Briefen  an 
denselben  Roberval  vom  16.  Dezember  16365)  und  an  Mersenne  vom 
10.  August  1638 6)  und  dann  mit  aller  nur  wünschenswerten  Aus- 
führlichkeit in  der  berühmten  Arbeit,  die  handelt  De  aequationum 
localium  transmutaiione  et  emendatione,  die  erst  1679  erschienen  ist7). 
Berücksichtigen  wir  das  Datum  der  Veröffentlichung,  so  würde  die 
Priorität  einiger  Resultate  in  erster  Linie  dem  Bonaventura  Cava- 
lieri zukommen,  der  sie  in  der  vierten  seiner  Exercitationes  matlie- 
maticae  (Bononiae,  1647)  bekannt  gab;  in  zweiter  Linie  dem  Stefano 
degli  Angeli,  dem  Verfasser  einer  wichtigen  Arbeit  De  infmitis 
parabölis,  de  infinitisque  solidi  s  ex  variis  rotationibus  ipsarum  etc. 
(Venetiae,  1654);  endlich  dem  Wallis,  der  sich  in  seiner  Arithmetica 
infinitorum  (Oxford,  1655)  und  dann  in  seinem  Lehrbuche  über  die 
Kegelschnitte  (1665)  eingehend  mit  den  höheren  Parabeln  beschäftigt 
hat.  Diese  Übereinstimmung  der  Resultate  verursachte  bittere  Klagen 
seitens    Cavalieri8)    und    einen   Briefwechsel   zwischen   Wallis   und 

1)  Zuerst  veröffentlicht  in  den  GZuvres  de  Fermat  (ed.  Tannery  et  Henry) 
I,  S.  195—198. 

2)  (Euvres  de  Fermat,  II,  S.  73.         3)  Das.  S.  81.         4)  Das.  S.  85. 
5)  Das.  S.  95.         6)  Das.  S.  165. 

7)  In  den  Varia  opera;  s.  auch  (Euvres  de  Fermat,  I,  S.  255—285,  und  HI, 
S.  216—37. 

8)  In  einem  Brief,  den  er  unter  dem  17.  Okt.  1646  an  Rocca  schrieb,  steht 
nämlich:  „Il  signor  Torricelli  ....  ha  dimostrata  anch'  egli  la  quadratura  delle 
inlinite  parabole  (come  le  hanno  chiamate  in  Francia.)  .  .  .  per  via  diversissima; 


Zweites  Kapitel:  Die  Parabeln  beliebiger  Ordnung.  305 

Fermat1);  das  richtige  scheint  uns  zu  sein,  auf  keiner  von  beiden 
Seiten  eine  „mala  fides"  vorauszusetzen,  indem  man  sich  nicht  zu 
wundern  braucht,  wenn,  wie  wir  glauben,  weil  eben  jene  Zeiten  sozu- 
sagen reif  für  die  Untersuchung  der  höheren  Parabeln  gewesen  sind, 
sich  mehrere  an  die  Ausführung  derselben  gemacht  haben. 

Es  möge  vermerkt  werden,  daß  die  ersten,  die  sich  mit  den 
höheren  Parabeln  beschäftigen,  die  Gestalt  derselben  nicht  untersuchten; 
sie  überließen  somit  de  l'Hospital2)  und  Maclaurin3)  die  Bemer- 
kung, daß  sie  verschiedene  Gestalt  darbieten,  jenachdem  n  gerade  oder 
ungerade  ist;  im  ersten  Falle  ist  die  Kurve  symmetrisch  in  bezug  auf 
die  x-  Achse  und  hat  im  Anfange  mit  der  anderen  Achse  eine  Berüh- 
rung von  der  Ordnung  n  —  1  ;  im  zweiten  Falle  ist  sie  symmetrisch 
in  bezug  auf  den  Anfang  und  hat  daselbst  einen  Wendepunkt.  Es 
soll  auch  bemerkt  werden,  daß  sich  die  ursprüngliche  Definition  der 
Parabel  leicht  noch  mehr  verallgemeinern  läßt,  indem  man  zuläßt,  daß 
der  Exponent  n}  statt  ganzzahlig  und  positiv  zu  sein,  einfach  rational 
und  positiv  sei;  mit  anderem  Ausdruck:  es  läßt  sich  statt  der  Glei- 
chung (1)  auch  folgende  betrachten: 

ym+n  =  pm  -xn, (2) 

wo  m  relativ  prim  zu  n  ist.  Die  entsprechenden  Kurven  werden  in 
einer  Abhandlung  von  Kuntzen4),  dem  bekannten  Lehrer  Kants, 
mit  dem  Namen  parabolae  parametrales  bezeichnet.  Der  Anfang 
ist  ein  w-facher  Punkt,  und  der  unendlich  ferne  von  Ox  ein  m-facher; 
das  Geschlecht  der  Kurve  ist  immer  gleich  Null,  denn  aus  (2)  ergibt 
sich  folgende  parametrische  Darstellung  derselben: 

%=pXm+n,       y=pln (3) 

117.  Die  metrischen  Sätze  über  die  Parabeln  höherer  Ordnung 
sind  größtenteils  nur  Erweiterungen  von  Sätzen,  die  schon  seit  den 
Zeiten  des  Archimedes  über  die  Parabel  zweiter  Ordnung  bekannt 
sind,  und  können  mit  wenigen  Zeilen  Rechnung  aufgestellt  werden. 
Wir  werden  nun  diese  auf  Grund  der  Gleichung  (1)  beweisen,  ohne 
jedoch  vorauszusetzen,  daß  n  —  was  wir  von  nun  an  den  Index  der 


il  quale  teorema  ella  sa  ch'io  lo  proposi  in  Francia,  sebbene  ora  si  fanno  là 
inventori  del  medesimo:  ma  io  cito  per  testimonio  il  P.  Mersennio  al  quale  lo 
mandai,  ed  il  P.  Niceroni  che  vedendo  l'ultimo  problema  della  mia  centuria  dove 
io  lo  accenno,  disse  di  volerlo  proporre  colà,  siccome  lo  propose  al  Beaugrand. 
In  somma,  si  vede  in  loro  anche  in  questa  parte  una  emulazione  grande  cogli 
Italiani".     Gr.  Piola,  Elogio  di  Bonaventura  Cavalieri  (Milano,  1844)  S.  55 — 56. 

1)  S.  das  Commercium  epistolicum  de  quaestionibus  quibusdam  inter  J.  Wallis 
et  alios  viros  (Oxon.,  1658)  und  den  III.  Bd.  der  (Euvres  de  Fermat. 

2)  Sections  coniques  (Paris,  1770)  S.  339—342. 

3)  A  treatise  of  algebra  (London,  1748)  S.  317—18. 

4)  Theoremata  nova  de  parabolis  infinitis  eodem  parametro  et  circa  eandem 
axim  descriptis  (Acta  eruditorum  Lips.  1737). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  20 
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Kurve  nennen  wollen  —  ganzzahlig  sei,  noch  auch,  daß  der  Winkel 
der  Koordinatachsen  a  ein  rechter  sei. 

Bezeichnen  wir  mit  St  die  Subtangente,  so   ergibt  sich  aus   (1) 

demnach  genügt  es,  um  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  JP 
der  Parabel  mit  dem  Index  n  zu  konstruieren,  auf  der  Abszissen- 
achse eine  Strecke  gleich  —  (n  —  l)mal  der  Abszisse  abzutragen;  die 
Verbindungslinie  ihres  Endpunktes  mit  _P  liefert  die  Tangente1). 

Ist  F  die  Fläche  des  gemischtlinigen  Dreiecks,  das  zu  Seiten 
einen  vom  Anfang  gerechneten  Kurvenbogen  und  die  Koordinaten 
seines  Endpunktes  hat,  so  ist 

x  x n— 1      1 

F  =  sin  a   I  y  ■  dx  =  sin  a    I  p  n   x  n  •  dx  =  — ^—  - — r  sin  a . 

J  3  e/  n-\-  1  pn—  1 

0  0 

Ist  nun  anderseits  T  die  Fläche  des  geradlinigen  Dreiecks,  welches 
dieselben  Ecken  wie  das  vorhin  beschriebene  gemischtlinige  hat,  so  ist 

m     i    •  yn+x    • 

T  =  -sma-xy=f^8mcc, 

und  daher 

F_    2n 

T~  n  +  V 

eine  elegante  Beziehung2),  die  für  n  =  1  mit  einer  Entdeckung  des 
Archimedes  identisch  ist  [Quadratur  der  Parabel,  Prop.  24). 

Nehmen  wir  jetzt  a  =  —  und  nennen  V  das  durch  Rotation  des 

vorgenannten  krummlinigen  Dreiecks  um  Ox  erzeugte  Volumen,  so 
haben  wir 

2(re  —  1)      2  2(ra  — 1)       ra+2 


=  %  I  y2  •  dx  =  %  I  p     n     xn  -dx 


n% 


Nun  wird   das  Volumen  U,   das   durch  Rotation   des  Rechtecks   mit 
den  Seiten  x  und  y  um   Ox  erzeugt  wird,  dargestellt  durch 

2(n  — 1)        n  —  2 
U  =  X  ■  7ty2  =  %  •  p       n        X     n     ; 

infolgedessen  ist 

V  n 

U~  w-f-2 


1)  Wallis,  Opera  omnia  I.  (Oxon.  1695)  S.  351—353;  de  l'Hopital,  Sec- 
tions  coniques,  S.  156.  Vgl.  auch  den  I.  Abschnitt  der  Abhandlung  von  J.  So- 
botka,  Zur  infinitesimalen  Geometrie  einiger  Plankurven  (Prager  Ber.,  1898),  wo 
auch  die  Konstruktion  des  Krürnmungsmittelpunktes  gegeben  wird. 

2)  Wallis,  Opera  I,  S.  353. 
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eine  Beziehung,  die  einen  leicht  in  Worte  zu  kleidenden  Satz  aus- 
drückt1). Nennen  wir  g  die  Abszisse  des  Schwerpunktes  eines  Seg- 
mentes, das  von  dem  Parabelbogen  und  einer  Parallelen  zur  y  -Achse 
begrenzt  wird,  so  haben  wir 

X  X  J  X     n  _j_  j 

fxy-dx         fx(pn-1x)n-dx         Ix    *     ■  dx 
o  _  o  _  o _       n  -\- 1 

Jy-dx  J (pn-t-x)  n  -dx  lxn-dx 

0  0  0 

welches  Resultat  auch  für  schiefe  Achsen  gültig  ist  und  für  n  =  2 
schon  dem  Archimedes  bekannt  war  (s.  0.  a.  0.). 

Bezeichnen  wir  schließlich  mit  s  den  Kurvenbogen,  so  haben  wir 

ds  =  — ^1  dx  Yptn-a-\-nix9irra'i 

ds  ist  also  durch  ein  binomisches  Differential  ausgedrückt,  das  durch 
einen  endlichen  Ausdruck  inteerrierbar  ist,  wenn  eine  der  Zahlen , 

-f  —  eine  ganze  ist:   bezeichnet   man   daher  mit   v  eine  ganze 

2*1 — 1       2  &  '  ö 

Zahl,  so  hat  man 

- =  v,     oder  auch -f  —  =  v  ; 

2n  —  1  ;  2w  —  2        2 


schreibt  man  dieses  so: 


n 


1  +  -,     rc  =  l+— - 


so  sieht  man,  daß,  wenn  n  =  1  -\ —    wo  ft  eine  beliebige  ganze  Zahl 

ft  j 

ist,  die  Parabel  mit  dem  Index  n  rektifizierbar  ist;  variiert  [i,  so 
erhält  man  unzählig  viele  Kurven,  die  mit  dieser  Eigenschaft  ver- 
sehen sind. 

118.     Betrachten  wir  die  parametrale  Parabel,  welehe  folgender 
parametrischen  Darstellung  (vgl.  Nr.  116)  fähig  ist: 

X=plm  +  n,        y  =  pln- (3) 

als    allgemeine    Gleichung    der    Tangente    kann    man    dann   folgende 

nehmen:  ,  .  „  „     .         _ 

nx  —  (m  +  »)  Xmy  +  mplm+n  =  0; 

die  Plückerschen  Koordinaten  einer  beliebigen  Tangente  sind  also 


n  m-\-  n 


1)  Wallis,  Opera  I,  S.  353. 

20* 
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daher  ist  die  Tangentialgleichung  der  Kurve  von  folgender  Form: 

7jm  +  n  =  7tmi;n (4) 

Da  diese  von  derselben  Gestalt  ist  wie  (2),  so  schließen  wir:  Jede 
Parabel  erweist  sich  als  gleich  ihrer  eigenen  Polarreziproken  in  be- 
zug  anf  einen  passend  gewählten  Kreis1).  —  Eine  Parabel  mit  ganz- 
zahligem Index  n  hat  als  Evolute  eine  rationale  Kurve  von  der  Ord- 
nung 3  (n  —  1),  während  die  Ordnung  der  Evolute  der  allgemeineren 
Kurve  (2)  durch  die  größere  der  Zahlen  3m  und  2w  +  w  ausgedrückt 
wird. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  eine  Parabel  mit  gebrochenem  Index, 
z.  B.  die  durch  Gleichung  (2)  dargestellte,  so  hat  die  Normale  im 
Punkte  (x,  y)  die  Gleichung: 

{m  +  n)  (X  —  x)ym+n~1  +  npm(Y  —  y)  yn~x  =  0,  .     .     (5) 

wo  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind.  Ist  nun  umgekehrt  der 
Punkt  (X,  Y)  gegeben,  so  muß  man,  um  die  von  ihm  an  die  Kurve 
gezogenen  Normalen  zu  finden,  diejenigen  Werte  von  x,  y  bestimmen, 
welche  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (2)  genügen;  multiplizieren 
wir  nun  (5)  mit  y  und  berücksichtigen  (2),  so  wird  diese 

(m  +  n)(X  —  x)x  +  n(Y—y)x=*0,    ....   (5') 

welche  (5)  ersetzen  kann.  Da  diese  nun  einen  Kegelschnitt  darstellt, 
der  durch  den  Anfang  geht,  und  da  der  Anfang  ein  w-facher  Punkt 
der  betrachteten  Parabel  ist,  so  hat  man  die  Grundlagen  für  folgen- 
den Satz:    Durch  jeden  Punkt  _P  der  Ebene  einer  Parabel  mit  dem 

Index  — 3—  gehen  2m  +  n  Normalen  der  Kurve;  ihre  Fußpunkte 

liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  den  Anfang  und  den 
Punkt  _P  selbst  geht2). 

Jede  Parabel  mit  ganzzahligem  oder  gebrochenem  Index  —  die 
also  durch  eine  der  Gleichungen  (1),  (2)  dargestellt  werden  kann  — 
ist  bestimmt,  wenn  außer  den  Achsen  der  Parameter  bekannt  ist.  Statt 
diese  Konstante  zu  geben,  kann  die  Kurve  auch  dadurch  bestimmt 
werden,  daß  man  einen  Punkt  derselben  gibt;  sind  x0,  yQ  die  Koordi- 
naten desselben,  so  treten  an  Stelle  von  (1)  und  (2)  folgende  Glei- 
chungen        ,    „  . 

©"-*  •  •  ».       ©    =©"  ■  •  ^ 

Aus  der  ersteren  kann  man  eine  punktweise  Konstruktion  für  alle 
Parabeln  mit  ganzzahligem  Index  ableiten3).    Ist  nämlich  A  der  Punkt 

1)  G.  Genocchi,  in  den  Nouv.  Ann.  Mathem.  XIII,  1854,  S.  132—36. 

2)  S.  Nouv.  Ann.  Mathem.  Question  1131,  vorgelegt  von  Painvin  und  ge- 
löst in  XIH.  (2.  Ser.)  1874. 

3)  Vgl.  G.Peano,  Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (Torino, 
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(xo>yò)  und  sei  OB=y0,  BA  =  xQ  (s.  Taf.  X,  Fig.  72),  so  nehme 
man  die  Ordinate  OM  =  y  beliebig  an  und  ziehe  durch  M  die  Gerade 
m  parallel  zu  0#;  man  projiziere  A  von  0  aus  auf  m  in  P1(xl}  y); 
da  nun  0,  A,  P1  kollinear  sind,  so  ist 


Man  projiziere  nun  P±  rechtwinklig  in  Ax  auf  die  durch  B  zu  Ox 
gezogene  Parallele  b  und  dann  A±  von  0  aus  auf  m  in  P2(x2,y); 
da  nun   auch  die  Punkte   0,  A1}  P2  kollinear  sind,  hat  man  ebenso 

Operiert  man  in  ähnlicher  Weise  mit  P2,  so  entstehen  die  Punkte 
A2,  P3(x3,y)  usw.  schließlich  An—lf  Pn{xn,y)  und  es  bestehen  die 
Beziehungen 

^3  =  y_      «u  =  y_  ^n-i  =  jf.      _£*_  =  y_ . 

•^2  2/o  xs  Vo  xn-2         Vo  xn=l         Vo 

Multipliziert  man  alle  diese  Gleichungen  miteinander,   so  findet  man 

?»  =  (y_\n 

welches  beweist,  daß  der  Punkt  Pn  der  durch  Gleichung  (1')  darge- 
stellten Parabel  mit  dem  Index  n  angehört.  Variiert  man  die  Ordi- 
nate OM  =  y,  so  erhält  man  beliebig  viele  Punkte  der  fraglichen 
Kurve.  Wir  können  noch  hinzufügen:  Wenn  man  A  rechtwinklig 
auf  m  projiziert  in  P0,  dann  P0  von  0  aus  auf  b  in  A_1}  dann  A_x 
rechtwinklig  auf  m  in  P_1  usw.,  so  erhält  man  die  ßeihe  der  Punkte 

P0(x0,y),    A_1(x_1,y0),    P_2(x_2,y) A_n(x_n,y0),    P_n(x_ny) 

und  die  Reihe  der  Gleichheiten 

Xq_  =   y_  x^  =  y_  x_n_1  =  y_ 

x_±       y0>        x_2       y0' '         x_n    '     yQ' 

woraus  folgt 

*-.-(*)•,      oder  auch       &>)-(*)-> 

infolgedessen  gehört  der  Punkt  P_n  der  Parabel  mit  dem  Index  —  n 

an,  die  durch  die  Gleichung  —  =  (— \      dargestellt  wird. 

Die   oben  angeführte  Methode,   alle  Parabeln   mit    ganzzahligem 
Index  zu  konstruieren,  führt  uns   zur  Punktkonstruktion  aller  para- 


1887)  S.  74.  —  Die  im  Texte  angegebene  Konstruktion  setzt  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten voraus;  mit  leicht  ersichtlichen  Modifikationen  kann  sie  jedoch  dem 
Falle  der  schiefen  Achsen  angepaßt  werden. 
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bolischen  Kurven1),  d.  h.  aller  derjenigen  Kurven,  die  durch  eine 
Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden  können 


y-  /,^-i 


r  =  1 

Konstruieren  wir  nämlich  alle  die  r  Parabeln,  die  durch  die  Glei- 
chungen 

dargestellt  sind  und  addieren  die  Ordinaten,  so  hat  man 

r  =  n 

y  =  ^yr- 

r  =  i 

Derartige  Kurven  haben  eine  gewisse  Bedeutung  für  die  Analysis: 
In  erster  Linie,  weil  das  Problem  der  Auflösung  eiuer  algebraischen 
Gleichung  äquivalent  ist  mit  dem  der  Auffindung  der  Schnitte  einer 
parabolischen  Kurve  mit  der  zugehörigen  Abszissenachse;  man  hat  zu 
dem  Zwecke  auch  Instrumente  erfunden,  mittelst  derer  man  sie  in 
kontinuierlichem  Zuge  zeichnen  kann2).  In  zweiter  Linie,  weil  sie 
bei  der  näherungsweisen  Berechnung  der  ebenen  Flächen  auftreten-, 
infolgedessen  hat  die  Flächenbestimmung  der  parabolischen  Kurven 
die  Veranlassung  auch  zu  neueren  wichtigen  Untersuchungen  gegeben8). 
Hervorragende  geometrische  Eigenschaften  treten  bei  diesen  Kurven 
nicht  auf4),  wir  erachten  es  daher  für  angebracht,  uns  nicht  weiter 
mit  diesen  zu  befassen,  und  wollen  vielmehr  dieses  Kapitel  mit  der 
Aufzählung  der  bemerkenswertesten  speziellen  Parabeln  schließen. 

119.  I.  Die  berühmteste  ist  unzweifelhaft  die  erste  der  rekti- 
fizierbaren Parabeln,  auf  welche  wir  am  Schlüsse  von  Nr.  117  stießen; 
sie  hat  als  Index  n  =  -|  und  als  Gleichung  y3  =  px2.  Gewöhnlich 
wird  sie  semikubische  Parabel  genannt  nach  einem  Vorschlage  von 

1)  Neutonis  Opuscula  mathematica  philosophica  et  philologica  I.  (Lausanne 
et  Grenevae,  1744)  S.  271 — 282,  woselbst  das  Problem  gelöst  wird:  „invenire 
lineam  curvam  generis  parabolici,  quae  per  data  quotcunque  puncta  transibit." 
Vgl.  auch  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analy- 
tischen Geometrie  (Berlin,  1883)  S.  260. 

2)  Segner,  Methodus  simplex  et  universalis  omnes  omnium  aequationum  ra- 
dices  detegendi  (Nov.  Comment.  Petrop.  VII,  1761);  Rowning,  A  machine  for 
finding  the  roots  of  equations  (Phil.  Trans.,  London  1770). 

3)  Seh  oute,  L'aire  des  paràbóles  d'ordre  supérieur  (C.  R.  CXXII,  1896); 
Kort  weg,  Sur  le  theorème  enoncé  par  M.  P.  H.  Schoute  (Das.);  Manoury,  Sur 
la  note  de  M.  Schoute  (Das.). 

4)  Die  hervorragendste  ist  etwa  die  folgende:  die  Parabeln  höherer  Ordnung 
sind  die  einzigen  algebraischen  Kurven  deren  vorletzte  Polarkurven  in  bezug 
auf  jeden  Punkt  der  Ebene  apollonische  Parabeln  sind;  m.  s.  E.  Kasner,  Deter- 
mination of  the  algébraic  curves  whose  polar  conics  are  parabolas  (Am.  Journ., 
Mathem.,  XXVI,  1904). 
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J.  Wallis;  sie  ist  die  älteste  rektifizierbare  algebraische  Kurve1).  Daß 
sie  rektifizierbar  sei,  wurde  schon  von  dem  Franzosen  Ferma t  be- 
merkt2), von  dem  Engländer  Neil3)  und  von  dem  Holländer  Heuraet4); 
daher  rühren  auch  die  verschiedenen  Namen,  mit  welcher  diese  Kurve 
bezeichnet  wird5). 

Die  semikubische  Parabel  erfreut  sich  auch  deswegen  großer 
Berühmtheit,  weil  sie  folgendes  mechanische  Problem  löst,  welches 
Leibniz  im  Verlaufe  seines  berühmten  Streites  mit  den  Cartesianern 
aufstellte:  „Eine  Linie  zu  finden,  so  beschaffen,  daß  ein  sie  durch- 
laufender Punkt  sich  gleichförmig  bewegt,  indem  er  in  gleichen  Zeiten 
sich  um  gleiche  Strecken  der  Horizontalen  nähert."  Dieses  Problem 
wurde  alsbald  (8.  Oktober  1687)  von  Huygens  gelöst6),  dessen  Lö- 
sung von  Leibniz7)  kommentiert  wurde;  später  haben  sich  sowohl 
Jakob8)  als  auch  Johann  Bernoulli9)  mit  demselben  beschäftigt, 
während Maupertius10)  es  in  bemerkenswerter  Weise  verallgemeinerte. 
Die  semikubische  Parabel  führt  auch,  als  lösende  des  angeführten 
Problems  der  Mechanik  betrachtet,  den  Namen  isochrone  Kurve 
oder  auch  Curva  decensus  aequabilis.  —  Auch  bei  der  Theorie 
der  Evoluten  findet  sich  diese  Kurve;  wenn  man  nämlich  den  Ort 
der  Krümmungsmittelpunkte   der  Parabel  y2  =  2px  sucht,   so  erhält 

27 

man  die  Kurve  (x — pf  =  -^-py2,  die  offenbar  eine  semikubische  Pa- 
rabel ist;  dieser  Umstand  wurde  von  Huygens  benutzt,  um  die  Rek- 
tifizierbarkeit    dieser    Kurve    zu    beweisen11).    —    Alle    Punkte    der 


1)  S.  A.  Christensen,  The  first  determination  of  the  length  of  a  curve 
(Bibl.  math.  1887). 

2)  S.  d.  Abh.  De  linearum  curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione  (CEuvres 
de  Fermat,  I,  S.  211—253,  und  III,  S.  181—215). 

3)  Die  Entdeckung  Neils  wurde  1659  von  Wallis  veröffentlicht  (vgl.  Wallis, 
Opera  math.  I,  S.  550 — 54;  außerdem  einen  Brief  von  ihm  an  Huygens  unter  dem 
9.  Juni  1673  geschrieben  und  veröffentlicht  im  "VTJ.  Bd.  der  (Euvres  de  Huygens 

5.  305—309). 

4)  S.  die  von  Schooten  im  J.  1659  besorgte  Ausgabe  der  Geometria  von 
Descartes. 

5)  „Sic  Rectiflcata  Curva  Nelii,  et  Curva  Heuratii,  et  Curva  demum  Fermata 
eadem  est  cum  mea  Paraboloide  Semi-cubicali"  schrieb  Wallis  an  Leibniz  unterm 

6.  April  1697  {Leibniz  ed.  Gerhardt,  IV,  S.  18). 

6)  Nouvelles  de  la  Bépublique  des  Lettres,  Oktober  1687  (Leibniz  ed.  Ger- 
hardt IV,  S.  237). 

7)  Leibniz  ed.  Gerhardt,  V,  S.  234—243. 

8)  De  inventione  lineae  descensus  a  corpore  gravi  percurrendae  uniformiter 
(Acta  eruditorum  1690;  Jacobi  Bernoulli  opera,  I,  S.  421 — 426). 

9)  S.  die  XXXin  und  XXXIV  der  Lectiones  mathematicae  {Joh.  Bernoulli 
opera  omnia  HI,  S.  482 — 486). 

10)  La   courbe  de  descensus  aequabilis  dans  un  milieu  résistant  cornine  une 
puissance  quelconque  (Mém.  de  Paris  1730). 

11)  Opera  varia  (Leiden,  1724),  S.  100. 
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Geraden  3y  +  p  =  0  haben  Kreise  als  erste  Polarkurven  in  bezug 
auf  die  Parabel  yz=px2.  —  Man  kennt  auch  eine  Vorrichtung,  sie  auf 
mechanischem  Wege  zu  zeichnen1). 

II.  In  einem  Manuskripte  von  Leibniz,  datiert  vom  11.  Nov.  1675, 
betitelt  Methodi  tangentium  inversae  exempla,  steht  folgende  Aufgabe: 
„Die  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  der  Achsenabschnitt  zwischen  der 
Normale   und  Ordinate   umgekehrt   proportional    der   Ordinate   selbst 

ist"2);    diese  führt  auf  folgende  Differentialgleichung:  y  •  —~-  =  ^—  • 

schreibt  man  diese  nun  als  y2  •  dy  =  m2  •  dx,  so  integriert  man  sie 
leicht  und  bekommt:  y3  =  3m2(x  —  #0);  demnach  ist  die  Kurve  nichts 
anderes  als  die  kubische  Parabel.  Sie  ist  nicht  rektifizierbar  (vgl. 
den  Schluß  von  Nr.  117),  jedoch  hat  Johann  Bernoulli  entdeckt, 
daß  es  auf  ihr  Paare  von  Bogen  gibt,  deren  Differenz  rektifizierbar 
ist3);  wir  werden  dies  in  kurzem  (S.  314 — 316)  als  die  Folge  eines 
allgemeineren  Satzes  nachweisen.  Die  Brennpunkte  der  kubischen  (so- 
wie der  semikubischen)  Parabel  sind  von  A.  Fuchs4)  bestimmt  worden. 
Die  Kurve  kann  auch  mechanisch  gezeichnet  werden5).  Schließlich 
ist  zu  bemerken,  daß  Monge  die  fragliche  Kurve  benutzte,  um  jede 
Gleichung  dritten  Grades  aufzulösen6). 

III.  Der  biquadratischen  Parabel  p3y  =  x^  begegnete  E.  Torri- 
celli 1644  als  der  Erzeugenden  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit,  die 
sich  in  einem  rotierenden  Gefäße  befindet,  während  sie  aus  diesem 
gleichmäßig  ausfließt,  indem  das  Gefäß  unten  eine  kleine  Öffnung  hat. 

IV.  In  einem  Briefe  an  Huygens  vom  29.  Okt.  1637 7)  lenkt 
F.  Schooten  die  Aufmerksamkeit  des  großen  holländischen  Geometers 
auf  eine  Kurve,  die  durch  die  Gleichung 

#  +  V  =  Ya%s (6) 

dargestellt  wird,  und  Huygens  seinerseits  teilte  sie  in  einem  folgen- 


1)  Matthiesen,  Über  die  mechanische  Construction  einiger  Curven,  welche 
sich  zur  Auflösung  des  Problemes  von  der  Duplication  des  Würfels  verwenden 
lassen  (Arch.  Math.  Phys.  XL VIII,  1868). 

2)  Gerhardt,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland  (München,  1877) 
S.  147. 

3)  S.  die  wichtige  Abhandlung  Theorema  universale  rectificationi  linearum 
curvarum  inserviens  (Acta  erudit.  October  1698;  Joh.  Bernoulli  opera  I,  S.  249 
— 253).  Daselbst  wird  die  kubische  Parabel  „parabola  cubica  primaria"  und 
die  semikubische  „parabola  cubicalis  secunda"  genannt. 

4)  Untersuchungen  der  Brennpunktseigenschaften  der  höheren  algebraischen 
Kurven,  insbesondere  der  dritten  und  vierten  Ordnung  (Diss.  Marburg,  1887). 

5)  Foucaut,  Construction  méeanique  de  la  parabole  cubique  (Nouv.  Ann. 
Math.  XVII,  1858). 

6)  Solution  graphique  de  l'équation  du  troisieme  degré  (Corr.  sur  l'Ecole 
polyt.,  in,  1814—16). 

7)  (Euvres  de  Huygens,  II,  S.  76. 
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den  Briefe  vom  2.  November1)  R.  de  Sluse  mit.  Keiner  der  ange- 
führten Geometer  erkannte,  daß  die  in  Rede  stehende  Kurve  eine  Parabel 
mit  dem  Index  f  sei,  bezogen  auf  zwei  Achsen,  die  miteinander  den 

Winkel  —  bilden:  auch  die  Gestalt  der  Kurve  blieb  ihnen  unbekannt: 

4  ' 

Huygens  betrachtete  nämlich  nicht  nur  den  Kurvenbogen  OFG,  der 
innerhalb  des  Winkels  der  positiven  Achsenrichtungen  liegt,  sondern 
fügte  willkürlich  einen  Bogen  OF'G  hinzu,  der  zum  ersten  sym- 
metrisch in  bezug  auf  die  x- Achse  liegt,  und  erhielt  infolgedessen, 
daß  der  Schwerpunkt  des  von  der  Kurve  begrenzten  ebenen  Teiles  auf 
dieser  Achse  liegen  müßte2).  Der  genannte  Bogen  OFG  geht  durch 
den  Punkt   G  der  x- Achse,   der  vom  Anfangspunkte   den  Abstand  a 

81 

hat   und    durch    den   Punkt   F,    dessen   Koordinaten   x  =  ^r—  a   und 

'  256 

27 

y  =  —  a  sind,  und  der  ein  Kulminationspunkt  der  Kurve  ist.    Diese 

erstreckt  sich  dann  jenseits  von  0  und  G  ins  Unendliche  vermittels 
zweier  Züge,  die  innerhalb  des  Winkels  gelegen  sind,  der  von  der 
positiven  #-Achse  und  der  negativen  «/-Achse  gebildet  wird.  Die 
durch  den  Bogen  OFG  und  die  x- Achse  begrenzte  Fläche  wird  ge- 
geben durch 

o  x=  a  x  ■=  a 

fy-dx  =   ((—  z+Vöz*)  dx  =  ^, 

x  =  0  x  =  0 

infolgedessen,  und  weil  er  nun  den  Bogen  OF'G  hinzugefügt  hatte, 
glaubte  Huygens    sich  zu  der  Annahme  berechtigt,   daß   die  Fläche 

der  Kurve  durch  —  ausgedrückt  würde.   —  Die  irrige  Ansicht   über 

die  Gestalt  der  biquadratisch-kubischen  Parabel  von  Schooten 
hatte  also  einen  unglücklichen  Einfluß  auf  die  Lösung  einiger  me- 
trischen Fragen,  welche  diese  Kurve  betreffen,  jedoch  keinen  Einfluß 
auf  die  Bestimmung  der  Tangente;  Huygens  entdeckte  nämlich  eine 
Konstruktion  derselben,  die  nicht  nur  bemerkenswert  ist  wegen  ihrer 
Eleganz  und  Einfachheit,  sondern  auch,  weil  sie  aus  der  Untersuchung 
des  Punktes  hervorgeht,  in  welchem  die  Tangente,  nicht  die  Koordinat- 
achsen, sondern  eine  besonders  gewählte  Gerade  schneidet3).  Be- 
trachten wir  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve  (6)  im  Punkte  (x, 
y),  so  ist,  wenn  X,   Y  die  laufenden  Koordinaten  derselben  sind,  ihre 

Gleichung  . .   _ 

Y  +  x—  fax3  _    _  .    ,   _S_-f/a 
X  —  x         ~       i+4    Fs' 

1)  Das.  S.  80.    Ygl.  auch  einen  Brief  von  Hudde  an  Schooten  v.  1.  Dez. 
1652  (Das.  II,  S.  97). 

2)  Brief  an  R.  de  Sluse  vom  7.  Dez.  1657  (CEuvres  de  Huygens,  II,  S.  92). 

3)  CEuvres  de  Huygens  II,  S.  90  u.  93. 
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setzen  wir  nun  X  = -,  so  findet  man  F=  +— ;  dies  zeigt,    daß 

die  Tangente  an  die  biquadratisch-knbische  Parabel  (6)  im  Punkte  mit 

der  Abszisse  x  durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  ( —  -^- ,  ~) 

geht;  es  ist  demnach  nichts  leichter,  als  diese  zu  konstruieren.  — 
Wir  können  noch  bemerken,  daß  die  Kurve  folgender  parametrischer 
Darstellung  fähig  ist: 

a  al 

X  = 


(1  +  1)4»        y         (1  +  1)4 

Y.  Unzählige  weitere  bemerkenswerte  Parabeln  wurden  vom 
Grafen  von  Fagnano  entdeckt.  Veranlaßt  durch  einen  auf  die  kubi- 
sche Parabel  bezüglichen  und  von  Joh.  Bernoulli  (s.  oben)  entdeckten 
Satz,  stellte  er  im  Jahre  1714  (Giornale  de  letterati  d'Italia,  XIX, 
S.  438)  folgende  Aufgabe:  „Gegeben  sei  eine  biquadratische  Parabel 
erster  Art  (primaria),  welche  die  Gleichung  #4  =  y  hat,  und  ferner 
sei  ein  Teil  derselben  gegeben;  verlangt  wird,  einen  anderen  Teil  der- 
selben Kurve  anzugeben,  so  daß  die  Differenz  der  angegebenen  Teile 
rektifizierbar  ist."  Da  niemand  auf  die  gestellte  Frage  antwortete,  so 
veröffentlichte  Fagnano  selbst  die  Lösung  in  der  wichtigen  Schrift: 
Nuovo  metodo  per  rettificare  la  differenza  di  archi  (uno  dei  quali  è 
dato)  in  infinite  specie  di  parabole  irrettificabili1),  aus  welcher  wir  hier 
wenigstens  die  Grundzüge  wiedergeben  müssen. 

Man  betrachte  die  Parabel  mit  der  Gleichung: 

772  +  2 


X 


m  +  2      « 

2 

a 


(7) 


wo  m  eine  rationale  Zahl,  und  a  eine  gegebene  Konstante  ist.  Be- 
zeichnen wir  mit  t  die  Länge  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  vom 
Berührungspunkte  bis  zum  Schnitt  mit  der  #-Achse,  und  mit  s  die 
Länge  des  Kurvenbogens,  so  ist 


>  =fdx  yi+T'  -  /]/i  +  (f )"'•  <*»; 

durch  teilweise  Integration  ergibt  sich  daraus 
»t  +  2 


'V1  +  ®m+ify=r: 


t)' 


1)  Giornale  de'  letterati  d'Italia,  XXII,  1715;   oder  auch  Produzioni  mate- 
matiche, II.  (Pesaro  1750)  S.  317—330. 
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oder  auch  w  + 2  /       ^  _    /!__^___  (g\ 

w     Vv^w 

Nehmen  wir    das    Integral    auf   der    rechten  Seite  zwischen  zwei 
bestimmten  Grenzen,  so  ist  seine  Bedeutung  folgende:  Abgesehen  von 

Wi  -4-  2 

dem    konstanten   Faktor  — :?—  ist    dieses    gleich    einem    Bogen    der 

Parabel  (7),  vermindert  um  die  Differenz  zwischen  den  Längen  der 
Tangenten  in  seinen  Endpunkten,  wenn  man,  wie  gewöhnlich,  unter 
„Länge  der  Tangente"  die  Strecke  zwischen  dem  Berührungspunkte 
und  dem  Schnitte  mit  der  #-Achse  versteht.  Nehmen  wir  daher  auf  der 
Parabel  vier  Punkte  P07  Pv  Q0,  Qv  welche  den  Abszissen  p0,  pv  qQ,  qx 
entsprechen  und  ziehen  die  Tangenten  P0PQ,  P^Ri,  Qo^o?  Qi^v  s0 
können  wir  aus  (8)  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ableiten: 


Pi 


Bogen  P.P.-iP^-PM 


m  -f-  2 

Po 


dp 


Bogen    Q„  &  -  (ftS,  -  Q„S„)  -  ^ 


+  (*)' 

dp 


•  +  (1)"' 

Kann  man  nun  zwischen  den  p  und  q  eine  Beziehung  aufstellen, 
derart,  daß  das  Integral  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  identisch 
wird  mit  dem  in  der  zweiten,  so  hat  man 

Bogen  P0Pt  -  (PtBt  -  P0BQ)  =  Bogen  Q0Qt  -  (Q.S,  -  Q0S0), 

und  die  Bogen  PQP1  und  QQQt  haben  dann  eine  rektifizierbare 
Differenz.  Die  Frage  ist  demnach  auf  die  Integration  folgender 
Differentialgleichung  zurückgeführt  : 

ip        +         d« -fl, (9) 


V'+(fr  v*+d)' 


worin  die  Wurzeln  beliebige  Vorzeichen  haben.  Fagnano  hat  die 
Integration  in  den  Fällen  m  =  4,  3,  6  ausgeführt,  indem  er  bzw. 
die  Parabeln  erhielt 

5 

xs  2x*  _x 

Das  Auftreten  der  ersteren  beweist  den  S.  312  angeführten  Satz  von 
Joh.  Bernoulli,  während  die  dritte  den  Schlüssel  zur  Lösung  des  von 
Fagnano  gestellten  Problems  liefert;  die  zweite  ist  eine  Kurve  fünfter 
Ordnung,    die    Bogen    mit   rektifizierbaren  Differenzen  enthält.     Alle 
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entsprechenden  Kurven  wird  man  erst  dann  kennen,  wenn  man  alle  die 
Fälle  weiß,  in  welchen  die  Differentialgleichung  (9)  integrierbar  ist1). 


Drittes  Kapitel. 

Die  Hyperbeln  beliebiger  Ordnung. 

120.  Wie  man  durch  Verallgemeinerung  der  kanonischen  Glei- 
chung y%  =  px  der  Parabel  zum  Begriffe  der  Parabeln  höherer  Ord- 
nung kommt,  so  gelangt  man  durch  Betrachtung  der  Gleichung 
xy  =  a?  einer  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Hyperbel  zu  den 
Kurven,  die  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
werden:  xny*>  =  an+P, (1) 

wo  n,p  positive  ganze  Zahlen  sind.  Sie  heißen  Hyperboloiden 
oder  Hyperbeln  höherer  Ordnung2),  rechtwinklige  oder  schief- 
winklige, je  nachdem  die  Achsen  senkrecht  oder  schief  zueinander 
sind3),  monosinguläre,  wenn  p  =  1,  bisinguläre,  wenn  p  =  2 
ist4).  —  Schreiben  wir  die  Gleichung  in  der  Form 

_p_        _JL_i 
y    n=  a    n      •  x, 

so  zeigt  sich  deutlich  die  Analogie  mit  der  Gleichung  (1)  in  Nr.  116, 
und   demnach   kann  man  eine  Hyperbel  von  der  Ordnung  n  +  p  als 

Parabel   mit    dem   Index  —  —  betrachten.     Aber  auch,  wenn  wir  die 

1)  Den  obigen  Ausführungen  fügen  wir  noch  hinzu,  daß  in  einigen  neueren 
Werken  (Reuschle,  Praxis  der  Kurvendislcussionl,  Stuttgart  1886 ;  Haas,  Kleyers 
Lehrbuch  der  Differentialrechnung,  Stuttgart  1894)  für  einige  Parabeln  spezielle 
Namen  eingeführt  sind,  die  mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt  gewählt  wurden;  es 
sind  folgende:  Wendeparabel  (psy  =  xs),  Flachparabel  (psy  —  x*),  Spitz- 
parabel (pys  =  x4),  Wendespitzparabel  (y6=p2xs)  und  Wendeflach- 
parabel (piy  =  x&). 

2)  Leibniz  nannte  sie  gelegentlich  Hyperboloeides  (Leibniz  ed.  Gerhardt, 
V,  Halle  1858,  S.  90).  Andere,  wie  der  Marquis  del'Höpital  (Analyse  des 
infiniment  petits,  2.  Aufl.,  Paris  1705,  S.  14),  C  arac  ci  oli  (Le  lineis  curvis  liber, 
Pisis  1740,  S.  37)  und  Maclaurin  (Traité  d'Algebre,  Paris  1753,  S.  183)  nannten 
Hyperbeln  die  Kurven  Aym+n  =  B (a  -\-  x)mxn,  von  denen  das  folgende  Kapitel 
handeln  wird  (s.  auch  Encyclopédie  méthodique  II,  Paris  1875,  S.  33;  Montferrier, 
Lictionnaire  des  Sciences  mathématiques  H,  S.  102,  und  Hoffmann,  Maiiie- 
matisches  Wörterbuch  HI,  Berlin  1861,  S.  276).  9 

3)  Zu  den  Hyperbeln  gehören  auch  die  Kurven  y  =  x~1,4:1,  y  =  x  8  »  denen 
man  in  der  mathematischen  Physik  unter  dem  durch  Rank  in  e  vorgeschlagenen 
Namen  der  adiabatischen  Diagrammkurven  oder  kurz  Adiabaten  be- 
gegnet (Holzmüller,  Die  Ingenieur- Mathematik,  I.  Teil,  Leipzig  1897,  S.  136), 
ebenso  die  Newtonsche  Gravitationskurve  mit  der  Gleichung  x=py~2 
(daselbst,  II.  Teil,  Leipzig  1898,  S.  15  ff.). 

4)  Reuschle,  das  o.  a.  Werk,  S.  54 — 55. 
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Gleichung  (1)  dieser  Nr.  in  ihrer  ursprünglichen  Form  beibehalten, 
erkennt  man  die  Analogie  mit  Gleichung  (2)  in  Nr.  116,  eine  Analogie, 
die  August  Comte  veranlaßte,  aus  den  Parabeln  und  Hyperbeln  eine 
einzige  Klasse  zu  bilden,  deren  Elemente  er  binomische  Kurven 
(courbes  binòmes)  nannte1). 

Aus  Gleichung  (1)  geht  hervor,  daß  die  entsprechende  Kurve  im 
Unendlichen  von  Ox  einen  p-  fachen  und  im  Unendlichen  von  Oy 
einen  w-fachen  Punkt  hat;  sie  kann  daher  durch  zwei  Büschel  paralleler 
Strahlen,  zwischen  denen  eine  Korrespondenz  (n,p)  besteht,  erzeugt 
werden.  Im  Endlichen  besitzt  sie  keinen  vielfachen  Punkt;  sie  ist 
immer  rational  und  folgender  parametrischen  Darstellung  fähig: 

x  =  atf,       V  =  ^' (2) 

Als  Tangentialgleichung  der  Kurve  findet  man  folgende 


IY  = 


[(» +!»)«] 


n+p     5 


infolgedessen  ist  die  Hyperbel  zu  sich  selbst  reziprok,  und  kann 
dahin  gebracht  werden,  mit  ihrer  eigenen  Polarreziproken  in  bezug 
auf  einen  passend  gewählten  Kreis  zusammenzufallen2).  Es  ist  leicht 
zu  beweisen,  daß  die  Evolute  der  Kurve  (1)  von  der  Ordnung 
3(w  -\-  p)  ist,  und  daß  (vgl.  S.  308)  durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene 
2(n  -+-  p)  Normalen  gehen,  deren  Fußpunkte  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  welcher  durch  P  und  den  Anfang  geht. 

Die  zu  Anfang    von   Nr.  117    gemachte  Rechnung  beweist,  daß 
bei  der  durch   Gleichung  (1)   dargestellten  Hyperbel  das  Verhältnis 

der  Subtangente  zur  Abszisse  durch  n~i~p  ausgedrückt  wird.  Daraus 

ergibt  sich  eine  sehr  einfache  Art  die  Tangente  zu  konstruieren3). 
Läßt  man  in  den  Gleichung  (1)  den  Parameter  a  variieren,  so  erhält 
man  oo1  Hyperbeln;  und  es  ist  leicht  zu  beweisen  (s.  S.  308),  daß  der  Ort 
der  Fußpunkte  der  von  einem  Punkte  auf  sie  gefällten  Normalen  eine 
(gewöhnliche)  Hyperbel  ist.4)  Wir  überlassen  es  dem  Leser,  die  in 
Nr.  117  ausgeführte  Flächenberechnung  der  Parabeln  auf  die  der 
Hyperbeln  anzuwenden,  und  bemerken  nur  noch,  daß  die  Quadratur  der 
Hyperbeln  höherer  Ordnung  sich  in  einem  Briefe  von  Fermat  an 
Digby  vom  20.  April  1657  findet,  der  auch  den  Hauptinhalt  anderer 
Briefe,  von  Fermat  an  Torricelli  gegen  Ende  des  Jahres  1646  gerichtet, 


1)  Traité  élémentaire  de  geometrie  analytique  (Paris,  1843)  S.  239. 

2)  A.  Genocchi  in  Nouv.  Ann.  Math.  XIII,  1854,  S.  132—36. 

3)  Vgl.  de  l'Hopital,  Sections  coniques  S.  157  und  die  auf  S.  306  zitierte 
Abh.  von  Sobotka. 

4)  De  l'Hopital  a.  a.  0.  S.  264. 
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wiedergibt x)  ;  die  Methode,  mittels  derer  der  große  französische  Geometer 
jenes  wichtige  Resultat  erhielt,  erfährt  man  aus  der  schon  erwähnten 
Arbeit  De  aeguationwm  locdlium  transmutatione  et  emendatione2).  Mit 
derselben  Sache  beschäftigte  sich  auch  Wallis,  wobei  er  auf  offen- 
bare Widersprüche  stieß,  die  zu  beseitigen  Varignon3)  sowie  der 
Graf  von  Fagnano4)  mit  Erfolg  sich  bemüht  haben. 

Setzen  wir  die  Achsen  als  rechtwinklig  voraus,  so  ist  das  durch 
Rotation  um  die  ic-Achse  des  von  einem  Hyperbelbogen,  seiner  Pro- 
jektion auf  diese  Achse  und  den  zugehörigen  Ordinaten  begrenzten 
Vierseits  erzeugte  Volumen  gegeben  durch: 

a;  =  X  x  =  X  2(«  +  p) 

%  I  y2  •  dx  =  jr  ./  a2  n   x    *>  •  dx  =       __  » — [X    p    —x0    p    )• 

Im  speziellen  Falle  der  apollonischen  Hyperbel  ist  p  =  n  =  1,  daher 
wird  jener  Wert  tcü^I ^);    setzen   wir  X  =  oo,    so    finden   wir 

,  einen  endlichen  Wert,   welches  auch  die  Anfangsabszisse  x0  sei. 

Es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Tatsache,  die  E.  Torricelli  ent- 
deckt hat5).  Sie  ist  einbegriffen  in  einem  anderen  allgemeinen  Satz, 
der  für  alle  Hyperbeln  gilt,  und  der  von  Roberval  entdeckt  ist6). 
Setzt  man  nämlich  p  —  2w<0  voraus,  so  erhält  man  aus  dem  vorigen 
allgemeinen  Ausdruck  für  X  =  oo 


V 


2(n  +  p) 

Tcpa     n 
2n  —  p 


einen  endlichen  Wert  für  alle  endlichen  Werte  von  x0.  Wäre  hin- 
gegen n  —  2p  <  0,  so  würde  das  durch  Rotation  der  entsprechenden 
Hyperbel  entstehende  Yolumen  unendlich  sein.  Im  Grenzfalle  p  =  2n 
ist  das  durch  Rotation  der  Hyperbel  xy2  =  a3  um  Oy  erzeugte  Volumen 


1)  CEuvres  de  Fermat,  II,  S.  338.  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Fermat  an 
Digby  (das.  S.  377),  wo  auch  die  von  Wallis  aufgestellten  Prioritätsrechte 
auf  Grund  seiner  Ariihmetica  infinüorum  bezeugt  werden. 

2)  (Euvres  de  Fermat  I,  S.  255 ff.;  HI,  S.  216 ff. 

3)  Réflexions  sur  les  espaces  plus  qu'infinis  de  M.  Wallis  (Mém.  de  Paris, 
Année  MDCCVI). 

4)  Riflessioni  in  occasione  della  quadratura  degli  spazi  iperbolici  (Produzioni 
matematiche  H,  Pesaro  1750). 

5)  Torricelli  teilte  sie  im  J.  1643  dem  P.  Niceron  mit  und  im  folgenden 
Jahre  dem  Publikum  in  seinen  Opera  geometrica. 

6)  Epistola  Aegidii  Personerii  de  Roberval  ad  Evangelistam  Torricellium 
Mém.  de  Paris,  VI,  1666—1699). 
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endlich,  während  die  Hyperbel  x2y  =  a3  nur  dann  ein  endliches  Volumen 
erzeugt,  wenn  sie  um   Ox  rotiert1). 

Das  Bogendifferential  der  Hyperbel  (1)  wird  gegeben  durch 


/  2(n+p)        2(n  +  p) 

ds  =  —  dxy  p2  +  n2a    ?     x      p     ; 

wird  also  ausgedrückt  durch  ein  binomisches  Differential;  da  nun  die 

drei  Zahlen  — ,  —. — : — r ,  —  ^7-^ — c  alle  immer  gebrochene  Zahlen  sind, 

2  7  2(n-\-p)7         2(w+_p)  °  ' 

so  ist  die  Integration   nicht  und  niemals   in  geschlossener  Form  aus- 
führbar; es  existiert  daher  keioe  rektifizierbare  Hyperbel. 

121.  Die  Hyperbel  (1)  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  man 
außer  den  ganzen  Zahlen  n  und  p  die  Konstante  a  kennt;  statt  a  zu 
geben,  kann  man  auch  einen  Punkt  x0,  y0  angeben,  durch  den  sie  geht; 
alsdann  kann  man  (1)  schreiben 


&r-(£f 


Wenn  im  besonderen  n  =  1,  so  haben  wir  eine  Kurve,  der  wir  schon 
in  Nr.  118  als  Parabel  negativer  Ordnung  begegneten,  und  deren 
Punktkonstruktion  wir  kennen  lernten.  In  dem  noch  spezielleren 
Falle,  daß  n  =  1,  p  =  2  Je,  und  der  Winkel  der  Achsen  ein  rechter  ist, 
kann  die  entsprechende  Kurve  punktweise  durch  ein  Verfahren  kon- 
struiert werden,  das  Vincenz  Viviani2)  für  Je  =  1  anwandte,  d.  h. 
zur  Konstruktion  der  Kurve  xy2  =  a3,  die  von  ihm  iperbola  meso- 
labica  genannt  wurde  wegen  der  Anwendung,  die  er  von  ihr  auf  die 
Lösung  des  Delischen  Problems  machte.  Dieses  Verfahren  besteht  in 
Folgendem:  Wir  betrachten  einen  Halbkreis  mit  dem  Durchmesser 
A  C  =  a  (Taf.  X,  Fig.  73)  und  ziehen  durch  A  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Peripherie  des  Halbkreises  in  JB  und  die  ihn  in  G  be- 
rührende Grerade  in  D  schneidet.  Es  sei  nun  BG  senkrecht  zu  AC, 
GBX  senkrecht  zu  AD,  BXGX  senkrecht  zu  AC,  GXB2  senkrecht  zu  AD 
und  so  weiter.  Endlich  tragen  wir  auf  der  letzten  so  erhaltenen 
Geraden  Bk_xGk_x  die  Strecke  GM  =  AD  ab:  der  Ort  des  Punktes 
M  ist  die  Hyperbel  xy2k  =  a2k+1.  Aus  der  angeführten  Konstruktion 
ergeben  sich  nämlich,  wenn  wir  den  Winkel  DAC  cp  nennen,  und 
x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  M  sind,  die  folgenden  Relationen: 


1)  Die  Notwendigkeit  verschiedene  Fälle  derselben  zu  unterscheiden,  auf 
die  man  gemäß  der  Größe  der  Zahlen  n  undj9  trifft,  scheint  zuerst  von  G.  Fon- 
tana bemerkt  zu  sein  im  Art.  III  der  Ricerche  analitiche  sopra  diversi  soggetti 
betitelten  Abhandlung  (Mem.  Soc.  Ital.  Scienze  III,  1786);  daselbst  werden  die 
fraglichen  Kurven  iperboloidi  genannt. 

2)  Quinto  libro  di  Euclide  0  Scienza  universale  delle  proporzioni  spiegata 
colla  dottrina  del  Galileo  (Firenze,  1647)  S.  278—79. 
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y  =  AD  =  -2- 

3  cos  qp 

AB  =  a  cos  cp ,         A  G  =  a  cos2  cp , 
ABt  =  a  cos3  cp,      A  G1  =  a  cos4  cp , 

ABk_1  =  acos2*-1qp,        ^-^_i  =  #  =  acos2*g>. 
Nach  Elimination  von  <p  aus    der    ersten   und  der   letzten  Gleichung 
ergibt  sich  xf*  =  a™+\ 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist.  —  Nebenher  erkennt  man  aus 
den  angeführten  Relationen,  daß  wenn  man  eine  Kurve  konstruiert 
derart,  daß  die  Koordinaten  x,  y  eines  ihrer  erzeugenden  Punkte  P 
gleich  ABk_1  und  AB  sind,  man  hat 

x  =  a  cos2Ä_1  cp .        y  =  nno     , 

~  '  J         cos  cp  ' 

woraus  durch  Elimination  von  cp  sich  ergibt 


xyik~x  =  a2k- 


demnach   ist   der  Ort  der  Punkte  P  eine  Hyperbel  gerader  Ordnung. 

Wir   beschließen   dieses   Kapitel   mit    der   Bemerkung,    daß    die 

Hyperbeln  für  p  =  1  Spezialfälle  der  hyperbolischen  Kurven  mit 


der  Gleichung  ^_^ 


sind,  und  daß  die  hyperbolischen  wie  die  parabolischen  Kurven 
(Nr.  118)  besondere  Fälle  von  den  Kurven  sind,  die  durch  eine 
Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden 


y 


2oa;W  +  2ia;n-1  + + 


von  denen  Maclaurin  wichtige  Anwendungen  machte1).  Er  be- 
merkte auch,  daß,  wenn  n>m,  sie  die  #-Achse  zur  Asymptote  haben, 
wovon  man  sich  unschwer  überzeugen  kann;  wenn  dann  n  >  m  +  1, 
und  man  schreibt 

v    4_  Pi  j _L-?»n 

f-m     _P0xn  +P1ttre-1  +  •  •  •  -pmoon-m  _    °  ^  x  T         Tfl^ 

so  sieht  man,  daß  für  alle  positiven  Werte  von  x  die  Größe  xn~my 
kleiner   ist   als   eine   bestimmte  endliche  Konstante:  infolgedessen  ist 


1)  Treatise  on  fluxions  (Edinburgh,  1742)  §  327;  Traue  des  fluxions  (trad. 
Pézénas)  I,  S.  209. 
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00 

nach  einem  bekannten  Satze1)    \y-dx  eine  endliche  Größe,  daher  ist 

die  zwischen  einer  Ordinate,  der  Kurve,  und  der  Abszissenachse  be- 
legene Fläche  von  endlichem  Werte.  Es  ist  dieses  eine  weitere  Eigen- 
tümlichkeit  der  fraglichen  Kurven,    die  Maclaurin  aufgefunden  hat. 


Viertes  Kapitel. 
Die  Perlkurven. 

122.  Ein  zentraler  Kegelschnitt,  der  durch  die  Gleichung 

er  Zu- 

gegeben ist  (wo  s  =  +  17  wenn  es  sich  um  eine  Ellipse,  s  =  —  1, 
wenn  es  sich  um  eine  Hyperbel  handelt),  kann  auch  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  werden,  wenn  man  als  Anfang  einen  Scheitel 
der  Kurve  nimmt:  2 

x(2a±x)  —  +  s~f. 

Wenden  wir  auf  diese  den  Verallgemeinerungsprozeß  an,  der  uns  zu 
den  höheren  Parabeln  und  Hyperbeln  führte,  so  kommt  man  auf 
Kurven,  die  folgende  allgemeine  Gleichung  haben: 

x"(a±xy  =  a^yPf (1) 

wo  a  und  b  zwei  gegebene  Strecken  sind  und  p,  r,  s  drei  positive 
ganze  Zahlen,  die  alle  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Diese 
heißen  Perlkurven;  die  Parabeln  sind  spezielle  Perlkurven,  wie  man 
sieht,  wenn  man  in  Gleichung  (1)  r  =  0  oder  s  =  0  setzt.  Andere 
speziellere  Kurven  erhält  man,  indem  man  r  =  1,  s  =  n,  p  =  n,  b  =  a 
setzt;  dann  wird  Gleichung  (1)  zu 

yn  =  {a±^_ (2) 

und  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  sogenannten  Perlkurven  von 
der  (n  -\-  l)ten  Ordnung;  wenn  schließlich  wieder  b  =  a,  aber  p  =  r  +  s, 
und  man  das  —  Zeichen  nimmt,  so  erhält  man  die  Kurven 

yr  +  s  _  ^a  _  xfXS  , 

die  man  Kreise  höherer  Ordnung  genannt  hat2). 


1)  S.  z.  B.  Serret-Harnack-Scheffers  II  (Leipzig,  1907),    S.  120. 

2)  Caraccioli,  De  lineis  curvis  Über  (Pisis,  1740)  S.  51;  Encyclopédie  mé- 
thodique  I.  (Paris,  1784)  S.  336;  Montferrier,  Dictionnaire  des  Sciences  math.  I. 
(Bruxelles,  1838)  S.  316. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  21 
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Einige  spezielle  Perlkurven  erwähnt  R.  de  Sluse  in  vier  an 
Huygens  gerichteten  Briefen  vom  14.  Aug.  1657,  8.  Jan.,  19.  Febr. 
und  12.  April  1658  *);  in  einem  anderen  Briefe  von  ihm  an  denselben 
(15.  Juli  1659)  wird  das  Wort  „elliptoides"  angewandt,  um  die  be- 
treffenden Kurven  zu  bezeichnen  mit  der  Anmerkung  „perlas  vocat 
Detonvillius"2);  dies  veranlaßt  uns  auf  den  Briefwechsel  zwischen 
Sluse  und  Pascal  hinzuweisen,  deren  Briefe  vom  6.  April  und  29.  Juni 
1658  die  hier  behandelten  Kurven  betreffen3).  Es  scheint  daher,  daß, 
wenn  der  Begriff  derselben  eine  Schöpfung  Sluses  ist,  der  von  uns 
angewendete  Name  von  Pascal  herrührt. 

Aus  der  Gleichung  (1)  geht  hervor,  daß  die  durch  sie  dargestellte 
Perlkurve  eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  gleich  der  größeren 
der  beiden  Zahlen  r  -+-  s  und  p  ist;  der  Anfang  ist  ein  Punkt  von 
der  Vielfachheit  gleich  der  kleineren  der  Zahlen  s  und  p,  während 
der  Punkt  x  =  +  a,  y  =  0  eine  Vielfachheit  besitzt,  die  durch  die 
kleinere  der  Zahlen  r  und  p  ausgedrückt  wird.  Wenn  r  +  s  <  p,  so 
sind  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  in  dem  unendlich  fernen 
von  Ox  vereinigt,  wenn  dagegen  r  -f  s  ~>  p,  so  vereinigen  sie  sich  im 
unendlich  fernen  von  Oy\  wenn  endlich  p  =  r  +  s,  so  hat  die  Kurve 
die  r  -f-  s  Punkte   auf  der   unendlich  fernen  Geraden  derartig  liegen, 

daß   —  =  a  -j- ,  wo  a  eine  (r  +  s)te  Wurzel  der  Einheit  bedeutet. 
y  b  ;  v  J 

In  dem  oben  zitierten  Briefe  vom  12.  April  1658  behauptet  Sluse, 
daß  er  imstande  sei  die  Tangenten  an  alle  Perlkurven  zu  konstruieren; 
aber  "welches  die  von  ihm  zu  dem  Zwecke  formulierte  „unica  et  bre- 
vis  regula"  gewesen,  ist  uns  nicht  bekannt.  Jedenfalls  ist  es  leicht, 
sich  davon  zu  überzeugen,  daß  er  sich  wohl  nicht  gerühmt  habe,  etwas 
erreicht  zu  haben,  das  er  nicht  imstande  gewesen  zu  leisten.  Be- 
achten wir  nämlich,  daß  aus  (1)  folgt 

**L  =  *-  [—  +     r   1  • 

dx        p  L  oc  —  a  +  xj  ' 

daher  wird  die  Subtangente  gegeben  durch 

dx  a(s — p)-\-(r-\-s  —  p)x 

" dy  as+(jr-\-s)x  ' 

welcher  Ausdruck  sich  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruieren  läßt,  welches 
auch  die  ganzen  Zahlen  p,  r,  s  sein  mögen  ;  die  Regel  von  de  Sluse 
konnte  nichts  anderes  sein,  als  ein  spezieller  Ausdruck  dieser  Kon- 
struktion. 


1)  (Euvres  de  Huygens,  II,  S.  46,  121,  134  u.  167. 

2)  Das.  S.  458. 

3)  C.  Le  Paige,  Correspondance  de  F.  B.  de  Sluse,  publiée  pour  la  pre- 
mière fois  et  prccédée  d'une  introduction  (Bullettino  di  Bibl.  e  Storia  etc.  XVII, 
1887)  S.  494—98. 
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In  demselben  Briefe  vom  16.  April  bekannte  Sluse,  daß  er  nicht 
wüßte  die  Quadratur  und  die  Schwerpunkte  aller  Perlkurven  zu  finden; 
es  ist  leicht  einzusehen,  daß  er  hier  auf  eine  Schwierigkeit  stieß,  die 
erst  die  moderne  Analysis  völlig  aufzuklären  imstande  ist.  Man  be- 
achte nämlich,  daß  die  Gleichung  (2)  ergibt: 

/>  r  +  s     r*     s  r 

y  •  dx  =  ba    p    j  xp  (a  +  x)p  dx- 

und   finden  wir    auf   der   rechten   Seite    ein   binomisches  Differential, 
welches  nur   dann  in  geschlossener  Form  integrierbar  ist,   wenn  eine 

der  Größen  — ,  — ,  eine  ganze  Zahl  ist. 

p  7    p  7         p  O 

Diese  drei  Umstände  treten  gleichzeitig  ein,  wenn  p  =  1.  In 
diesem  Falle  hat  man 

I  y  -dx  =  /  xs  (a  +  x)r-  dx  =  —^7  /  %*•  dx  ^  (+  1)*  Li  ar~kxk 

k  =  r 

7- n  *J 


Jb 

-.r  +  s 


A  =  0 

Integriert  man  zwischen  #  =  0  und  x  =  Z\L  a,   so   findet  man  für  die 
Fläche  A  folgenden  Wert: 

A  =  (+l)^al^(-lf(l)WT^fY;      ...     (3) 

*  =  0 

im  speziellen  für  die  Kurve 

x(a  —  x)r=bry (4) 

findet  man 

M^vSc-vOirr (5) 

/fc  =  0 

Nun  beachte  man,  daß  für  x  =  ^    die    Gl.  (4)    ergibt  «/  =  -^ry  (y) 

und  daß  die  Fläche  T  des  Rechtecks,  dessen  Seiten  a  und  dieser  Wert 
von  y  sind,  gegeben  ist  durch 

infolgedessen  ist 

4-2'+1lVi)'QFb> (6) 

£  =  0 

eine  elegante  Relation,  die  sich  in  einem  Aufsatze  befindet,  der  einem 

21* 
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Briefe  an  Huygens  vom  31.  Jan.  1659  beigefügt  ist,  und  betitelt  ist 
La  Quadrature  des  Perles  de  Monsieur  Sluse  par  CI.  Mylon.    En  Juin 

A        2 
16581).     Beispielsweise  liefert  Gleichung  (6):    für  r  =  2,  -s?  = -^;  für 

r  =  3,  y=5  usf. 

Einer  analytischen  Schwierigkeit  von  demselben  Grade,  wie  sie 
die  Quadratur  der  Perlkurven  bietet,  begegnet  man  auch  bei  der  Ku- 
batur der  durch  Rotation  derselben  um  die  #-Achse  erzeugten  Körper; 
man  bekommt  nämlich 

if-dx  =  nV" a       p     j  xp  (a  +  x)  p  •  dx . 

Die  Berechnung  von  V  hängt  daher  von  einem  binomischen  Diffe- 
rential ab,  welches  in  geschlossener  Form  nur  dann  integrierbar  ist, 

wenn  eine  der  Größen  — ,  — ,  eine  ganze  Zahl  ist:  dies  tritt 

p  7  p  7       p  ° 

im  speziellen  auch  hier  wieder  ein,  wenn  p  =  1.  —  Ahnliche  Ver- 
hältnisse wiederholen  sich  bei  der  Bestimmung  der  Schwerpunkte. 

123.  Die  Perlkurven  erfreuen  sich  nicht  besonderer  geometrischer 
Eigentümlichkeiten,  sie  besitzen  daher  vom  wissenschaftlichen  Stand- 
punkte nur  geringes  Interesse.  Jedoch  die  Seiten  des  gelehrten  Brief- 
wechsels von  Huygens,  die  dieselben  erwähnen,  haben  eine  ziemliche, 
bis  jetzt  noch  unbeachtete  Bedeutung  für  den  Historiker,  der  sich  aus 
ihnen  ein  Bild  der  kartesischen  Geometrie,  wie  sie  in  ihrem  ersten 
Entwicklungsstadium  gewesen  ist,  rekonstruieren  kann;  es  dürfte 
daher  gerechtfertigt  sein,  wenn  wir  an  dieser  Stelle  dabei  verweilen, 
einiges  über  die  speziellen  Perlkurven,  die  auf  jenen  Briefseiten  be- 
trachtet werden,  anzuführen. 

Es  ist  Sluses  Brief  vom  14.  Aug.  1657,  in  welchem  sich  die 
erste  Perlkurve2),  nämlich  die  mit  der  Gleichung 

x2(a-x)  =  b2ij (7) 

findet.     Daselbst  wird  die  Bestimmung  der  Tangente  und  des  Schwer- 
es o 

punktes  vorgelegt,  und  die  Kurve  irrtümlicherweise  als  symmetrisch 
in  bezug  auf  Ox  bezeichnet,  wie  man  es  in  der  Figur  74  sieht;  dies 
veranlaßte  wahrscheinlich  den  Namen  Perlkurve;  eine  leichte  Dis- 
kussion zeigt  dagegen,  daß  die  Gestalt  der  Kurve  durch  Fig.  75  (Taf.  X) 
wiedergegeben  wird3).    In  der  vom  3.  Sept.  1657  datierten  Antwort  an 


1)  (Euvres  de  Huygens,  II,  S.  337. 

2)  (Euvres  de  Huygens,  II,  S.  47.  Unabhängig  von  Sluse  mirde  die  durch 
die  Gleichung  xs  +  a2x  =  b*y  dargestellte  Kurve  für  Zwecke  der  Analysis  vom 
Abte  Caluso  untersucht  (De  la  résolution  des  éqiiations  numeriques  de  tous  les 
degrés,  Mem.  Accad.  Torino,  VI,  1792 — 1800);  er  schlug  vor,  ihr  den  auf  ihre 
Gestalt  bezüglichen  Namen  Anacampis  zu  geben. 

3)  Die  Kurve  berührt  die  aj-Achse  im  Anfangspunkte,  sie  hat  den  unendlich 
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Sluse1)  zeichnet  Huygens  exakt  den  begrenzten  Bogen  OMA  (Fig.  75) 

—  in  welchem  auch  der  Wendepunkt  mit  der  Abszisse  —  markiert  ist  — 

aber  er  unterdrückt  die  unendlichen  Zweige  und  fügt  willkürlich  den 
zu  Ox  symmetrischen  Bogen  hinzu.  —  Mit  der  ersten  Perlkurve  hat 
sich  auch  Fr.  van  Schooten  beschäftigt2),  indem  er  seine  Betrach- 
tungen anf  den  Bogen  0 MA  beschränkte.  Er  fand,  wenn  man  die  zum 
Punkte  mit  der  Abszisse  x  gehörende  Subtangente  mit  d  bezeichnet, 

daß  dann  d  = r— ,  was  leicht   zu  verifizieren  ist;    als  Folgesatz 

2a  —  Sx  '  '  ö 

leitet  er  die  Bestimmungsgleichung  für  die  (drei)  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  laufenden  Tangenten  an  die  Perlkurve  ab. 
Der  Wert  für  d  zeigte  Schooten,  daß  die  Tangente  im  Punkte  mit 

der  Abszisse  -  durch  den  Anfangspunkt  gehe,  und  daß  der  Punkt  M 

mit  der  Abszisse  -~-  ein  Kulminationspunkt  sei.  Aus  demselben 
Werte  für  d  ergibt  sich: 

2x2  +  (3d  -  a)x  -  2ad  =  0, 

welche  Gleichung,  wenn  d  gegeben  ist,  die  Abszissen  derjenigen  beiden 
Kurvenpunkte  bestimmt,  deren  Tangenten  durch  den  Punkt  (d,  0) 
gehen3).  Die  Diskriminante  hat  nun  den  Wert  (a  +  d)(a  -\-  9d),  ist 
also  immer  positiv,  wenn  d>0  ist;  demnach  gehen  von  jedem  Pnnkte 
der  positiven  ae-Achse  zwei  reelle  Tangenten  an  diese  Perlknrve. 
Schooten  bemerkte  diese  Eigentümlichkeit  nur  für  das  Stück  OA.  — 
Nicht  weniger  bemerkenswert  sind  die  von  Schooten  für  die  Qua- 
dratur aufgestellten  Sätze.  Vor  allem  hat  er  bemerkt,  daß  das  Doppelte 
der  Fläche  OFM  A  0  gleich  dem  Rechteck  ist,  dessen  Länge  OA  =  a 
und   dessen  Breite    gleich  -|  der  Maximal  -  Ordinate   ist;    diese   beiden 

1  a4 
Flächen  sind  nämlich  an  Inhalt  gleich  —  =^  •   Ferner  bemerkte  er,  daß, 

°  12  0" 

wenn  man  die  Geraden  OF,  FM  zieht,  diese  mit  den  zugehörigen 
Bögen  der  Perlkurve  zwei  gleich  große  Flächen  begrenzen,  wovon 
man  sich  durch  eine  Integration  leicht  überzeugen  kann. 

Am  Schlüsse  des  oben  erwähnten  Briefes  schlägt  Fr.  van  Schooten 
die  Untersuchung  dreier  neuen  Kurven  vor;  die  erste  derselben  hat 
folgende  Gleichung 


fernen   von   Oy   als    Spitze    mit   der   unendlich   fernen  Geraden   als   zugehöriger 
Tangente,  sie  ist  demnach  vom  Geschlecht  0,  von  der  Klasse  3. 

1)  (Eitvres  de  Huygens,  II,  S.  49;  s.  a.  S.  116.  Dieselbe  Figur  findet  man 
in  der  Inventio  methodi  ad  tangentes  linearum  curvarum,  einem  Anhange  zu 
einem  Briefe  Huygens  an  J.  de  Witt  (das.  IV,  S.  312 ff.). 

2)  Brief  an  Huygens  vom  29.  Okt.  1657  in  (Euvres  de  H.  H,  S.  73. 

3)  Man  beachte,  daß,  da  die  x- Achse  Tangente  ist,  durch  jeden  ihrer  Punkte 
zwei  andere  Tangenten  der  Perlkurve  gehen. 
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ax2  =  y%  +  2ay2  +  a2y  ; 

setzen  wir  in  dieser  x  =  —  ^,   2/  =  £  —  a>   s0  wird  diese  zu 

^  =  £>-£); (8) 

demnach  ist  die  betreffende  Kurve  ein  Spezialfall  der  durch  Gleichung  (7) 
dargestellten.  Dies  hat  Schooten  nicht  bemerkt  —  er  glaubte,  daß 
die  Kurve  von  parabolischer  Form  sei1),  während  sie  das  in  Taf.  X, 
Fig.  76  gezeichnete  Aussehen  hat  —  auch  Sluse  und  Huygens  er- 
kannten dies  nicht2)  und  gaben  zwei  Konstruktionen  für  die  Tangente 
derselben  an,  die  sich  auf  die  Untersuchung  derjenigen  Punkte  grün- 
deten, in  denen  diese  Gerade  die  Koordinatachsen  schneidet.  Über  die 
eleganten  Formeln  für  die  Quadratur  dieser  Kurve  zu  berichten  sowie 
diese  darzulegen,  dazu  gebricht  es  uns  hier  an  Raum. 

In  dem  o.  a.  Briefe  vom  8.  Jan.  1658  machte  R.  de  Sluse  die 
Bemerkung,  daß  die  Perlkurve  (8)  zu  einer  Serie  von  Kurven  gehöre, 
deren  erste  Elemente  folgende  Gleichungen  haben: 

ay  —  y2  =  ax,       ay  —  y2=x2,       ay2 — yz=a2x,       ay2 —  yz=ax2, 

und  fügte  hinzu,  daß  man  auch  die  analoge  Serie  betrachten  könne, 

ay  -\-  y2=  ax,       ay-\-y2=x2,       ay2  -f  yz=  a2x,       ay2  -\-  ys=  ax2- 

nun  ist  klar,  daß  die  Kurve  ay2  -j-  yz  =  a2x  eben  nur  das  Spiegelbild 
in  bezug  auf  Ox  zu  der  homologen  in  der  ersten  Serie  ist,  die  von  (8) 
nicht  verschieden  ist.  Dies  hat  de  Sluse  nicht  bemerkt  und  daher 
hat  er  sich  damit  aufgehalten,  direkt  einige  Eigenschaften  derselben 
aufzufinden.  Wir  werden  seinem  Beispiele  nicht  folgen,  sondern  be- 
merken, daß  weiterhin  in  demselben  Briefe  die  Rede  ist  von  einer 
Perlkurve  vierter  Ordnung,  nämlich  von  der  durch  folgende  Glei- 
chung  dargestellten:  ays-y*>=aW (9) 

Sie  ist  eine  in  bezug  auf  Oy  symmetrische  Kurve,  welche  Gerade 
Tangente  im  Anfangspunkte  ist,  der  eine  Spitze  ist;  de  Sluse  be- 
trachtete nur  die  im  Winkel  der  positiven  Koordinatachsen  gelegene 

Hälfte,  indem  er  bemerkte,  daß  die  größte  Abszisse  der  Ordinate  — 

entspricht;    die  Punkte  x  =  =— ,  y  =  —  sind  Wendepunkte  (s.  Fig.  76). 

Über  die  Fläche  der  halben  Perlkurve  bemerkt  de  Sluse3)  „hoc  spatium 
si  fuerit  dimensum,  scias,  te  circulum  ipsum  facile  metiri  posse";  in 
der  Tat  beträgt  diese  Fläche 

y  =  a 

F=j  x-dy=*-J  yVay  —  y*-dy  =  n\j)  , 


1)  (Euvres  de  Huygens  II,  S.  76.         2)  Das.  S.  88,  89,  90  u.  93. 
3)  (Euvres  de  Huygens,  II,  S.  121. 
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ist  demnach,  gleich  einem  Kreise  mit  dem  Radius  — .     In    demselben 
°  4 

Briefe  legt  Slnse  seinem  berühmten  Korrespondenten  auch  die  Frage 
vor  nach  dem  Verhältnis  zwischen  dem  Volumen  V,  das  durch  Ro- 
tation dieser  Fläche  um  Oy  entsteht  und  dem  Volumen  U  des  Zylin- 
ders, dessen  Grundfläche  der  Kreis  mit  dem  Radius  gleich  der  zur 
Ordinate  \a  gehörenden  Abszisse,  und  dessen  Höhe  a  ist.  Huygens 
antwortet  unterm  22.  Jan.  1658,  daß  dieses  Verhältnis  gleich  64  :  135 
sei,  .paisi  me  calculus  fallit"'1).     Da  nämlich 

9=0  9=0 

ist,   so  ergibt  sich  in  der  Tat  -^  =  —  • 

Von  der  vierten  Ordnung  ist  ferner  die  Perlkurve,   die  die  Glei- 
chung hat  ,        .         ,  ,.,, 

ay3—yi=xi 10 

und  von  der  de  Sluse  in  dem  Briefe  an  Huygens  vom  19.  Febr.  16582J 
spricht.  Von  ihr  sowie  von  der  vorigen  ist  auch  die  Rede  in  den 
Briefen,  die  zwischen  den  beiden  genannten  Geometern  gewechselt 
wurden  am  4.,  12.  und  14.  März  1658  *).  Aus  dem  Inhalte  derselben 
ergibt  sich  eine  bemerkenswerte  Konstruktion  der  fraglichen  Kurve. 
Schreibt  man  nämlich  die  Gleichung  flOj  folgendermaßen 

y2  (ay  —  f)  =  x±, 
und  betrachtet  den  Kreis  mit  der  Gleichung  ay  —  y-  =  x2 ,  so  er- 
gibt sich  x  =  Yxx  •  y  ;  demnach  ist  x  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  xx  und  y.  Man  nehme  daher  auf  der  y -Achse  die  Strecke 
OA  =  a,  beschreibe  über  OA  als  Durchmesser  einen  Kreis,  greife 
auf  OA  einen  beliebigen  Punkt  M  heraus  (Taf.  XI,  Fig.  11)  und 
ziehe  die  Sehne  NN'  parallel  zu  Ox  durch  31.  Dann  trage  man  auf 
Oy  31 L  =  MN  ab  und  beschreibe  über  dem  Durchmesser  OL  einen 
Kreis;  dieser  schneidet  die  Gerade  NN'  in  zwei  Punkten  PP'  der 
Perlkurve.  —  Betrachten  wir  der  Analogie  folgend  denselben  Kreis 
aV  ~  2/2==  x\i  so  läßt  sicn  Gleichung  (9)  schreiben  %xy  =  ax.  Be- 
schreibt man  daher  wie  vorhin  den  Kreis  über  OA  als  Durch- 
messer ''Taf.  XI,  Fig.  78)  und  zieht  eine  beliebige,  dazu  senkrechte 
Sehne  N31N',  nimmt  auf  Oy  31 L  =  a,  so  wird  die  durch  0  zu  LN 
gezogene  Parallele  die  Sehne  NN'  in  einem  Punkte  P  der  Perl- 
kurve  (9)  schneiden.  —  Weitere  Details  über  die  speziellen  Perl- 
kurven finden  sich  in  dem  gelehrten  Briefwechsel  von  Huygens. 

1)  CEuvres  de  Huygens,  II,  S.  124.         2)  Das.  S.  134. 
3    Das.  S.  144.  148  u.  150. 
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Fünftes  Kapitel. 
Die  Laméschen  und  die  triangulär-symmetrischen  Kurven. 
124.     Die  Gleichungen 

die  bezüglich  eine  Gerade,  eine  Hyperbel,  einen  zentrischen  Kegel- 
schnitt und  eine  Parabel  darstellen,  sind  offenbar  Spezialfälle  von 
folgender  Gleichung  /r\m     /«\»» 

(f)  +  (f)  =  1- « 

wo  a  und  &  beliebige  Größen  und  m  eine  rationale  Zahl  ist,  die  man 
den  Index  oder  Exponenten  nennen  kann.  Dasselbe  kann  man 
wiederholen  in  bezug  auf  die  Gleichungen 


(!)  +  ®-i.  (-»)  +  (!)' 


die  resp.  eine  Kreuzkurve  (Nr.  97)  und  die  Evolute  eines  zentrischen 
Kegelschnittes  oder  die  Tetrakuspide  von  G.  Bella vitis1)  dar- 
stellen, jenachdem  die  Koordinatachsen  rechtwinklig  oder  schief- 
winklig sind. 

Die  Kurven  (1)  (wie  die  Perlkurven  (n  -f-  l)ter  Ordn.  Nr.  122) 
kommen  in  der  Kategorie  der  trinomischen  Kurven  von  A.  Comte2) 
vor;  sie  werden,  wenn  die  Koordinatachsen  rechtwinklig  sind,  gewöhn- 
lich Lamé  sehe  Kurven  genannt3)  zur  Erinnerung  an  den  großen 
Mathematiker  der  sie  zuerst  betrachtet  hat4);  sie  spielen  eine  wichtige 
Rolle  in  der  Theorie  der  verallgemeinerten  Hyperbelfunktionen5). 

Wendet  man  auf  die  Kurve  (1)  die  (affine)  Transformation  an6), 

1)  Sposinone  del  metodo  delle  equipollenze  (Mem.  Soc.  Ital.  Scienze,  XXV, 
2.  Teil,  1850)  oder  Exposition  de  la  méthode  des  equipollences ,  trad.  Laisant 
(Paris,  1874)  S.  229.  Ygl.  den  Aufsatz  von  J.  Gomes  Teixeira,  Sur  la  tetra- 
cuspide  de  Bellavitis  (Mathésis,  III  Sér.,  I,  1901). 

2)  Geometrie  analytique  (Paris,  1843)  S.  249. 

3)  Ausnahme  von  dieser  Regel  machen  C.  F.  A.  Leroy  (Traité  de  geometrie 
descriptive,  VI.  Aufl.  Paris  1862,  S.  203  Fußnote),  der  sie  Storoi'des  nennt,  und 
L.  Aoust,  der  den  Namen  Strophoides  gebraucht  (Analyse  infinitesimale  des 
courbes  planes,  Paris  1873,  S.  58). 

4)  Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre  les  problcmes  de 
geometrie  (Paris,  1818)  S.  105 ff.  —  Auf  eine  spezielle  Lamésche  Kurve,  nämlich 
die  mit  der  Gleichung  xs  -f-  ys  =  c3,  wandte  Barrow  seine  Tangentenmethode 
an;  s.  die  Lectiones  geometricae,  zuerst  herausgeg.  London  1670  und  reproduziert 
in  The  math.  Works  of  Is.  Barroio  ed.   Whewell  (Cambridge,  1860). 

5)  S.  Kap.  Vili  des  Werkes  von  S.  Günther,  Die  Lehre  von  den  gewöhn- 
lichen und  verallgemeinerten  Hyperbelfunlctionen  (Halle  a.  S.,  1881). 

6)  Vgl.  für  das  Folgende  die  Abb.  von  G.  Loria,  Topologia  delle  curve  di  Lamé 
e  delle  spirali  sinusoidi  algebriche  (Atti  dell1  Accad.  Pontaniana,   XXXIX,   1909;. 
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die  durch  x_  =  x_        y_  =  ?/_ 

a        l  '      b        l 

analytisch  definiert  ist,  wobei  l  eine  beliebige  Länge  bedeutet,  die  man 
auch  gleich  1  setzen  kann,  so  erhält  man  die  (affine)  Kurve  mit  der 
Gleichung  x'm+  y'm=  lm  (\'\ 

und  da  diese  dieselben  projektiven  Eigenschaften  hat  wie  (1)  und  sich 
auch  ebenso  in  bezug  auf  die  unendlich  ferne  Gerade  verhält,  so  kann 
sie  ebensowohl  dazu  dienen,  die  typischen  Formen  der  Lamé- 
schen Kurven  zu  bestimmen.  Wir  bedienen  uns  daher  im  folgen- 
den zunächst  dieser  Gleichung,  indem  wir  uns  der  Einfachheit  halber 
in  der  Gl.  (1)  die  Akzente  weg  denken. 

Den  Index  m  wollen  wir  als  rational  annehmen  und  seinen  ab- 
soluten Wert  durch  —  ausdrücken,  wo  p  und  q  relative  Primzahlen  sind. 

Da  die  Gleichung  (1)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  x  und  y  mit- 
einander vertauscht,  so  ist  die  Kurve  in  allen  Fällen  symmetrisch 
zur  Geraden  x  =  y\  d.  i.  die  Halbierungslinie  der  positiven  Achsen- 
richtungen. Ist  p  eine  gerade  Zahl,  so  ist  die  Kurve  überdies  sym- 
metrisch zu  den  Koordinatachsen;  da  sich  nun  die  Gleichung  auch 
nicht  ändert,  wenn  man  x  und  —  y  miteinander  vertauscht,  so  ist 
auch  die  zweite  Halbierungslinie  x  =  —  y  eine  Symmetrieachse  der 
Kurve.  Folglich  haben  die  Laméschen  Knrven  vier  Symmetrieachse«, 
wenn  p  eine  gerade  Zahl  ist;  in  allen  anderen  nnr  eine. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  daß  m  positiv  sei;  dann  läßt  sich 
Gl.  (1)  auch  in  der  Form: 


Vifr+VW-1-0 


schreiben.  Die  linke  Seite  hat  nun  q  verschiedene  Werte,  deren  Pro- 
dukt gleich  Null  gesetzt,  uns  die  rationale  Gleichung  der  Kurve 
liefert;  diese  ist  also: 

nn(*v*+*'V*-v?)-o, 

£         s' 

wo  s  und  s'  zwei  qte  Wurzeln  der  Einheit,  und  i/lp  den  absoluten 
reellen  Wert  der  qten  Wurzel  aus  der  positiven  Zahl  lp  bedeuten.  Da  nun 
jeder  der  Faktoren  in  den  Koordinaten  vom  Grade  p  ist,  so  steigt  das 
Produkt,    also    die    linke    Seite    der    Gleichung   auf  den   Grad  p-q. 

Folglich   sind   die   Laméschen  Knrven  mit  positivem  Index  m  =  ^ 

von  der  Ordnnng  n=pq. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  daß  der  Index  negativ  (=  —  m)  sei;  dann 
läßt  sich  die  Gl.  (1')  in  der  Form  schreiben 

J-  +  -L-J-.  .  d") 
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Die  eine  Gleichung  geht  aus  der  anderen  hervor  durch  eine  geome- 
trische Transformation,  die  durch  die  Beziehungen 

dargestellt  wird.  Sie  ist  eine  quadratische  Korrespondenz,  die  zu 
Fundamentalpunkten  den  Koordinatenanfang  und  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Achsen  hat,  und  die  sich  folgendermaßen  konstruieren 
läßt:  „Man  beschreibe  um  das  Zentrum  0  mit  l  als  Radius  einen 
Kreis;  ist  P  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Ebene,  Q  und  B  seine  Pro- 
jektionen auf  die  Achsen,  so  zeichne  man  die  Polaren  von  Q  und  R 
in  bezug  auf  den  Kreis;  diese  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P', 
der  dem  P  in  dieser  Korrespondenz  entspricht.  Da  nun  die  Kurve  (1') 
weder  durch  den  Anfangspunkt,  noch  durch  die  unendlich  fernen  der 
Achsen  geht,  so  ist  zufolge  bekannter  Sätze  über  quadratische  Trans- 
formationen die  Ordnung  von  (1")   das  Doppelte   der  von  (1').     Die 

Laméschen  Kurven  mit  negativem  Index  m  =  —  —  sind  also  von  der 

Ordnung  n=:2pq. 

Diese  Sätze  ermöglichen  uns  die  Bestimmung  der  Zahl  der 
verschiedenen  Spezies  der  Laméschen  Kurven  von  einer 
bestimmten  Ordnung  n. 

Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  die  Zahl  n  in  ihre  verschiedenen 
Primfaktoren  und  setzen  demnach 


n*  •na-n„ 


"1    '"2    '"3 '"k  } 

wobei  die  Primzahlen  n1}  n2}  .  .  .  .,  nk  nach  der  wachsenden  Größe  ge- 
ordnet sein  mögen.  Es  ist  nun  zweckmäßig  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

I.  nx  ist  nicht  2,  also  n  ungerade; 
IL  nx=2,  v1=  1,  also  n  einfach  gerade; 
III.  n1  =  1,  v1>2,  also  n  vielfach  gerade. 

Im  I.   Falle  muß    der  Index   notwendig   positiv  sein,   also   m  = 

—  >  0  und  n  =  p  •  q.     Es  kann  also  p,   außer  der  Einheit,  noch  die 

Werte  der  h  Zahlen  n'1 ,  w1'2 ,  .....  n'k  haben,  ferner  eines  der  Pro- 
dukte  von  zwei  dieser  Zahlen,  von  drei  derselben,  usw.  bis  schließ- 
lich p  =  fi.      Ist  aber  die  Zahl  p  gewählt,   so   ist  damit  q  bestimmt 

Iq  =  —  )  ;  dadurch  ist  jedesmal  eine  Spezies  von  Laméschen  Kurven 
individualisiert.     Folglich  ist  die  Gesamtzahl  dieser  Spezies 

s=i  +  G)+(*)+(3)+-(*)=2i- 

Im  II.  Falle  haben  wir  ebenfalls  die  2k  Spezies  wie  im  vorigen 
Falle,  außerdem  noch  die  mit  negativem  Index.  Um  die  Zahl  der  letz- 
teren zu  finden,  beachten  wir,  daß  alsdann 
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2  3  «     ; 

und   setzen  wir    w*;=  —  ?-,  so  wird  p  •  q  =  nv*  n^ .  .  .  »J*  .        Machen 

wir  dieselben  Überlegungen  wie  vorhin,  so  sehen  wir,  daß  sich  die 
Zahlen  p  und  q  auf  2k~1  verschiedene  Weisen  wählen  lassen;  folg- 
lich ist  die  Gesamtzahl  der  Spezies  S  =  2*  +  2k~1  =  3  •  2*-1. 

Im  III.  Falle  schließlich  bekommen  wir  zunächst  die  2k  Spezies 
mit  positivem  Index  von  den  beiden  vorigen  Fällen  wieder,  außerdem 
solche  mit  negativem  Index,  deren  Zahl  sich  wie  folgt  ergibt:  Wir 
können  setzen: 

n  =  2"1  •  nv-  •  nz . .  .  w**  (wo  vx  >  1) 
und  sehen,  daß 

2V    —  1  V  1'  1», 

1      •  n  2  •  n  * .  .  .  wA*  ; 

also  kann  das  Zahlenpaar  jp,  g  auf  2*  Arten  gewählt  werden;  im  ganzen 
ist  also  die  Zahl  der  Spezies  S  =  2k -\-  2*=  2k  +  1.  Also  können  wir 
aussprechen   den  folgenden  Satz: 

Die  Zahl  der  verschiedenen  Spezies  der  Laméschen  Kurven 
von  der  Ordnung  n  ist  2k,  3-2Ä_1  oder  2*+1,  jenachdem  n  ungerade, 
einfach  gerade  oder  mehrfach  gerade  ist,  wobei  k  die  Anzahl  der 
in  n  als  Faktoren  enthaltenen  Primzahlen  ist. 

Demnach  ist  z.  B.  die  Zahl  der  Spezies  Laméscher  Kurven  erster 

Ordnung  1,  zweiter  Ordnung  3  (nämlich  die  mit  dem  Index,  1,  —, 
—  1],  dritter  Ordnung  2  (nämlich  die  mit  dem  Index  3  und  —  ),    von 

der  vierten  Ordnung  4  (nämlich  die  mit  dem  Index  4,  —  ,  —  2,  —  — ) , 

(12       3 
nämlich  die  mit  dem  Index  =  —  ;  —,  -=, 

6,  --,  —  3)  u.s.w. 

Die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Kurve  (1')  im  Punkte  (%,  y) 

lautet:  1  ^T  ,  _ 

xm-x  X  +  y™-1  Y  —  lm=  0, 

wo  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Plückerschen  Koordinaten  der  Tangente  mit  u  und  v,   so   haben  wir 


,m—l  ..m—1 


— 1— ,  v  =  — Eliminieren    wir   nun    aus    diesen    Glei- 


chungen und  (1')  die  x,  y,  so   erhalten  wir   die  Tangentialgleichung 
der  fraglichen  Kurve,  nämlich 


m.  nfn. 

l\m-\ 

rin—1' 


Sie  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gl.  (!'),  nur  mit  dem  Unterschiede,  daß 
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m 


ihr  Exponent  „der  Tangentialindex"  jetzt  (i  =  — — —    ist.     Dieser    ist 

rational,  wenn  m  es  ist  und  positiv,  wenn  m  >  1  oder  <  0  ist;  (i  ist 
negativ,  wenn  0<  w<  1  ist.  Die  Tangentialgleichung  läßt  sich  durch 
ein  ähnliches  Verfahren,  wie  wir  es  bei  der  Punktgleichung  angewendet 
haben,  rational  machen;  aus  dem  Resultate  läßt  sich  ein  Ausdruck  für 
die  Klasse  der  Kurve  finden,  nämlich:    Die  Klasse  einer  Laméschen 

Kurve  mit  dem  Index  m  =  —  (in  absolutem  Werte)  ist  gegeben  durch 

P  (P  +  q),  wenn  m  negativ  ist,  durch  p{p  —  q),  wenn  m>  1,  durch 
2p  (p  —  q),  wenn  m  zwischen  0  und  1  liegt. 

Der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  wird  ge- 
geben durch  /as\»-i 

y=-\i)    ■ 

Hieraus  folgt,  wenn  m  >  1,  so  ist  y'  =  0  oder  oo,  jenachdem  x  =  0, 
oder  y  =  0 .  Wenn  hingegen  0  <  m  <  1,  so  ist  y'  =  0  oder  oo,  je- 
nach  y  =  0  oder  x  =  0 .  Wir  schließen  daraus  :  Liegt  der  Index  m 
der  Laméschen  Kurve  zwischen  0  und  1,  so  sind  die  einzigen  Tangen- 
ten, die  zu  den  Achsen  parallel  laufen,  die  Achsen  selbst,  ist  er 
hingegen  großer  als  1,  so  haben  die  zu  Ox  und  Oy  parallelen 
Tangenten  ihre  Berührungspunkte  auf  Oy  und  Ox  beziehungsweise; 
ist  m  schließlich  negativ,  so  berühren  die  Achsen  die  Kurve  im 
Unendlichen  und  sind  die  einzigen  Tangenten  dieser  Richtung. 

Differenzieren  wir  die  obige  Beziehung  noch  einmal  und  berück- 
sichtigen die  Grl.  (1'),  so  erhalten  wir 


y-y" '  =  (1  —  m)  x1 


Nun  ist  bekanntlich  eine  Kurve  konvex  oder  konkav  gegen  die  x- 
Achse,  jenachdem  das  Produkt  y-y"  dort  positiv  oder  negativ  ist. 
Beachten  wir  nun  die  rechte  Seite  der  obigen  Formel,  so  sehen  wir: 
Ist  m  negativ,  so  ist  die  Kurve  in  allen  Punkten,  für  die  x  >  0,  kon- 
vex gegen  die  x- Achse;  ebenso  wenn  0<m<l.  Ist  hingegen 
m  >  1,  so  ist  die  Kurve  konvex  gegen  Ox  in  den  Punkten,  für  die 
a?<0.  Daraus  ergibt  sich  die  Notwendigkeit,  die  drei  Fälle  aus- 
einander zu  halten,  in  denen  m  in  die  Intervalle  —  oo  .  .  .  0,  0  ...  1, 

1 oo  fällt. 

Es  sei  nun  wieder  m  positiv,  und  wir  wollen  die  Gleichung  der 
Kurve  in  folgender  Form  schreiben 


dann  sehen  wir  leicht  ein:  1.  Sind  p  und  q  beide  ungerade  Zahlen, 
so  entspricht  jedem  reellen  Werte  von  y  immer  ein  einziger  reeller 
Wert  von  x,  und  dies  besagt  geometrisch,  daß  jede  Parallele  zu  Ox 
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die  Kurve  in  einem  reellen  Punkte  trifft.  Dasselbe  gilt  für  jede 
Parallele  zu  Oy.  —  2.  Ist  p  gerade  und  q  ungerade,  so  entsprechen 
jedem  reellen  Werte  von  y,  dessen  absoluter  Wert  kleiner  als  l  ist, 
zwei  reelle  (entgegengesetzt  gleiche)  Werte  von  x\  d.  h.  geometrisch, 
daß  jede  innerhalb  des  von  den  Geraden  y  =  +  l  begrenzten  Streifens 
gelegene  Parallele  die  Kurve  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet;  das- 
selbe gilt  auch  von  Parallelen  zu  Ox.  —  3.  Ist  endlich  p  ungerade 
und  q  gerade,  so  entsprechen  jedem  positiven  Werte  von  y  immer 
zwei  reelle  und  positive  Werte  von  x\  d.  h.  geometrisch,  daß  jede 
Parallele  mit  positiver  Ordinate  die  Kurve  in  zwei  Punkten  mit  posi- 
tiver Abszisse  schneidet,  und  umgekehrt. 

Diese  Bemerkungen  lassen  sich  unmittelbar  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, daß  m  negativ  ist,  wenn  man  alsdann  die  Kurvengleichung 
in  folgender  Form  schreibt: 


i-nn-m- 


Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  sind  charakterisiert  durch 

die  Gleichung 

~  p  p 

xi  -f  yi  =0. 

Ist  nun  m  positiv  und  p  gerade,  so  kann  diese  Gleichung  durch  reelle 
Werte  nicht  befriedigt  werden;  folglich  ist  die  entsprechende  Kurve 
geschlossen.  Ist  m  positiv  und  p  ungerade,  und  schreiben  wir  die 
•obige  Relation  als 

'x7-o 


wiy 


so  sehen  wir,  daß  der  absolute  Wert  des  Verhältnisses—  gleich  Eins 

7  x   e 

sein  muß. 

Setzen  wir  demnach  zunächst  —  =  4-  1 ,  so  wird  die  Relation  zu 

V  ' 

p_ 
(1)2  =  -1, 

oder  wenn  Je  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 

2pk%   ,    .    .    2pJcn  ^ 

cos  — h  i  sin  — =  —  1 . 

Diese  wird  aber  nur  erfüllt,  wenn 

^•-(M  +  l)«, 

oder  wenn  p       2h  +  1 

~q  =      2k 

ist,  wobei  h  eine  neue,  ganze  Zahl  bedeutet. 
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x 


Setzen  wir  aber  —  =  —  1 ,  so  finden  wir  auf  dieselbe  Weise,  daß 
y  '  '     , 

f       .A  .  p(2k+l)7t         .     .     2J(2Ä+1)«  . 

(—  1  ) q  =  —  1 ,     cos  — ' — - — \-  %  sin  — ! — '—  =  —  1 , 

oder  —  =     ,   ,      sein  muß.     Aus  allem  gebt  hervor:     Eine  Lamésche 

Kurve  mit  positivem  Index  >m=—  ist  geschlossen,  wenn  p  gerade 

ist;  sie  geht  dnrch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Halbierungs- 
linie des  Winkels  der  positiven  Achsen,  wenn  p  ungerade  ist, 
dagegen  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  anderen  Halbierungs- 
linie, wenn  p  und  q  beide  ungerade  sind.  Ist  dagegen  m  negativ, 
so  gibt  es  unendlich  ferne  Punkte  nur  auf  den  Achsenrichtungen. 

Nach  diesen  Bemerkungen  sind  wir  imstande  die  sämtlichen  Typen 
der  Laméschen  Kurven  aufzuzählen  und  zu  beschreiben.  Wir  teilen  sie 
zweckmäßig  in  die  zwei  Gruppen  m  >  0,  m  <  0,  und  erhalten  dann 
je  nach  den  arithmetischen  Formen,  die  der  Index  annehmen  kann, 
die  folgenden  neun  Typen. 

A)  Kurven  mit  positivem  Indes. 

27& 

1.  m  =  ,  ,  —  >  1 .  Die  Kurve  hat  vier  Symmetrieachsen,  näm- 
lich die  Koordinatachsen  und  die  beiden  Halbierungslinien  der  Achsen- 
winkel; sie  besteht  demnach  aus  acht  kongruenten  Bogen.  Die  Schnitt- 
punkte mit  den  Achsen  (die  wir  auch  im  Folgenden  immer  bzw.  Ar 
Ä  und  JB,JB'  nennen  wollen)  sind  sog.  Flachpunkte.  Jede  Parallele  zu 
Ox  (bzw.  Oy),  deren  Abstand  absolut  kleiner  als  l  ist,  schneidet  die 
Kurve  in  zwei  reellen  Punkten.  Die  genannten  Bogen  wenden  den 
Achsen  ihre  konkave  Seite  zu,  und  sie  schmiegen  sich  den  Geraden 
x  =  +  l,  y  =  all  um  so  mehr  an,  je  größer  m  ist.  Die  Fig.  91, 
Taf.  XII,  stellt  den  FaU  m  =  4  dar. 

27* 

2.  m  =  al   ,  „  <  1.     Die  Bogen   wenden   den  Achsen  ihre  kon- 

27c  -\-  1  ö 

vexe  Seite  zu;  die  Punkte  A  .  .  .  B'  sind  Spitzen  und  die  Kurve 
schmiegt  sich  den  Achsen  um  so  mehr  an,  je  kleiner  m  ist.  Fig.  92 
stellt  die  Gestalt  für  m  =  •§■  dar.  Zu  diesem  Typus  gehört  auch  die 
reguläre  Astroide  (s.  Taf.  IX,  Fig.  61),  für  die  m  =  ■§•• 

3.  m  =  — ~—  >  1 .     Die  Kurve  hat  als   einzige  Symmetrieachse 

die  Gerade  x  =  y,  deren  unendlich  ferner  Punkt  der  einzige  reelle  un- 
endlich ferne  der  Kurve  ist.  Alle  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen 
zwischen  den  positiven  Achsen.  Die  Kurve  besteht  aus  drei  Bögen: 
der  eine  liegt  zwischen  den  Punkten  A  und  B  und  ist  konkav  gegen 
die  Achsen.  Die  beiden  anderen  sind  unendlich;  der  von  A  ausgebende 
ist  konkav,  der  von  B  ausgehende  konvex  gegen  Ox.   A  und  B  sind 
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Spitzen  der  Kurve  mit  den  Geraden  x  =  l  und  y  =  l  als  Tangenten. 
Fig.  93  (Taf.  XII)  steUt  die  Gestalt  für  m  =  f  dar. 

27&  -f- 1 
4.  m  =  — ~—  <  1.  Der  Bogen  AB  ist  konvex  gegen  Ox,  eben- 
so der  von  A  ausgehende;  der  dritte  ist  konkav,  derart,  daß  die  Kurve 
aus  einem  einzigen  parabelähnlichen  Zuge  besteht,  der  die  Achsen  in 
A  und  B  berührt,  wie  es  Fig.  94  (Taf.  XII)  für  m  =  f  zeigt.  Alles 
übrige  ist  wie  bei  3. 

**•  m  ~  o  7.  T  i  >  1  •  Die  Gerade  #  =  ?/  ist  die  einzige  Symmetrie- 
achse der  Kurve,  während  y  +  x  =  0  die  einzigen  unendlich  fernen 
Punkte  der  Kurve  enthält  und  für  diese  eine  Wendeasymptote  ist. 
Das  Kurvenstück  AB  zwischen  den  positiven  Achsen  ist  konkav  gegen 
beide  Achsen,  das  zweite  von  A  ausgehende,  das  die  Punkte  x^>l7 
y  <  0  enthält,  ist  konkav  gegen  Ox,  konvex  gegen  Oy;  das  dritte  von 
B  ausgehende,  das  die  Punkte  x  <  0,  y  >  l  enthält,  ist  konvex  gegen 
Ox,  konkav  gegen  Oy.  A  und  B  sind  Wendepunkte  mit  y  =  1,  x  =  l 
als  Wendepunktstangente.     Fig.  95  zeigt  die  Gestalt  für  m  =  5. 

2  h  -4-  1 
^'  m  =  ofrT     <  1  •    Der  Bogen  J.J5  ist  konvex  gegen  die  Achsen; 

ebenso  verhalten  sich  die  beiden  anderen  Kurvenstücke  umgekehrt, 
wie  im  vorigen  Falle.  A  und  B  sind  Wendepunkte  mit  den  Achsen 
als  Tangenten.     Fig.  96  zeigt  den  Fall  m  =  •^• 


B)  Kurven  mit  negativem  Index. 

2h 
1.  m  =  —     ,         •     Diese  Kurven   haben   vier    Symmetrieachsen. 

Zieht  man  die  vier  Geraden  x  =  +  l,  y  =  +  1,  so  erhält  man  vier 
rechte  Winkel,  innerhalb  deren  alle  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen. 
Jede  Parallele  zu  den  Achsen,  in  einem  Abstände  größer  als  l,  schneidet 
die  Kurve  in  zwei  reellen  Punkten.  Die  Kurve  besteht  aus  vier  unend- 
lichen, einander  gleichen  Zweigen,  die  ihre  konvexe  Seite  den  Achsen 
zuwenden.  Außerdem  ist  der  Anfang  ein  isolierter  Punkt.  Die  Ge- 
stalt der  Kurve  zeigt  Fig.  97  (Taf.  XII)  für  m  =  —  $  und  m  =  —  f 
(die  punktierte  K.)  Zu  dieser  Gattung  gehört  auch  die  Kreuzkurve 
(s.  Taf.  VII,  Fig.  56),  für  die  m  =  -2. 

8.  m  = ry—  •  Die  Gerade  x  =  y  ist  die  einzige  Symmetrie- 
achse der  Kurve,  deren  sämtliche  Punkte  zwischen  den  positiven  Achsen- 
hälften liegen.  Sowohl  x  =  y  als  auch  x  =  l,  y  =1  sind  Spitzen- 
tangenten der  Kurve,  die  zur  ersten  gehörige  Spitze  liegt  in  0,  die 
beiden  anderen  sind  unendlich  fern.  Die  Kurve  (s.  Taf.  XII,  Fig.  98) 
besteht  aus  drei  Bogen;  der  erste  liegt  in  dem  Winkel  zwischen  den 
Geraden  x  =  l,  y  =  1  und  ist  konvex   gegen  Oy,   ebenso   der  zweite, 
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der  in  0  beginnt,  dort  die  Symmetrieachse  berührt,  und  die  Ge- 
rade x  =  l  im  Unendlichen  ;  der  dritte  beginnt  ebenso,  berührt  y  =  1 
im  Unendlichen,  ist  aber  konkav  gegen  Oy. 

9.  m  =  —  spr-i-^  •    In  dem  rechten  Winkel  zwischen  den  Geraden 

x  =  l  und  y  =  1,  die  Asymptoten  der  Kurve  sind,  liegt  ein  unend- 
licher Bogen  der  Kurve,  dessen  sämtliche  Punkte  nur  positive  Ko- 
ordinaten >  l  haben.  Der  andere  Bogen  geht  durch  den  Anfangs- 
punkt und  berührt  dort  die  Gerade  x  -\-  y  =  0.  Die  Ordinaten  seiner 
Punkte  sind  für  x  <  l  negativ,  für  x  <  0  positiv,  demnach  liegt  der 
eine  Teil  in  dem  Halbstreifen  zwischen  den  Achsen  und  x  =  Z,  der 
andere  in  dem  von  den  Achsen  und  y  =  l  begrenzten  Halbstreifen  in 
den  negativen  Achsenrichtungen.  Die  Gestalt  (s.  Fig.  99)  hat  dem- 
nach Ähnlichkeit  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel,  was  nicht  ver- 
wunderlich, da  man  diese  Kurve  erhält  für  h  =  Je  =  0 ,  also  m  =  —  1 . 
Demnach  gibt  es  vom  topologischen  Standpunkte  nenn  ver- 
schiedene Typen  der  Laméschen  Kurven1).  Kombinieren  wir  dieses 
Resultat  mit  dem  auf  S.  331  erhaltenen  über  die  Spezies  der  Laméschen 
Kurven  von  gegebener  Ordnung  und  fragen  wir  jetzt:  In  welchen 
Formen  kann  sich  eine  solche  Kurve  von  der  Ordnung  n  darbieten? 
Wir  sehen,  wenn  n  ungerade  ist,  so  muß  ihr  Index  von  der  Form 

öt4~j-  se*n*  ^*e  einz^'en  Formen,  die  eine  Lamésche  Kurve  unge- 
rader Ordnung  annehmen  kann,  werden  demnach  durch  die  Fig.  95 
und  96  dargestellt.    Ist  n  einfach  gerade,  so  kann  der  Index  nur  die 


1)  Ein  ähnliches  Verhalten  wie  die  Laméschen  Kurven  zeigen  diejenigen, 
deren  Grleichung  von  der  Form  ist: 

xm-ym=r. 

Beachten  wir,  daß  die  betrachteten  Potenzen  verschiedene  Werte  annehmen 
können,  wenn  m  gebrochen  ist,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß,  wenn  m  einen  ab- 
soluten Wert  von  der  Form  — ~ —  oder     ,    ,       hat,  die  neuen  Kurven  von  den 

Laméschen  nicht  verschieden  sind,  als  höchstens  durchVertauschungen  der  Richtungen 

auf  den  Achsen,  also  sind  uns  deren  Formen  schon  bekannt.    Es  bleibt  also  nur 

2h 
der  Fall  zu  untersuchen,   daß  der  absolute  Wert  von  m  die  Form  — — .— ■ -    hat. 

'  2/fc+l 

A)  Ist  m  positiv,  so  schneidet  die  Kurve  Oy  nicht,  trifft  aber  Ox  in  A  und  Ä  in 
welchen  Punkten  die  zugehörigen  Tangenten  parallel  zu  Oy  sind,  dann  fallen  aber 
die  Tangenten  mit  Oy  zusammen,  wenn  in  <C  1.  Im  ersten  Falle  ist  die  Kurve 
konkav  gegen  Ox,  im  zweiten  Falle  konvex,  und  A  und  A'  sind  Spitzen.  Im 
ersten  Falle  hat  die  Kurve  das  Aussehen  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  im  anderen 
stellt  sie  sich  als  die  Evolute   einer  solchen  Kurve   dar  (s.  Fig.  100,  Taf.  XII). 

B)  Ist  in  <  0,  so  fallen  alle  die  reellen  Punkte  der  Kurve  in  die  durch  die 
Geraden  x=  +  Z  begrenzten  Streifen  ;  die  Kurve  ist  symmetrisch  in  bezug  auf 
0,  welcher  Punkt  ein  Inflexionsknoten  ist;  die  Kurve  hat  eine  Form,  die  ähnlich 
der  Kohlenspitzkurve  (Taf.  VII,  Fig.  55)  ist. 


Fünftes  Kapitel:  Die  Laméschen  und  die  triangulär- symmetrischen  Kurven.    337 

Formen  ^ttt[ ,  —, ^—  und  —  2]c,1  annehmen.     Die  Formen   einer 

Laméschen  Knrve  von  einfach  gerader  Ordnnng  sind  demnach  die 
dnrch  Fig.  91,  92,  93,  94,  97  wiedergegebenen.  Ist  m  mehrfach,  gerade, 

-i-ir-r  2h  2h  -4-  1 

so  kann  es  nur  die  Werte      " ,      und  +  — -^—  haben;  folglich:    Eine 

Lamésche  Knrve  von  einer  mehrfach  geraden  Ordnung  kann  eine 
der  vier  Gestalten  wie  Fig.  91—94,  97,  98  darbieten. 

125.  Was  nun  die  durch  Gleichung  (1)  dargestellten  Kurven 
angeht,  so  hat  Lamé  a.  a.  0.  einen  bemerkenswerten  Satz  bewiesen, 
der  ferner  von  Magnus1)  dargetan  und  von  Gilbert2)  von  neuem 
aufgefunden  wurde.  Um  diesen  kennen  zu  lernen,  betrachten  wir  die 
oo1  Laméschen  Kurven,  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellt  werden: 

(fr+ß)"-1'  (2> 

und  wo  die  Größen  |,  r\  durch  die  Relation  verknüpft  sind: 

(DM!)-*;    (*) 

es  wird  behauptet,  daß  deren  Enveloppe  eine  Lamésche  Kurve 

von  der  Art  (1)  ist  mit  dem  Index  — r—.3)     In  der  Tat,  wenden 

wir  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplikatoren  an,  so  erkennt 
man,  daß  die  Gleichung  der  fraglichen  Enveloppe  durch  Elimination 
von  |,  7],  aus  Gleichung  (2)  vermittelst  folgender  Relationen  entsteht 

%n+p  =  aPxm,       r]m+P  =  i)Pym; 
sie  ist  daher 

mp  mp 

diese  Gleichung  beweist  durch  ihre  Form  den  ausgesprochenen  Satz.4) 

1)  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie 
(Berlin,  1833),  S.  586. 

2)  Sur  les  courbes  planes  et,  équations  trinomes  (Nouv.  Ann.  Mathém.  2e  Sér. 
IX,  1870). 

3)  Euzet    {Sur   les  courbes  planes  à  équations   trinómes  et  les  surfaces  à 

équations  tetranomes;  Nouv.  Ann.  Math.,  XIII,  1852)  hat  versucht  diesen  Satz  auf 

/ x\m     I v\n 
die  allgemeineren  Kurven  1  —  1    +  (4^)  =1  auszudehnen;  aber  sein  Resultat  ist 

unrichtig  wegen  eines  Rechnungsfehlers,  welcher  sich  im  Anfang  seiner  Arbeit 
befindet.    Denselben  Kurven  begegnete  später  Mc.  Laren,  der  sie  zweifache  Ovale 

xm  xn 
nannte  in  dem  Aufsatze  Equation  of  the  glisette  of  the  hvofold  oval 1 =1 

am  bn 
(Proc.  R.  Soc.  Edinburgh,  XIII,  1890). 

4)  Von  diesem  Satze  verdienen  einige  Spezialfälle  hervorgehoben  zu  werden: 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  22 
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Es   sei   bemerkt,   daß    der   Index   der   50   erhaltenen  Lames chen 
Kurven  eine  symmetrische  Funktion  der  Indizes  m,  p  ist. 


I.  Setzt  man  m  =  2,  _p  =  l,   ö  =  a,   so   erhält  man  als  Enveloppe  der  oo1 

(x\ 2      /v\ 2  4      4       2 

y  I   4"  (     )  i  für  welche  |  -)-  rj  =  a,  die  Kurve  #   -\-  y  =  a5    und    damit 

den  Satz:  Die  Enveloppe  aller  koaxialen  Ellipsen,  für  welche  die  Summe  der 
Achsen  konstant  ist,  ist  eine  reguläre  Astroide.    (S.  Nr.  106.) 

II.  Setzt  man  m  =  p  =  2,  so  erhält  man  als  Enveloppe  +  ( — )  +  (x)  ==  ■"■ 

und  damit  den  Satz:  Das  System  aller  koaxialen  Ellipsen,  deren  Halbachsen  die 
Koordinaten  eines  Pnnktes  einer  bestimmten  von  diesen  Ellipsen  sind,  hat  als 
Enveloppe  die  Seiten  des  Parallelogramms,  dessen  Ecken  die  Scheitel  jener  Ellipse 
sind.  (m.  s.  C.  Francois,  Sur  une  certame  transformation  et  son  inverse;  Mathésis, 
HI.  Sér.  IX,  1909). 

III.  Projiziert  man  einen  Punkt  (|,  rj)  der  durch  Gl.  (3)  dargestellten  Lamé- 
schen  Kurve  r  auf  die  Koordinatachsen  und  verbindet  die  erhaltenen  Punkte 
miteinander,  so  erhält  man  die  Kurve  Fx 

/x\Pi    ,    /y\Pi  p  1 

i    p 

Verfahrt  man  nun  mit  Tr  ebenso  wie  mit  T,  so  erhält  man  eine  dritte  Lamésche 
Kurve  r2  mit  den  Index 

ft  1  1 

A  ~  Jh  +  1  = 


So   fortfahrend   erhält   man    eine  unbegrenzte  Reihe  Laméscher  Kurven  rt,  ra , 

rs ,    deren   Indizes    ein   bestimmes  offenbares  Gesetz  befolgen,   und  man 

kann  fragen  in  welcher  Form   die  entsprechenden  Kurven  sich  darbieten.     Um 

dies  zu  entscheiden,  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden. 

2h  2h 

a)  p  >>  0.    Hat  hierbei  p  die  Form  — = — j— ,  so  folgt  offenbar  pt  = 

und  ähnlich  für  die  folgenden  Indizes  ps,  ps  .  .  .  .;  nun  zeigt  aber  der  Ausdruck 


p,  =  — ^ —  daß  p.  <  l,  und  deshalb  haben  alle  Knrven  der  Serie  von  r,  an  die 
Gestalt  der  Fig.  92.    Hat  aber  p  die  Form  — sr~>  so  w*r<*  P\  ^  o  (h  4-  k)  4- 1' 

wenn  aber  ^  =  —  ,  so  ist  pt  =  — - — J— — — -;   demnach  liegen   alle  Zahlen 

2  k  — j—  1  2  h  — |—  1 

JPn  jP2?  Ps  •  •  •  •  zwischen  0  und  1,  sind  jedoch  abwechselnd  von  der  Form  — — ■=■ — 

2h  -\-  1. 
und     T  T  .  folglich  haben  dann  die  Kurven  von  r.  an  abwechselnd  die  Gestalt 

2  ß  +  1       b  x 

der  Figuren  94  und  96. 

b)  j)  <  0.     Schreiben  wir  die  Beziehung  zwischen  px  und  J9  in  der  Form 

—  =  1-1 ,  so  sehen  wir,  daß  im  allgemeinen 1-  k  =  — ;    gehen    wir    also 

&  ,i>  Pu  P 

von  einem  gewissen  Werte  r  des  Index  aus,  so  werden  alle  Indizes  der  abge- 
leiteten Kurven  positiv  sein.  Verfahren  wir  nun  mit  pr  ebenso  wie  oben  mit  p,  so 
erkennen  wir,  daß  die  Kurven  rr,  rr+1  .  .  .  .  sich  entweder  alle  in  der  Form 
der  Fig.  92  darstellen,  oder  abwechselnd  in  den  Formen  der  Fig.  94  und  96.   Der 
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Ein  anderer  bemerkenswerter  Satz  bezieht  sich  auf  die  Krümmung 
der  Lameschen  Kurven.1)  Man  kann  ihn  in  folgender  Weise  erhalten: 
Aus  der  Gleichung  (1)  ergibt  sich 

-(r=(!r-l w 

oder  auch  ,  ,      ,  ,  ....    1 

~  \b)  'dx  ~  \y)        ' 
differenzieren  wir  diese  nach  sc,  so  folgt 

\b)     dx'~[~m        l)  \y)        \y        y*  dx)' 
welche  Gleichung  mit  (4)  multipliziert  ergibt 

^1  =  (m  -  1)  -L  cll  L  -  x  ^V  (b) 

dx2       ^  '  xy  dx  Y  dx)  •      \  J 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  daß  der  Krümmungsradius  Bm  der  Kurve  (1) 
im  Punkte  P(%,  y)  durch  folgende  Formel  gegeben  ist: 


dx 
ds 

ds 

X 

y 

Führt  man  noch  den  Bogen  s  als  unabhängige  Variabele  ein,  so  läßt 

sich  daraus  ableiten 

dx     dy      2) 
4  dx     dy 

(m  —  1)  Bm  y  ds     ds 

Betrachten  wir  nun  den  so  entstandenen  Ausdruck  für  (m  —  1)  Bm, 
so  sehen  wir,  daß  dieser  weder  von  a  und  6,  noch  auch  von  m  ab- 
hängt, sondern  nur  von  den  Koordinaten  x,  y  des  betrachteten  Punktes 
und  von  der  Richtung  der  Geraden,  die  daselbst  die  Kurve  berührt; 
mit  anderen  Worten  —  benutzen  wir  die  von  S.  Lie  eingeführte 
Nomenklatur3)  —  es  ist  (m  —  1)  Bm  eine  Funktion  nnr  von  dem  Linien- 

2  fi  -L  1 
erste  Fall  tritt  ein,  wenn  der  absolute  Wert  vonp  die  Form         ? —  hat,  der  andere, 

2  h         2h   I    1 
wenn  dieser  Wert  eine  der  Formen  — — ; — ,      ,    ,       hat. 

2Jfc  +  l'    2Ä  +  1 

1)  G.  Fouret,  Construction  du  rayon  de  courbure  de  certaines  classes  de 
courbes,  notamment  des  courbes  de  Lamé  et  des  paraboles  et  hyperboles  des  di- 
vers ordres  (C.  R.  CX,  1890);  R.  Godefroy,  Sur  les  rayons  de  courbure  de  cer- 
taines courbes  et  surfaces,  en  particulier  de  courbes  et  surfaces  de  Lamé  (Journ. 
Ec.  polyt.,  Heft  LXH,  1892). 

2)  Bezügl.  einer  anderen  Form,  die  man  diesem  Ausdrucke  geben  kann, 
s.  R.  Godefroy,  Thèorèmes  sur  les  rayons  de  courbure  d'une  classe  de  courbes 
géométriques  (Nouv.  Ann.  Math.  3e  Sér.  V,  1886). 

3)  Man  s.  z.  B.  Lie-Scheffers,  Geometrie  der  Berührungstransformationen  I. 
(Leipzig,  1896)  S.  11. 

22* 
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dement  der  Kurve,  die  ihren  Sitz  im  Punkte  P  hat.  Daraus  folgt, 
wenn  wir  eine  andere  Lamésche  Kurve  vom  Typus  (1)  betrachten 
z.  B.  folgende 

&)-'+ (£)-;-i, 

und  wir  nehmen  an,  daß  sie  die  vorige  im  Punkte  P  berühre,  daß 
der  Wert  der  Funktion  im'  —  1)  Rm>  derselbe  sein  wird,  wie  der  der 
Funktion  (m  —  1)  Rm.     Daraus  folgt 

(m  -  1)  Rm=  {m'  -  1)  Bn;     oder     ^:^  =  ^El^     •     (7) 

welche  Beziehung  folgender  Satz  ausdrückt:  Wenn  zwei  auf  dieselben 
Achsen  bezogene  Laméschen  Kurven  mit  den  Indizes  m  und  m'  sich 
in  einem  Punkte  berühren,  so  wird  das  Verhältnis  der  Krümmungen 

in  diesem  Punkte  durch      ~\  ausgedrückt.    Wenn  man  daher  den 

Krümmungsradius  in  einem  Punkte  für  eine  der  unendlich  vielen  sich 
daselbst  berührenden  Laméschen  Kurven  konstruieren  kann,  so  er- 
geben sich  daraus   die  Krümmungsradien  für  alle  anderen.     Nehmen 

wir  z.  B.  m  =  2,  so  erhält  man  Bm  = P9,    somit   ist    die   Be- 

Stimmung  von  Mm  zurückgeführt  auf  die  Konstruktion  des  Krümmungs- 
radius in  einem  Punkte  P  eines  Kegelschnittes,  der  unzweideutig  durch 
die  Lage  seiner  Achsen,  durch  den  Punkt  P  und  die  zugehörige 
Tangente  bestimmt   ist.     Ähnliche  Reduktionen   ergeben   sich,  wenn 

man  m'=  —  1  oder  m'  =  —  setzt. 

Mit  Benutzung  Eulerscher  Integrale  gelangt  man  zu  einer  ele- 
ganten Formel  für  die  Quadratur  der  Laméschen  Kurven.  Beachten 
wir  nämlich,  daß  die  Kurve  (1)  folgender  parametrischer  Darstellung 
fähig  ist 


x  =  a  cos rn  l,      y  =  b 

sin  "'A, 

so 

ist, 

wenn 

wir 

mit  A  die 

Gesamtfläche 

der  Kurve  bezeichnen 

u 

=  1 y-dx = 

x  =  o 

■  COS  m      K 

-äX\ 

nun  ist  im  allgemeinen  (vgl.  Nr.  169) 


/ 


sin^-U-sinv-1A-^A  = 
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und  daher 

,r(-)r(-  +  i) 

1     a ab      \m)      \m   '     / 

und  weil  gr{s)  =  T{z  +  1),  so  folgt  schließlich 


2ab 


r 


\mj 


t  6uu  xml  /0\ 

A-—— 7^> (8) 


r 


\m) 


und  dieses  ist  die  angedeutete  Formel.1) 

126.  Man  projiziere  eine  Lamésche  Kurve  derart,  daß  der  un- 
endlich fernen  Geraden  eine  solche  in  endlicher  Entfernung  entspricht; 
es  entsteht  dann  eine  neue,  trinomische  Kurve,  die  in  homogenen 
Koordinaten  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
werden  kann:  %         ,    v         ,    , 

£)"+©"+ ©-0 (9) 

Alle  Kurven,  die  einer  solchen  analytischen  Darstellung  fähig  sind, 
heißen  nach  J.  de  la  Gournerie  triangulär  symmetrische  Kur- 
ven2); m  ist  ihr  Exponent,  und  das  Dreieck,  worauf  sie  bezogen 
sind,  das  Fundamentaldreieck.  Im  speziellen:  wenn  m=l,  so 
hat  man  eine  Gerade;  wenn  m  =  —  1,  einen  dem  Fundamentaldreieck 

umbeschriebenen  Kegelschnitt;  wenn  m  =  ~,  einen  demselben  Dreiecke 

einbeschriebenen  Kegelschnitt;  wenn  m  =  2}  einen  Kegelschnitt,  in  Be- 
zug auf  den  dieses  Dreieck  ein  zu  sich  selbst  polares  (autopolares) 
ist;  usw.3) 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen:  Wenn  man  anf  eine  triangulär- 
symmetrische  Kurve  eine  beliebige  projektive  Transformation  an- 
wendet, so  erhält  man  eine  andere  triangulär- symmetrische  Kurve 


1)  Für  den  speziellen  Fall,  daß  m  eine  Paarzahl,  siehe  die  Abhandlung  von 
S.  Spitzer,   Bestimmung  der  Flächeninhalte  jener  Kurven,  die  durch  die  Glei- 

chung  I  — 1      +1^)     =  1>  und  des  Körperinhaltes  jener  Mächen,  die  durch  die 

(X\  2  m        I  y  »  2  m        l  %  \  2  m 
—  I     "f*(i")     4"  (~~)     =1  gegeben  sind,  worin  m  eine  ganze  Zahl 

bezeichnet  (Arch.  Math.  Phys.  LXI,  1877);  ferner,  für  den  Fall  a  =  b,  Cesàro- 
Kowalewsky,  Allg.  Analysis  und  Integralrechnung ,  S.  795. 

2)  J.  de  la   Gournerie,    Becher  ches   sur   les   surfaces   reglées   tetraédrales 
symétriques  (Paris,  1867)  S.  196  ff. 

3)  Im  Falle   daß  m  =  — ,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  wurden 

n 

die  in  Rede  stehenden  Kurven  von  L.  Brusotti  mit  den  Methoden  der  Invari- 
antentheorie gründlich  untersucht;  m.  s.  den  Aufsatz  Sulle  curve  piane  razionali 
dotate  di  tre  punti  d'iper osculazione  (Rend.  Ist.  Lomb.,  II.  Ser.,  XXXVII,  1904). 
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mit  demselben  Exponenten,  die  znm  Fundamentaldreieck  das  trans- 
formierte des  ursprünglichen  Fundamentaldreiecks  hat.  Etwas  ähn- 
liches ergibt  sich  bei  gewissen  reziproken  Transformationen,  mit  denen 
wir  uns  nun  beschäftigen  wollen. 

Betrachten  wir  den  Kegelschnitt 

\x^  +  k2x22  +  Jc3x32  =  0 , (10) 

und  beachten,  daß  die  Koordinaten  der  Tangente  im  Punkte  (xvx2,x3) 
an  die  Kurve  (9)  gegeben  werden  durch 

^^•••(^M'3): '    (11) 

ai 

wo  r  ein  Proportionalitätsfaktor  ist,  so  hat  der  Pol  dieser  Tangente 
in  bezug  auf  den  Kegelschnitt  (10)  die  Koordinaten  X1,X2,X3,  die 
durch  folgende  Gleichung  bestimmt  werden 

?Xf  =  f^.. -(^1,2,3),.      .....      (12) 

Kiai 

wo  q  wieder  ein  Proportionalitätsfaktor  ist.  Eliminieren  wir  die  x 
aus  (9)  und  (12),  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Polarreziproken 
der  triangulären  Kurve  (9)  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt  (10);  es 
ist  folgende 

o  m  m  m 

Qc1a1X1)^+Qc2a2X2f^+  (Tc3a3X3)^^ -  0 .    .     .     (13) 

Sie  stellt  eine  trianguläre  Kurve  mit  dem  Exponenten  yu  =  — — r  dar, 

welche  dasselbe  Fundamentaldreieck  wie  (9)  hat;  also:  Die  Polarreziproke 
einer  triangulär -symmetrischen  Kurve  mit  dem  Exponenten  m  in 
bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  für  welchen  das  Fundamentaldreieck 
autopolar  ist,  erweist  sich  als  eine  ebensolche  Kurve  mit  dem  Ex- 
ponenten fi  =  - — —rr'  Wir  bemerken  zweierlei:  Erstens,  daß  die 
Relation  zwischen  m  und  fi  in  folgender  symmetrischer  Form  ge- 
schrieben werden  kann  — ! —  =1.  Zweitens,  daß  iede  triangulär- 
symmetrische  Kurve  mit  dem  Exponenten  [i,  wie  z.  B.  folgende 

durch  Polarisierung  von  (9)  in  bezug  auf  einen  passend  gewählten 
Kegelschnitt  erhalten  werden  kann;  in  der  Tat  koinzidieren  die  Glei- 
chungen (13)  und  (14),  wenn  die  l\,k2,k3  folgender  Bedingung  genügen 

/l'I  tv-i  OC*    A/g  Cvg  CCa  : /l'o  Cvo  Wo    . 

Die  vorigen  Formeln  führen  noch  zu  weiteren  Folgerungen.  Wenn 
man  die  x  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (11)  eliminiert,  so  findet  man 
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m  m  m 

fat^+M^+MY^-o-,.    .    .    .    (15) 

dies  ist  die  Tangentialgleichung  der  Kurve  (9),  und  es  ist  bemerkens- 
wert, daß  sie  dieselbe  Gestalt  hat  wie  Gleichung  (9),  nur  der  Ex- 
ponent m  ist  zu  (i  geworden;  diese  Zahl  kann  daher  der  Tangential- 
Index  oder  -Exponent  der  betrachteten  Kurve  genannt  werden. 

Man  erkennt  alsbald,  daß  die  Polarkurve  jeder  Ordnung  r  eines 
beliebigen  Punktes  der  Ebene  in  bezug  auf  eine  trianguläre  Kurve 
mit  dem  Exponenten  m  eine  analoge  Kurve  mit  dem  Exponenten 
(m  —  r)  ist,  die  dasselbe  Fnndamentaldreieck  hat.  Betrachten  wir 
insbesondere  die  beiden  Kurven 

(t)p+  (th  (f  y-  °>  ©,+ &)*+ &  -  °->  ■  w 

die  letzte  Polare  eines  Punktes  der  ersteren  in  bezug  auf  die  zweite 
hat  zur  Gleichung 

_1 1    _J_    _? 2    _j_   _S S    =    Q  . 

m12  m2q  msq 

daher  sind  seine  Koordinaten  x1x2xB  gegeben  durch  die  Formeln 

^--t—... (,--1,8,8). 

nq 

eliminiert  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  x  aus  der  ersten 
Gleichung  (16),  so  findet  man 


j_\p  f        q   \p  f        q    \p 

7-1  \      JL-       (  m9-i\      JL.       !  m  5-1  \      _*_ 


Dies  beweist,  daß,  wenn  zwei  trianguläre  Kurven  mit  den  Exponenten 
p  und  q  gegeben  sind,  bezogen  auf  dasselbe  Dreieck,  so  ist  die 
Enveloppe  der  letzten  Polaren  der  Punkte  der  ersteren  in  bezug  auf 
die  zweite  eine  Kurve  derselben  Art  mit  dem  Tangentialexponenten 

— -—-.     Der  andere  Exponent  ist  somit     _  .    Es  möge  bemerkt 

werden,  daß  dieser  Satz  für  q  =  2  mit  dem  schon  früher  (S.  342)  auf- 
gestellten übereinstimmt;  ferner,  daß  die  Exponenten  der  resultierenden 
Kurven  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  Rollen  der  beiden  Kurven  (16) 
vertauscht,  falls  p  =  q  oder  p  -f-  q  =  1. 

Man  setze                      ,         m                     s  /1P,, 

QXi  =  xT,       (t=l,2,8); (17) 

dann  gelangt  man  zu  einer  Korrespondenz  zwischen  den  Punkten 
P(xvx2,xs)  einer  Ebene  77  und  den  Punkten  P'  (x'vx2,xB)  einer 
zweiten  Ebene  77'.     Nun  wird  infolge  von  (17)  die  Gleichung  (9)  zu 

/y»  /y»  yy> 

-_1   _L  _2    _i_  ±3     __    0 
„m     I      „rn  "T    „in  v } 

Uh  da  Ca 
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welche  eine  Gerade  darstellt.  Folglich:  Die  triangulär-symmetrischen 
Kurven  sind  solche  Kurven,  die  in  der  Ebene  JI  den  Geraden  der 
Ebene  n'  entsprechen  hei  einer  geometrischen  Transformation,  die 
durch  die  Gleichungen  (17)  bestimmt  ist.  Von  diesem  Gesichtspunkte 
aus  wurden  die  triangulär -symmetrischen  Kurven  neuerdings  von 
E.  Timerding  untersucht,  der,  weil  er  sie  für  neue  Kurven  hielt, 
sie  mit  dem  neuen  Namen  courbes-puissances  belegte.1) 

Die  Untersuchung  der  Krümmung  der  triangulär- symmetrischen 
Kurven  liefert  einen  wichtigen  neuen  Satz,  den  wir  aus  dem  in  Nr.  125 
bewiesenen  in  folgender  Weise  ableiten  können.  Wir  betrachten  zwei 
Lamésche  Kurven  JTm  und  Fn  in  einer  Ebene  n  mit  den  Indizes  m 
und  n,  die  sich  einander  im  Punkte  P  berühren.  Wir  projizieren 
sie  auf  eine  Ebene  x'f  die  nicht  zu  %  parallel  ist.  Dann  erhalten 
wir  zwei  trianguläre  Kurven  T'm  und  Y'n,  die  sich  einander  in  P',  der 
Projektion  von  P7  berühren.  Nennen  wir  nun  die  Krümmungsradien 
von  Tm  und  Tn  in  P  bzw.  Rm  und  JRn,  sowie  die  von  T'm  und  T'n  in 
P'  bzw.  Bm  und  Bn.     Zufolge   des  früher  angeführten  Satzes  haben 

wir  dann  —■  = -.     Nun  ist  bekannt,2)  daß,  wenn  zwei  Kurven 

Rn       m  —  1  '  J         ' 

sich  in  einem  Punkte  berühren,  sich  das  Verhältnis  ihrer  Krüm- 
mungen in  diesem  Punkte  durch  irgendwelche  projektive  Transformation 

7?'  7? 

nicht    ändert.     Demnach    ist   ~  =  -^ .      Diese   Beziehung   mit    der 

Bn  Bn 

vorigen  kombiniert  ergibt 

Bm   _    11  —  1 
Bn   ~  m  —  1  ' 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  von  Jamet  ausdrückt:  Wenn  zwei 
triangulär-symmetrische  Kurven  mit  den  Exponenten  m  und  n  das 
Fundamentaldreieck  gemeinsam  haben  und  sich  in  einem  Punkte  be- 
rühren, so  ist  das  Verhältnis  der  Krümmungen  in  diesem  Punkte 

ìli  mmmm  1 

— — y>  Setzen  wir  im  speziellen  n  =  —  1:  Der  Krümmungsradius 
einer  triangulär-symmetrischen  Kurve  mit  dem  Exponenten  m  steht 

2 

in   dem  Verhältnis  =-^ —  zum  Krümmungsradius  in  JP  desjenigen 

dem  Fundamental dreieck  umbeschri ebenen  Kegelschnittes,  der  die 
Kurve  in  JP  berührt3).    Demnach  ist  die  Konstruktion  des  Krümmungs- 


1)  S.  den  Aufsatz  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  algébriques  (Nouv. 
Ann.  Math.,  3e  Se'r.,  XVII,  1898). 

2)  R.  Mehmke,  Über  zwei  die  Krümmung  von  Kurven  und  das  Gaußsche 
Krümmungsmaß  von  Flächen  betreffende  Eigenschaften  der  linearen  Punkttrans- 
formationen (Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  1891);  E.  Wölffing,  Das  Verhältnis 
der  Krümmungsradien  im  Berührungspunkte  zweier  Kurven  (Das.  XXXVIII,  1893). 

3)  Jamet,  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  tetraédrales  symétriques  (Ann.  Ec. 
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radius  in  einem  beliebigen  Punkte  irgend  einer  triangulären  Kurve 
zurückgeführt  auf  die  Konstruktion  des  Krümmungskreises  in  P  des 
Kegelschnittes,  der  durch  die  vier  Punkte  P,A1,A2;Ä3  und  die  Tan- 
gente in  P  bestimmt  ist1). 

127.  Der  in  der  Gleichung  (9)  auftretende  Exponent  m  ist  der 
Annahme  gemäß  eine  rationale  positive  oder  negative  Zahl;  den  ab- 
soluten Wert    desselben,    soweit    als    möglich  abgekürzt,    wollen  wir 

mit  —  bezeichnen.  Dann  sehen  wir,  wenn  wir  die  Gleichung  (ir- 
rational machen,  daß,  wenn  m  =  —  ist,  die  entsprechende  Kurve  von 

der  Ordnung  pq  ist;   wenn   dagegen  w  =  —  — ,   so  ist  ihre  Ordnung 

2p  q.  Im  ersten  Falle  geht  die  Kurve  nicht  durch  die  Ecke  des 
Fundamentaldreiecks;  im  zweiten  Falle  dagegen  hat  sie  in  jeder  Ecke 
des  Fundamentaldreiecks  die  Vielfachheit  pq\  die  entsprechenden  Tan- 
genten reduzieren  sich  auf  nur  p  verschiedene  Geraden.  In  diesem 
Falle  schneidet  die  Kurve  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  nur  in 
den  Ecken.  Wenn  aber  m  positiv  ist,  so  bilden  die  p-q  Schnittpunkte 
mit  einer  beliebigen  Seite  des  Fundamentaldreiecks  p  Gruppen  von  je 
q  zusammenfallenden  Punkten. 

Da,  wie  wir  (Nr.  126)  gesehen  haben,  die  Tangentialgleichung 
einer  triangulären  Kurve  von  derselben  Form  wie  die  Punktgleichung 
ist,  so  entsprechen  jenen  Eigenschaften,  zu  denen  uns  obige  Diskussion 
der  Gleichung  (9)  führte,  ebenso  viele  andere  infolge  der  Dualität: 
verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  der  Besprechung  derjenigen^ 
welche  sich  auf  die  Klasse  der  untersuchten  Kurve  beziehen.  Im  all- 
gemeinen wird  der  Tangentialexponent  der  Kurve  (9)  durch  ^  =  —^77 
gegeben.  Wenn  nun  m  =  — ,  so  ist  ^  =  _  ;  daher,  wenn  p  >  q, 
so  ist  die  Klasse  p(p  —  g);  wenn  aber  p  <  g,  ist  die  Klasse  2(q  —  p); 
ist  hingegen  m  =  —  — ,  so   ist  tir  =  ~ — ,  und  die  Klasse  der  Kurve 

ist  immer  =  p(p  +  q).  Dieses  verschiedene  Verhalten  hat  La  Gour- 
nerie  veranlaßt,  die  triangulären  Kurven  in  drei  Arten  einzuteilen: 
in  die  erste  rechnete  er  diejenigen,  bei  denen  der  Exponent  m  größer 
als  1,  in  die  zweite,  bei  denen  er  zwischen  0  und  1  liegt  und  in  die 
dritte  die  mit  negativen  Exponenten.     Jede  Spezies  wird,  ebenso  wie 


norm.  sup.  3e  Sér.  IV,  1887,  Supplement).  Vgl.  auch  F.  Machovec,  Über  die 
Krümmungsmittelpunkte  der  Dreieckskurven  (courbes  triangulaires)  (Prager  Ber. 
1891);  Cesàro-Kowalewsky,  Natürliche  Geometrie  S.  129. 

1)  Diese  Aufgabe,  gelöst  von  Chasles  und  dann  von  Mannheim,  wurde 
neuerdings  von  G.  Fouret  untersucht  in  dem  Aufsatze  Construction  du  rayon  de 
courbure  des  courbes  triangulaires  symétriques,  de  courbes  planes  anharmoniques  et 
des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de  Steiner  (Comptes  Rend.  CX,  1890). 
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die  Laméschen  Kurven,  eingeteilt  in  drei  Arten,  jenachdem  von  den 
Zahlen  p  und  q  nur  die  eine  oder  beide  Zahlen  ungerade  sind;  die 
speziellen  Eigenschaften  jeder  der  neun  resultierenden  Arten  sind  von 
dem  oben  erwähnten  französischen  Geometer  ausführlich  untersucht 
worden,  und  wir  verweisen  den  Leser,  der  weitere  Auskunft  wünscht, 
auf  dessen  Arbeit.  Hier  sollen  uns  jedoch  noch  einige  Betrachtungen 
über  das  Geschlecht  jener  Kurven  beschäftigen1).  Wir  nehmen  zu 
dem  Zwecke  die  Gleichung  (9)  und  unterwerfen  sie  einer  projektiven 
Transformation  die  durch  die  Formeln 

s  =  —  —  ,     y  =  —  — 

1       S  9       s 

definiert  ist.     Dann  bekommen  wir  die  Kurve 

x    q  +  y   q  +  1  =  0 (T) 

wobei  +  —  =  m  und  p  und  q  positive  ganze  relativprime  Zahlen  sind. 

Sie  ist  von  demselben  Geschlechte  wie  (9).  Wendet  man  auf  sie 
die  Transformation  an 

x=X±q,     y=Y±p (T) 

so  bekommt  man  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

X"  +  Yq  +  1  =  0 {J) 

die  von  der  Ordnung  p  ist  und  keinen  Doppelpunkt  hat.  Nun  zeigen 
uns  die  Formeln  (T)  sogleich,  daß  jedem  Punkte  der  Kurve  A 
ein  bestimmter  und  einziger  von  Y  entspricht.  Aber  es  läßt  sich 
auch  umgekehrt  zeigen,  daß  jedem  Punkte  von  Y  im  allgemeinen 
ein  einziger  von  A  entspricht;  folglich  haben  beide  Kurven  dasselbe 
Geschlecht.    Nun  ist  aber  /i  infolge  der  obigen  Bemerkung  vom  Ge- 

schlechte  — -— >  daher  haben  wir  den  Satz:  Eine  triangulär- 
symmetrische  Kurve  mit  dem  Index  m  =  +  —  ist  vom  Geschlechte 

(p-i)(i>-2) 
2 

Wir    beschließen    dieses    Kapitel    mit    dem   Hinweise    auf   einen 

bemerkenswerten  Grenzfall  der  triangulären  Kurven2).    Schreiben  wir 

Gleichung  (9)  in  folgender  Weise 

cxx™  +  c24"  +  csx$  =  0 (18) 

und  nehmen  an,  daß 

Cl  +  c2  +  c3  =  0 (19) 

1)  V.  Jamet,  Sur  le  genre  des  courbes  planes  triangulaires.  (Bull.  Soc.  math. 
France  XVI,  1887/88). 

2)  Cesàro-Kowalewsky,  Natürliche  Geometrie,  S.  130. 
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Nun  suchen  wir  den  Grenzwert,  den  Gleichung  (18)  erreicht,  wenn 
m  sich  dem  Werte  0  nähert.  Beachten  wir  nun,  daß,  wenn  c  eine 
endliche  Konstante  bedeutet 

lim(m-c)  =  0, 

m=0 

so  ist  der  gesuchte  Grenzwert 

lim  (ct  x™  +  c2  xf  +  c3  xf)  =  lim  (m  c) 


oder  auch 


m  =  0 

,.    xT  —  i 

c. 


S,  c,.  lim— = 


xf  —  1 
Es  ist  aber  lim  — =  log  xk 


TO  =  0 


fc  =  ; 


und  daher  ^  ck  log  xk 

k  =  i 

oder,  wenn  wir    ec  =  C    setzen, 


a%  •  x^  -  xg  =  C. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung;  infolge  von  (19)  kann  sie  geschrieben 
werden  ,    x  , 

ce  OC 

oder,  wenn  wir  —  =  x.  —  =  y  setzen 

xCl-y^=a (20) 

Wenn  die  Seite  x3  =  0  ins  Unendliche  verlegt  wird,  so  stellt  diese 
Gleichung,  wenn  ct  und  c2  rationale  Zahlen  sind,  eine  Parabel  oder 
Hyperbel  höherer  Ordnung  dar.  Wenn  aber  cx  und  c2  irrational  sind, 
so  erhält  man  Kurven,  die  nicht  mehr  algebraisch  sind,  und  die  man 
interszendente  binomische  Parabeln  nennen  kann.  Wir  werden 
ihnen  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  im  folgenden  Abschnitte 
{Kap.  19)  wieder  begegnen,  wollen  jedoch  hier  bemerken,  daß  der  Satz 
von  Jamet  (S.  344)  auf  die  hier  betrachteten  Kurven  angewendet  zu 
folgendem  Schlüsse  führt:  Der  Krümmungsradius  iu  einem  Punkte  _P 
einer  binomischen,  algebraischen  oder  interszendenten  Parabel  ist 
doppelt  so  groß,  als  der  Radius  desjenigen  Kreises,  der  den  dem 
Fundamental dreieck  umbeschriebenen  und  jene  Kurve  in  JP  berüh- 
renden Kegelschnitt  in  P  oskuliert.  Diesen  Satz  teilte  Jamet  schon 
im  Jahre  1875  der  Société  mathématique  de  France  mit. 
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Sechstes  Kapitel. 

Die  Polyzomalkurven. 

128.  Den  Namen  „polyzomal  curves"  (abgeleitet  von  to  £<ä^a, 
der  Gürtel)  hat  A.  Cayley1)  allen  denjenigen  Kurven  gegeben,  die  durch 
eine  Gleichung  von  folgender  Form  dargestellt  werden 

Ì  =  V 

2^-0, a) 

i  =  l 

"wo  die  Wurzeln  beliebiges  Vorzeichen  haben  und  die  U  ternäre  Formen 
rt6n  Grades  in  projektiven  Koordinaten  eines  Punktes  sind2).  Man 
setzt  immer  voraus,  daß  v  >  2,  da  in  den  Fällen  v  =  1  und  v  =  2 
die  Gleichung  (1)  zu  TJ1  =  0  und  U±  —  U2  =  0  wird,  deren  Unter- 
suchung keine  Verschiedenheit  bietet  von  der  einer  allgemeinen  Kurve 
rien  Qra(jes.  man  setzt  ferner  voraus,  daß  zwei  beliebige  der  U  keinen 
quadratischen  Quotienten  haben.  Unter  den  somit  allgemein  betrach- 
teten Typus  fallen  eine  große  Zahl  schon  bekannter  Kurven;  vor  allen 
die  zentrischen  Kegelschnitte,  wenn  man  sie  z.  B.  betrachtet  als  Orter 
der  Punkte,  für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  konstant  ist;  ferner  die  Cartesischen  Ovale 
(Abschn.  III,  Kap.  9)  als  Orter  der  Punkte,  für  welche  die  Summe  der 
Abstände  von  zwei  festen  Punkten,  mit  gegebenen  Zahlen  multipliziert, 
konstant  ist  (Nr.  77),  und  endlich  alle  im  Kap.  10  des  III.  Abschn. 
untersuchten  Kurven.  Wir  können  noch  hinzufügen  die  von  Descartes 
in  dem  Briefe  an  P.  Mersenne  vom  23.  Aug.  1638  betrachtete  Kurve, 
in  welchem  er  Fermat  auffordert,  die  von  ihm  erfundenen  Methoden 
anzuwenden  „à  trouver  la  tangente  d'une  ligne  courbe  qui  a  cete  pro- 
prieté,  que  l'aggregat  des  4  lignes  tirées  de  chascun  de  ses  poins  vers 
4  autres  poins  donnez,  cornine  vers  A,  B,  C,  D,  est  touiours  esgale  à 
une  ligne  donnée"3).  Endlich  ist  eine  solche  Kurve  ein  Spezialfall 
der  Tschirnhausenschen  Kurve  mit  n  Brennpunkten;  jede  der- 
selben ist  der  Ort  eines  Punktes  M,  der  einer  Beziehung  von  folgendem 

Typus  genügt  ^-^      

JZ^-MF^const, (2) 

i 

wo  F.  feste  Punkte  und  die  [i{  gegebene  Konstanten  sind4). 

1)  S.  die  Abh.    On  polyzomal  curves,  otherivise  the  curves  "|/T/r-J-  ~\/V-\ =  0 

(Trans.  B.  Soc.  Edinburgh,  XXV,  1868;  The  collected  Papers,  VI).  —  Der  besondere 
Fall  2y  =  y&x  —  x2-\-  }/6x  +  x2  -f  j/36  —  x-  wurde  von  E.  Beutel  untersucht: 
m.  s.  Algebraische  Kurven  (Leipzig,  1909)  S.  123  und  Fig.  52. 

2)  Die  Franzosen  haben  für  die  Kurven  £/j  =  0  den  Namen  ceintures 
adopiert. 

3)  GEuvres  de  Descartes  (ed.  Adam  et  Tannery)  II  (Paris,  1898)  S.  324. 

4)  Medicina  mentis  (Amsterdam,  1686)  S.  91. 
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Die   Gleichung  (1)   enthält  v-  —  1   wesentliche  Kon- 

stanten; wenn  man  sie  rational  macht,  so  wird  sie  zu 

i  =  V 

172^=°  .......  (io 

i= i 
wo  das  Symbol  TT  bedeuten  soll,  daß  man  alle  die  2"  ~ 1  Polynome  be- 
trachten soll,  die  man  aus  dem  Polynom  ]/  Z7t  +  ]/C^  -f  ]/  ?73  H ]/  C^, 

erhält,  wenn  man  das  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  festhält  und 
die  Vorzeichen  der  folgenden  auf  alle  möglichen  Weisen  variiert.  Das 
erste  Glied  von  (1')  ist  somit  im  allgemeinen  eine  rationale  Funktion 

vom  Grade  2v~1-~r,  zeigt  also,  daß  die  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Kurve  von  der  Ordnung  n  =  2v~2-r  ist.  Gibt  man  den 
in  Gleichung  (1)  auftretenden  Wurzeln  alle  die  verschiedenen  möglichen 
Vorzeichen,  so  erhält  man  im  allgemeinen  2r~1  Zweige  der  Kurve,  die 
zu  je  zwei  und  zwei  gemeinsame  Punkte  haben.  Man  erhält  diese  Punkte, 
wenn  man  die  Schnitte  der  Kurven  von  folgendem  Typus  betrachtet: 


wo  \  h2  h3  •  ■  •  hv  eine  Permutation  der  Zahlengruppe  1,  2,  3  •  •  •  v  ist. 
Wenn  cc  =  1  oder  =  v  —  1,  so  heißen  diese  Kurven  Zoma  und  Anti- 
zoma,  während  sie  im  allgemeinen  Falle  parazomale  komple- 
mentäre Kurven  heißen.  Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen, 
daß  jeder  Schnittpunkt  einer  Zoina  mit  der  entsprechenden  Antizoma 
ein  Berührungspunkt  jener  mit  der  gegebenen  Polyzomalkurve  ist. 
Diese  Schnitte  sind  für  jede  Zoma  an  Zahl  r-2v~2r,  daher  im  ganzen 
2r-3-vr2;  da  jeder  ein  Berührungspunkt  der  Polyzomalkurve  mit 
ihrer  Zoma  ist,  so  wird  diese  äquivalent  mit  2v~2vr2  Schnitten  der 
Kurve  (1)  mit  den  eigenen  Zomen;  somit  erschöpfen  sie  alle  Schnitte 
jener  (die  von  der  Ordnung  2v~2r  ist)  mit  ihren  v  Zomen  (die  von 
der  Ordnung  r  sind). 

Umgekehrt  die  2<x~2r-2ß~2r  =  2v~ir2  Schnitte  der  beiden  kom- 
plementären parazomalen,  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellten  Kurven 
sind  Doppelpunkte  der  gegebenen  Kurve.  Sie  sind  auch  die  einzigen 
vielfachen  Punkte,  die  die  Kurve  im  allgemeinen  besitzt.  Welches  ist 
ihre  Anzahl?  Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  beachten  wir,  daß, 

wenn  man  für  cc   einen  der  Werte  2,  3,  4,  •  ■  -,  v  —  2   wählt,  man  (    ) 

Systeme  vom  Typus  (2)  erhält;  jedes  derselben  entsteht  ebenso  aus 
dem  Werte  a  als  aus  dem  Werte  v  —  a;  daher  ist  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Systeme  vom  Typus  (2) 
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Daraus  ergibt  sich,  daß  die  Gesamtzahl  der  Doppelpunkte  der  Kurve 
ausgedrückt  wird  durch 

d  =  2v-±r2(2v-1-v-l). 
Da  die  Kurve  im  allgemeinen  keine  Spitzen  besitzt,  so  ist  ihre 

Klasse         =  2"~3r  [r  (v  +  1)  -  2] , 

während  ihr  _,      , ,    ,  ,       n     *    r   ,      ,    -,  s       n-i   .   -. 

Geschlecht  =  2"~4r  [r  (v  -f  1)  -  6]  +  1 

ist. 

129.  Diese  Zahlen  erfahren  Veränderungen,  wenn  die  v  Kurven 
J]i  =  0  eine  gewisse  Zahl  Je  von  Punkten  gemeinsam  habeD  ;  es  zeigt 
sich  im  besonderen,  daß  die  Zahl  der  Doppelpunkte  infolgedessen 
um  2v~à(v—l)Jc  wächst,  und  daß  daher  das  Geschlecht  sich  um 
ebenso  viel  und  die  Klasse  der  Kurve  sich  um  das  Doppelte  ver- 
mindert.    Im  Speziellen,  wenn  die   U  folgende  Gestalt  haben 

ü't-W  +  Lt*^ 

wo  die  li  Konstanten  sind  und  die  Größen  ®,  Lif  <^  ternäre  Formen 
vom  Grade  bezw.  r,  s,  r  —  s  sind,  so  wird  die  Zahl  der  Doppelpunkte 
ausgedrückt  durch 

2*-V[(2*-1  -  2)r  -(v—  l)s]  ; 

der  vorliegenden  Annahme  kann  man  aber  noch  die  hinzufügen,  daß 
die  linke  Seite  von  (1')  den  Faktor  #w  habe,  wo  o  eine  positive  ganze 
Zahl  ist;  alsdann  erfährt  die  Ordnung  der  Kurve  eine  Verminderung 
um  co  (r  —  s)  Einheiten. 

In  besonderen  Fällen  kann  es  überdies  eintreten,  daß  die  Poly- 
zomalkurve  in  andere  von  niederer  Ordnung  zerfällt.  Als  Beweis  möge 
folgendes  von  Cayley  angeführte  Beispiel  dienen: 

Man  betrachte  die  Tetrazomale,  die  folgende  Gleichung  hat: 


y^  +  ya2tf2  +  Va3^3  +  y^  =  0-     ....     (3) 
und  nehme  an,  daß  die  Funktionen  Z7f  durch  die  Identität  verknüpft 

\U^\U,  +  JhU3  +  JeJJ,  =  0 (4) 

wo  die  Je  gegebene  Konstanten  sind.  Wenn  man  aus  den  Gl.  (3),  (4) 
J74  eliminiert,  so  findet  man: 

h(VäJ?i  +  y^4  +  VWÙ2  +  a*&ffi  +  \u%  +  h3u3)  =  o, 

oder     0  =  (kt  ax  +  \  a4)  TJX  +  (&4  a2  +  Je$  a4)  U2  +  (7%  a3  +  Jc3  a3)  ü3 

+  2Jc4Yä^äiyüriYWi  +  2\y~a3äxyij'3YV1  -f  2kiY~ä^Yü1Yü2 . 

Die  rechte  Seite  kann  als  eine  homogene  quadratische  Funktion  von 
yUv]/U2,yU3  angesehen  werden,  sie  zerfällt  als  Produkt  in  zwei  lineare 
Faktoren,  wenn  die  Determinante  (Diskriminante) 
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"2  ^3 


=  0 


ist,  das  will  sagen,  wenn 

K-t  'Ca  fCo  iCa 

Es  gelit  hieraus  hervor,  wenn  die  Beziehungen  (4)  und  (5)  bestehen, 
so  zerfällt  die  Tetrazoinale  (3)  in  zwei  Trizomale. 

Die  Darlegungen  dieses  Kapitels  scheinen  uns  hinreichend  zur 
Charakterisierung  der  bis  jetzt  angestellten  Untersuchungen  über  eine 
Klasse  von  Kurven,  mit  denen  sich  nach  Cayley  noch  keiner  be- 
schäftigt hat.  Dennoch  sind  die  Fragen  über  die  Polyzomalkurven, 
die  noch  zu  behandeln  wären,  sehr  zahlreich.  Analytisch  haben  sie 
zwar  eine  einfache  und  klare  Definition,  aber  unbekannt  ist,  welches 
ihre  charakteristischen  geometrischen  Eigenschaften  sind,  mit  anderen 
Worten,  welches  ist  die  geometrische  Definition  der  Polyzomal- 
kurven? Außerdem,  mit  Bezug  darauf,  daß  es  Kurven  gibt,  die  in  mehr- 
facher Weise  polyzomal  sind1),  welches  sind  die  Kurven,  die  mehrerer 
analytischer  Darstellungen  vom  Typus  (1)  fähig  sind?  Anderseits,  mit 
Rücksicht  darauf,  daß  es  zerfallende  Polyzomalkurven  gibt,  welche 
Relationen  müssen  zwischen  den  U  statthaben,  damit  die  Kurve  (1) 
in  Polyzomalkurven  niederer  Ordnung  zerfalle?  Diese  Probleme  sind 
schwierig  und  genügend  interessant,  um  die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  auf  sich  zu  ziehen.  Erst  wenn  diese  gelöst  sind,  dürfte 
es  an  der  Zeit  sein,  zur  Untersuchung  der  Kurven 


2W, 


0 

i  =  l 

überzugehen,    die    eine   natürliche  Erweiterung  der  Polyzomalkurven 
sind.2). 


1)  Jeder  Kegelschnitt  ist  es  in  oo3  Weisen,  entsprechend  den  oo3  ihm  um- 
beschriebenen  Dreiecken,  und  jede  Kurve  vierter  Ordnung  in  einer  begrenzten 
Zahl  von  Weisen  (vgl.  Nr.  81  und  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  der  höheren 
ebenen  Kurven,  2.  Aufl.  Leipzig,  1873,  S.  295)  als  Polyzomalkurve  darstellbar. 

2)  Zu  diesem  Typus  gehören  die  Kurven  konstanten  Potentials,  deren 
kartesische  Gleichung 

> —  * =  const. 

^  y<* -«.)*+ (2/- &.)* 

ist;  man  findet  sie  behandelt  in  der  Abhandlung  von  G.  S  chef  fers,  Funktionen 
der  Abstände  von  festen  Punkten  (Würtemberger  Mitth.,  2t0  Reihe,  II,  1900). 
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Siebentes  Kapitel. 
Die  Kurven  von  Darl>oux  und  die  Equilateren  von  P.  Serret. 

130.  Zu  den  in  den  fünf  vorhergehenden  Kapiteln  untersuchten 
Kurven  führte  uns  ein  einziger,  jedoch  in  verschiedener  Weise  gehand- 
habter Begriff,  nämlich  die  Verallgemeinerung  der  Kegelschnitte,  indem 
man  eine  ihrer  kanonischen  Gleichungen  verallgemeinerte.  Die  Er- 
weiterungen, mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen,  verfolgen 
einen  ähnlichen  Zweck,  stützen  sich  jedoch  auf  besondere  geo- 
metrische Eigenschaften,  deren  sich  die  Kurven  zweiter  Ordnung 
erfreuen. 

Wir  betrachten  eine  Parabel  und  zwei  feste  Tangenten  derselben, 
m  und  n\  M  und  JV  seien  ihre  Berührungspunkte,  M^  und  N^  ihre 
unendlich  fernen  Punkte  und  0  ihr  Schnittpunkt.  Wir  bezeichnen 
nun  mit  T" T'  die  Punkte,  in  denen  eine  beliebige  dritte  Tangente 
der  Kurve  die  Geraden  m  und  n  schneidet.  Da  dann  die  Doppel- 
verhältnisse (ONT'Na)  und  {MOT" M^)  einander  gleich  sind,  so 
hat  man  ^        MQ 

OT'        MT"' 

weil  aber  MT" =  OT"  —  OM,  so  kann  man  schreiben 

OT       OT"  _  1 
ON  +   OM  ~ 

Demnach  begrenzt  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel  auf 
zwei  festen  Tangenten  zwei  variable,  von  dem  gemein- 
samen Schnittpunkt  an  zu  rechnende  Strecken',  die  durch 
eine  lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  mit- 
einander verknüpft  sind.  Dieser  Satz  führte  G.  Darboux1)  zur 
Betrachtung  der  Enveloppe  z/  der  Geraden,  die  n  gegebene  Gerade 
rk  (k  =  l,  2,  3  . . .  n)  in  ebensovielen  Punkten  Ak  schneiden  und  deren 
Abstände  von  einer  gleichen  Zahl  Punkten  0k,  die  auf  diesen  Geraden 
liegen,  der  Gleichung  genügen 

2V3S-* (i) 

k 
wo  die  X  gegebene  Zahlenkoeffizienten  sind  und  c  eine  gegebene  Länge 
bedeutet.     Um   eine   derartige  Enveloppe  zu  charakterisieren,   wollen 

wir  annehmen,  daß 

7  x  —  x,        y  —  y. 

cos  cck         sinaÄ  v    ' 

die  Gleichung  der  Geraden  rk  sei,  während  xk,  yk  die  Koordinaten  des 

1)  Sur  une  classe  de  courbes  unicursales  (C.  R.,  XCIV,  1882;  Ann  École  norm, 
eup.,  3te  Serie,  VII,  1890). 
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Punktes  Ok  seien.  Es  folgt  daraus,  wenn  lk  der  Abstand  eines  be- 
liebigen Punktes  (x,  y)  der  Geraden  rk  vom  Punkte  Ok  ist,  daß 

x  =*  xk  +  lk  cos  ak,         y  =  yk  +  lk  sin  ak  .     .     .     .  .  (3) 

sein  wird.  Wir  nehmen  nun  einen  beliebigen  Punkt  P  {x0,  y0)  und 
untersuchen,  wie  viele  Geraden  der  Enveloppe  A  durch  ihn  hindurch- 
gehen.   Es  sei  , ,  v  ... 

x-x0=X(y-y0) (4) 

eine  derselben;  sie  schneidet  rk  in  einem  Punkte  Ak,  dessen  Abstand 
von  Ok  nichts  anderes  ist  als  der  Wert  von  lk,  den  man  erhält,  wenn 
man  die  Gleichung  auflöst,  die  aus  der  Elimination  von  x,  y  aus  den 
Gleichungen  (3)  (4)  resultiert.     Dieser  ist  also 

q-j  _  (**  —  *<>)  — *(&  —  ?«) 

k     k  1  sin  <xk  —  cos  ak 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (1)  ein,  so  erhalten  wir 

7,  Xk — T-. =  c (5) 

j£ml    *        l  sm  cck  —  cos  cck  v  J 

Da  diese  Gleichung  vom  Grade  n  in  l  ist,  und  jeder  ihrer  Wurzeln 
eine  Gerade  der  Enveloppe  z/  entspricht,  die  durch  den  beliebigen 
Punkt  P  geht,  so  schließen  wir:  Die  Enveloppe  A  ist  von  der 
nten  Klasse.  Falls  die  Gleichung  (4)  zwei  einander  gleiche  Wurzeln  A 
enthält,  so  gehört  auch  der  Punkt  P  der  Enveloppe  A  an,  man  er- 
hält daher  die  Punktgleichung  von  A ' ,  wenn  man  die  Diskriminante 
der  linken  Seite  von  (5)  als  Funktion  von  X  aufgefaßt  gleich  0  setzt; 
diese  Diskriminante  ist  nun  vom  Grade  2(n  —  1)  in  den  Koeffizienten, 
und  diese  sind  linear  in  den  Koordinaten  x0,  y0  des  Punktes  P;  dem- 
nach ist  die  Knrve  A  im  allgemeinen  von  der  Ordnung  2{n  —  1).  — 
Wir  wollen  auch  die  Tangenten  aufsuchen,  die  einer  gegebenen  Rich- 
tung parallel  sind;  wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  die  Gleichung 

x  cos  a  4-  y  sin  a  —  p  =  0 (6) 

nehmen  an,   daß   in   dieser  der  Winkel  a  gegeben  sei,  und  suchen  p 
in  der  Art  zu  bestimmen,   daß   die   durch   sie  dargestellte  Gleichung 
die  Kurve  A  berührt.     Wir  eliminieren  daher  aus  Gleichung  (6)  die 
x,  y  vermittelst  (3)  und  erhalten  folgenden  Wert  für  lk=  OkAk 
— —  _         sckcos  cc-\-yk  sin  cc—p  ^ 
*     *  cos  (cc  —  ak)  ' 

setzen  wir  dies  in  (1)  ein,  so  wird  jene  zu 

y,      +„.  +  »*.-,  

^~i     *  cos  (a  —  cck)  K  J 

Da  dies  eine  lineare  Gleichung  in  X  ist,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve  A 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  23 


354        V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

nur  eine  einzige  Tangente  parallel  zn  einer  gegebenen  Richtung  hat; 
dies  bedeutet  dann,  daß  die  unendlich  ferne  Gerade  (n  —  l)- fache 
Tangente  der  Enveloppe  zi  ist1).  Die  Kurve  z/  ist  infolgedessen  rational 
und  hat  keine  anderen  vielfachen  oder  Infi  exions-Tangenten  ;  sie  ist  aber 
mit  2  (w  —  2)  (n  —  3)  Doppelpunkten  und  3  (n  —  2)  Spitzen  versehen. 
Eliminieren  wir  p  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7),  so  erhalten  wir 

■^n      (x  —  Xj)  cos  cc  4-(y  —  «,)  sin  a 

5V 1  / =  °5      •      •      •      •      (8) 

^*J     k  cos  (a  —  ak)  '  v   J 

Lassen  wir  in  dieser  Gleichung  a  variieren,  so  stellt  sie  alle  Geraden 
der  fraglichen  Enveloppe  dar.     Setzen  wir  im  Speziellen  et  =  —  -\-  ctk 

ein,  so  fällt  a  fort,  folglich  berührt  die  Enveloppe  A  die  n  Geraden  rv 

Setzen  wir  n  =  2,  so  erhält  man  eine  Kurve  zweiter  Ordnung, 
die  die  beiden  Geraden  und  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt:  sie 
ist  also  die  Parabel,  von  der  wir  ausgegangen  sind.  Nehmen  wir 
n  =  3,  so  erhält  man  eine  Kurve  3ter  Klasse  und  4ter  Ordnung,  ohne 
Doppelpunkte,  aber  mit  3  Spitzen,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  den  Kreispunkten  berührt:  sie  ist  demnach  eine  dreispitzige 
Hypozykloide  (vgl.  Nr.  73).  Setzen  wir  schließlich  n  =  4,  so  er- 
hält man  eine  Kurve  4ter  Klasse  und  6ter  Ordnung,  die  mit  4  Doppel- 
punkten und  6  Spitzen  versehen  ist  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
dreifach  berührt;  auf  diese  Kurve  stieß  Laguerre  im  Verlaufe 
seiner  Untersuchungen  über  Transformationen  durch  reziproke  Halb- 
strahlen; nach   seinem   Vorschlage  wird  sie  Hyperzykel  genannt2). 

131.  Wir  nehmen  wieder  die  Betrachtung  einer  Parabel  auf; 
a,  ì),  c,  d  seien  vier  feste  Tangenten  derselben  und  t  eine  bewegliche 
Tangente.  Es  seien  A,  B,  C  die  Spurpunkte  von  a,  b,  c  auf  <Z;  L,  M,  N 
die  analogen  Schnitte  auf  t.  Die  unendlich  ferne  Gerade  und  die 
Geraden  a,  b,  c  bestimmen  auf  den  Tangenten  d  und  t  projektive  Punkt- 
reihen, daher  ist 

(ABCB„)  =  (LMNT„),      oder    ^  =  ~ 
oder,  wenn  man  will, 

MNA~C-LN-BC=0; 
daher   besteht   bei   einer  Parabel   eine  homogene  Beziehung 


1)  Umgekehrt:  eine  beliebige  Kurve  von  der  Klasse  n,  welche  die  unend- 
lich ferne  Gerade  als  (n —  l)facbe  Tangente  hat,  kann  in  der  oben  angegebenen 
Weise  definiert  werden,  ebenso  aber  auch  in  derjenigen,  die  in  der  nachfolgenden 
Nummer  auseinander  gesetzt  werden  wird. 

2)  E. Laguerre,  Sur  les  hypereycles  (C.  R.,  XCIV,  1882),  Sur  les  anticaustiques 
par  reflexion  de  la  parabole  les  rayons  ineidents  étant  paralleles  (Nouv.  Ann.  Math., 
3e  Sér. ,  II,  1883)  und  Sur  les  anticaustiques  par  réfraction  de  la  parabole,  Ics 
rayons  ineidents  étant  perpendiculaires  à  Vaxe  (Id.,  V,  1885).  Vgl.  (Euvres  de 
Laguerre  II  (Paris,  1905)  S.  620,  637  und  675. 
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mit  konstanten  Koeffizienten  zwischen  den  Strecken,  die 
drei  feste  Tangenten  auf  einer  beweglichen  abschneiden.  Um 
zu  zeigen,  daß  die  Enveloppen  A  sich  einer  ähnlichen  Eigenschaft  er- 
freuen, betrachten  wir  n  -\-  1  beliebige  Geraden  rk  (jfc  =  0,1,2  ...n) 
und  suchen  die  Enveloppe  der  Geraden  r,  die  sie  in  (n  +  1) 
Punkten  schneiden  derart,  daß 

k  =  n—  1 

^VÄÄ^  =  0, (9) 

k  =  0 

wo  die  X  wiederum  gegebene  Zahlenkoeffizienten  sind.    Es  seien  nun 
ìkx  +  ViV  +  1  ="  0  •  •  •  <*  =  0, 1, 2  . . .  n)  •     .     .     .     (10) 
die   Gleichungen    der   Geraden  rk]   nehmen  wir  nun  einen  beliebigen 
Punkt  P  (xQ)  yQ),  so  wird  durch  die  beiden  Gleichungen 

x  =  Xq  +  l  cos  a,     y  =  y0  -j-  l  sin  ce;     .     .     .     .     (11) 

eine  beliebige  von  ihm  ausgehende  Gerade  dargestellt.  Alsdann  wird 
die  Strecke  PAk  durch  den  Wert  l  gemessen,  den  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  erhält,  die  aus  der  Elimination  von  x,  y  aus 
den  Gleichungen  (9)  und  (10)  sich  ergibt.     Daher  ist 

k  è,k  cos  a-|"1j  s^n  a  ' 

,  -j— j S*«b  +  «Wh  +  *  ^  +  i^o+%  +  i2/o  +  l 

und  AtAt.,i  =  -z ; ; 7 ; = 

k     «  +  1        ^coBa  +  ^sina         |Ä  +  1  cos  a  -f  yÄ  +  1  sin  a 

Setzen  wir  diese  in  (8)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  nien  Grades 
in  tg  a,  was  beweist,  daß  die  Enveloppe  der  Geraden  r  von  der 
nten  Klasse  ist.  Wenn  wir  nun  die  Geraden  r  suchen,  die  parallel 
zu  einer  gegebenen  Richtung  sind,  so  erkennt  man  —  wenn  man  in 
analoger  Weise,  wie  oben  geschehen,  verfährt  —  daß  es  deren  nur  eine 
einzige  gibt;  demnach  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  für  die  frag- 
liche Enveloppe  eine  (n  —  l)-fache  Gerade.  Somit  hat  man  die  Grund- 
lagen, nun  auf  den  vorhin  ausgesprochenen  Satz  zu  schließen.  Die 
Enveloppen  A  können  daher  in  doppelter  Hinsicht  als  Verallgemeine- 
rungen der  gewöhnlichen  Parabeln  angesehen  werden.  Wir  werden  sie 
Kurven  von  Darboux  Iter  Art  nennen.  Die  Bezeichnung  Kurven 
von  Darboux  IIter  Art  werden  wir  für  die  Enveloppen  reservieren, 
mit  denen  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen. 

132.  Bekanntlich  ist  das  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kreises 
und  einer  beweglichen  Tangente  gebildete  Dreieck  von  konstantem 
Umfange,  sofern  nur  der  Umfang  des  Dreiecks  in  passender  Weise 
durchlaufen  wird.    Diese  Bemerkung  führte  Darboux  zu  der  Frage1): 


1)  Sur  une  propriété  de  cercle  (C.  R.,  XCIV,  1882;  Ann.  Ec.  norm,  sup.,  3*  Ser., 
VE,  1890). 

23* 


356        "V-  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

Welches  ist  die  Enveloppe  der  Geraden,  die  mit  n  Geradenpaaren 
ebenso  viele  Dreiecke  mit  einer  konstanten  Summe  der  Umfange 
bildet?  Wir  wollen  diese  Enveloppe  mit  £ln  bezeichnen,  ihre  Klasse 
mit  v  und  die  gegebenen  Geraden  ferner  mit  r'k,  r'k,  (k  =  1, 2, 3 . . .  w),  mit 
s  die  gegebene  Summe  der  Umfange  und  mit  0  einen  beliebigen  Punkt 
ihrer  Ebene.  Eine  durch  0  gezogene  Gerade  a  bestimmt  mit  den 
Geradenpaaren  r'tr",  r'^r'^ ,  •  • -,  rn-iK'-i  n  —  1  Dreiecke;  sei  6  die 
Summe  ihrer  Umfange;  dann  gibt  es  noch  oo1  Geraden,  die  mit 
r'nr'n  ein  Dreieck  mit  dem  Umfange  5  —  6  bilden;  ihre  Enveloppe  ist 
ein  Kreis  £lv  an  den  man  von  0  aus  zwei  Tangenten  ä  ziehen  kann. 
Wenn  eine  derselben  mit  a  zusammenfällt,  so  bekommt  man  eine 
durch  0  gehende  Gerade  der  Enveloppe  £ln.  Wir  ziehen  durch  0 
aber  eine  beliebige  Gerade  ä  und  nennen  den  Umfang  des  Dreiecks, 
das  sie  mit  r'nr'n  bildet,  p;  alle  die  Geraden,  die  mit  den  Paaren 
r'ir'ì  7  r2*a'>  *  •  •  ■  )  fn-iK'-i  Dreiecke  bilden,  deren  Umfangssumme  s  —p 
ist,  umhüllen  eine  Kurve  &n_1,  an  die  man  von  0  aus  vn_1  Tan- 
genten a  ziehen  kann.  Dies  ist  ein  Beweis,  daß  zwischen  den  Geraden 
a  und  ä  eine  algebraische  Korrespondenz  (2,  vn_1)  besteht.  Da  die- 
selbe vn  Koinzidenzen  besitzt,  so  folgt  daraus,  daß  vn  =  vn_t  +  2 
ist;  ersetzen  wir  hierin  n  sukzessive  durch  n  —  1,  n  —  2, .  .  .,  2  und 
addieren  die  resultierenden  Gleichungen,  indem  wir  beachten,  daß 
vx  =  2,  so  schließen  wir:  vn  =  2n;  demnach  ist  die  Enveloppe  &n 
von  der  Klasse  2n.  —  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  v'n  die  Anzahl  der 
Tangenten  von  Sln}  die  zu  einer  beliebigen  Richtung  parallel  sind. 
Verfahren  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin,  so  erhalten  wir  in  den 
entsprechenden  uneigentlichen  Strahlenbüscheln  i/^-i  +  2  Koinzidenzen, 
da  nun  diese  durch  die  unendlich  ferne  Gerade  doppelt  gezählt  und 
die  zu  jener  Richtung  parallelen  Tangenten  von  Sln  dargestellt  werden, 
so  erkennt  man,  daß  v„~i-\-  2  =  v'n  +  2;  daher  ist 

V'n  =  Vn-1  =  Vn-2  =  •  •  •  =  1>i  ; 

nun  ist  £l±  ein  Kreis,  also  v[  =  2,  und  folglich  ist  im  allgemeinen 
Vn  =  2.  Daraus  geht  hervor,  daß  die  unendlich  ferne  Gerade  für  die 
Enveloppe  i2n  eine  2(n  —  l)-fache  Gerade  ist. 

Zu  denselben  Schlüssen  kann  man  auch  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nung gelangen.  Man  stelle  die  n  gegebenen  Geradenpaare  dar  durch 
die  Gleichungen 

*— **  y—Vk 


sin(«i  +  ^        co8(aj  +  ^. 


(fc  =  l,  2,  3.  .  .«) 


Wir  nehmen  dann  einen  beliebigen  Punkt  P  (zQ,  yQ)}  ziehen  durch  ihn 
die  beliebige  Gerade 

x  —  x0  ^y  —  % 

cos  a  sin  a 
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und  suchen  die  Bedingung  auf  dafür,  daß   sie   der  gegebenen  Enve- 
loppe  Sln  angehöre.     Wir  werden  dann  die  Gleichung  finden 

k  =  n 

[{xk  —  xQ)  cos  a  +  (yk  —  y0)  sin  cc]  cos  Sk 

=  s,  .    .    .    (12) 


«  —  «*  +  **   .    a—ak~8k 

cos Bin 

*=i  2  2 

die  als  Grundlage  der  analytischen  Untersuchung  der  fraglichen  Enve- 
loppe  dienen  kann,  insbesondere  zur  Behandlung  der  algebraischen  und 
geometrischen  Fragen,  von  denen  Darboux  in  seiner  Abhandlung 
spricht  und  auf  denen  das  erhebliche  Interesse  beruht,  das  die  be- 
trachteten Kurven  beanspruchen  dürfen.  Wir  können  uns  hier  in  das 
Studium  derselben  nicht  vertiefen;  bevor  wir  jedoch  die  Kurven  von 
Darboux  IIter  Spezies  verlassen,  wollen  wir  noch  bemerken,  daß  sie 
durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  gehen,  rational  sind  und  in  spe- 
ziellen Fällen  sich  auf  Darbouxschen  Kurven  Ier  Spezies  reduzieren. 
Außerdem  können  sie  als  die  Polarreziproken  in  bezug  auf  einen 
Kreis  angesehen  werden  von  solchen  Kurven,  die  eine  Polargleichung 

von  der  Form  .,  N 

q  =  /  (cos  co,  sin  co) 

haben,  wo  f  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Funktion  von 
cos  a?  und  sin  co  bedeutet. 

133.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  ist  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung, deren  Asymptoten  rechtwinklig  aufeinander  stehen.  Gibt  es 
nun  Kurven  nter  Ordnung,  bei  denen  n  Asymptoten  in  einen  Punkt 
zusammenlaufend  den  umliegenden  Winkelraum  in  n  gleiche  Teile 
teilen,  also  ein  „reguläres  Büschel"  bilden?  Diese  Frage  hat  sich 
P.  Serret  vorgelegt,  der  den  mit  dieser  Eigenschaft  ausgestatteten 
Kurven  den  Namen  Equilateren  gab.1) 

Um  die  allgemeine  Gleichung  derselben  zu  finden,  nehmen  wir 
den  Schnittpunkt  der  Asymptoten  als  Anfang  und  eine  derselben  als 
rz-Achse.     Die  Gleichungen   der  Asymptoten  selbst  werden   dann  sein 

2&JT  .       2ÌC7C  -n.  ,,„..„  „\ 

x  cos y  sin =  0.       (k  =  0, 1,  2,  —  ,n  —  l) 

Daher  ist  die  gesuchte  Gleichung 

k  =  n-\ 

J^l(%cos^-ysm2^)-cpn_2(x,y)  =  0,      .      .     (13) 

i  =  0 


1)  S.  die  Abhandlungen  Sur  les  hyperboles  équilatères  d'orare  quelconque; 
Sur   les   faisceaux  réguliers  et  les  équilatères  d'orare  n  und  Sur  les  équilatères 

n-2  2k-l 

comprises   dans  les  équations  0  =  ^7,  T{  =  H„,   0  =■=  ^lt  T%  =  H„  -f~  l H'n  (C.  B. 

l  l 

CXI,  1895). 
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wo  cpn_2  eine  beliebige  Funktion  vom  Grade  (n  —  2)  in  x,  y  ist. 
Diese  Gleichung  bangt  von  — —■ — -  Konstanten  ab.     Läßt  man  den 

Schnittpunkt  und  die  Orientierung  der  Asymptoten  beliebig  sein,  so 
wächst  diese  Zahl  um  3,  daher  hängt  eine  Equilatere  nter  Ord- 
nung von  n(n~  t  _j_  3  Konstanten  ab,  d.  h.  von  2n  —  3  Konstanten 

weniger,  als  eine  allgemeine  Kurve  wter  Ordnung.  P.  Serret  hat 
mehrere  hübsche  Eigenschaften  der  Equilateren  entdeckt,  die  man  als 
Erweiterungen  bekannter  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
auffassen  kann,  z.  B.  hat  er  bemerkt,  daß  in  ähnlicher  Weise,  wie 
bei  dieser,  so  auch  bei  jenen  folgendes  zutrifft:  zwei  beliebige  Equi- 
lateren bestimmen  ein  Büschel  von  Equilateren,  deren  Zentren  auf 
einem  Kreise  liegen,  und  deren  Asymptoten  eine  Hypozykloide  umhüllen. 
Bezüglich  des  Beweises  verweisen  wir  der  Kürze  wegen  den  Leser 
auf  die  vorher  erwähnten  Artikel  und  bemerken,  daß  binnen  Kurzem 
(Nr.  161 — 164:)  wir  auf  eine  besondere  Kategorie  von  Equilateren 
stoßen  werden,  die  uns  die  geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  liefern  wird.1) 


Achtes  Kapitel. 

Die  Rhodoneen  (Rosenkurven)  von  0.  Grandi. 

134.  Zu  den  Kurven,  denen  das  gegenwärtige  Kapitel  haupt- 
sächlich gewidmet  ist,  gelangte  Guido  Grandi,  als  er  nach  einer 
geometrischen  Definition  von  Kurven  suchte,  welche  die  Gestalt  von 
Blumen  hätten,  also  Rosetten  mit  mehreren  Blättern.  Er  nannte 
Rhodoneen  die  in  der  Ebene  liegenden,  Clelien  die  sphärischen. 
Hier  werden  wir  uns  ausschließlich  mit  den  ersteren  —  die  von 
den  Franzosen  Rosaces,  von  den  Deutschen  Rosenkurven  oder  auch 
Schleifelinien2)  genannt  werden  —  beschäftigen.  In  Polarkoordi- 
naten werden  sie  durch  Gleichungen  von  folgendem  Typus  dargestellt: 

q  =  R  sin  iico, (1) 

wo  R  eine  gegebene  Länge,  und  ^  ein  Zahlenkoeffizient  ist,  den  man 
ersichtlich  immer  als  positiv  annehmen  kann.  Die  wunderschönen 
Eigenschaften  dieser  Kurven  wurden  von  Grandi  dem  Leibniz  in  zwei 


1)  Die  Equilateren  wurden  neuerdings  unabhängig  durch  J.  H.  Grace  (On  a 
class  of  plane  curves,  Proc.  Lond.  math.  Soc.  XXXIII,  1901)  untersucht,  der  ihnen 
den  Namen  isogonale  Kurven  gab  und  einige  Eigenschaften  derselben  nach- 
wies sowohl  für  den  Fall,  daß  die  Ordnung  beliebig  ist,  als  auch,  daß  sie  einen 
speziellen  Wert  hat. 

2)  P.  Kokott,  Ann.  Math.  Phys.,  3.  Reihe,  XI.  1906,  S.  62. 
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Briefen  mitgeteilt,  die  auf  den  Dezember  1713  zurückgehen1),  wurden 
aber  Allgemeingut  erst  zehn  Jabre  später,  infolge  einer  der  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  London  eingereichten  Abhandlung2);  ihre 
vollständige  Theorie  wurde  dann  von  Grandi  selbst  im  Jahre  1728  in 
einem  besonderen  Werkchen  dargelegt3).  Vor  nicht  gar  langer  Zeit, 
jedoch  unabhängig  von  Grrandi,  wurden  die  Rosenkurven  im  allge- 
meinen untersucht  von  E.  W.  Hyde4)  —  und  zwar  unter  dem  Namen 
foliate  curves  —  und  ferner  von  Himstedt5). 

Setzen  wir  co  = cö,  so  wird  die  Gleichung  (1)  zu 

Q  =  Rcos{ico~ (2) 

und  kann  dann  Gleichung  (1)  vollständig  ersetzen.  In  der  Gestalt  (2) 
erhält  man  die  Gleichung  der  Rhodoneen,  wenn  man  folgende  Ent- 
stehungsweise derselben  in  Formeln  kleidet6):  „Seien  OA  und  AM 
zwei  einander  gleiche  Strecken,  die  in  0  und  in  A  drehbar  sind;  die 
erstere  rotiert  um  0  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  die  zweite 
um  A  mit  der  m- fachen  Geschwindigkeit;  der  Ort  des  Punktes  M  ist 
dann  eine  Rhodonee."  Nehmen  wir  nämlich  die  Anfangslage  der  Ge- 
raden als  Polarachse  und  nehmen  an,  daß  dann  AM  in  die  Verlänge- 
rung AJB  von  OA  falle  und  OA  =  a,  so  haben  wir,  nachdem  OA 
sich  um  den  Winkel  a  gedreht  hat, 

^AOx^a,     <£MAB=mcc-,     OM=q,     <£  Jf  0#  =  oo, 

temer  mcc  ma 

a  =  a+—,       p  =  2acos  —  ; 

demnach  ist  die  Gleichung  des  Ortes  von  M 


e^^H^h03)' 


beweist  also  durch  ihre  Gestalt  die  Behauptung.  —  Es  ist  leicht,  aus 
dem  eben  bewiesenen  Satze  eine  Methode  herzuleiten,  alle  Rhodoneen 
mechanisch  zu  zeichnen7). 


1)  Leibniz  ed.  Gerhardt  IV,  S.  221—24. 

2)  Florum  geometricarum  manipulus  (Phil.  Trans.  1723). 

3)  Flores  geometrici  ex  rhodonearum  et  claeliarum  descrizione  resultantes 
(Florentiae,  1728). 

4)  S.  die  Abh.  Foliate  curves  in  The  Analyst  II,  1875. 

5)  Über  diejenigen  ebenen  Kurven,  welche  der  Polargleichung  r  =  asini© 
entsprechen  (Progr.  Löbau,  1888). 

6)  G.  Pirondini,  Sur  une  famille  remarquable  de  courbes  (Mathésis,  2e  Ser., 
IV,  1894). 

7)  Andere  Erzeugungen  siehe  am  Schlüsse  dieses  Kap.,  ferner  Aubry,  De 
Vusage  des  figures  de  V espace  pour  la  definition  et  la  transformation  de  certaines 
courbes  (Journ.  math.  spéc.  4.  Ser.,  IV,  1895,  S.  202—4).  Auf  eine  besonders 
bemerkenswerte  werden  wir  im  II.  Bd.  Abschnitt  VI  hinweisen,  indem  wir  zeigen 
werden,  daß  die  Rhodoneen  spezielle  Epizykloiden  sind. 


360        V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

Aus  (1)  geht  hervor,  wenn  Je  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet, 

daß,    wenn    fico  =  Tut    ist,    q  =  0,    und    wenn    [ico  =  (2Jc  -f-  1)-^-   ist, 

q  =  JR  wird;  der  Radiusvektor  variiert  also  zwischen  den  Grenzen 
0  und  _R,  und  daher  liegt  die  Kurve  ganz  innerhalb  des  Kreises, 
dessen  Mittelpunkt  der  Pol  0  und  dessen  Radius  B  ist1);  wir  wollen 
diesen  Kreis  den  Fundamentalkreis  der  Rhodonee  nennen.  Be- 
rücksichtigen wir  auch  imaginäre  Winkel,  so  sehen  wir,  wenn 
[ico  =  +  arctg«,  daß  dann  q  =  oo  wird;  dies  zeigt,  daß  die  Schnitte 
der  Kurve  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sämtlich  mit  den  Kreis- 
punkten der  Ebene  zusammenfallen. 

Wie  wir  oben  erkannt  haben,  muß,  damit  p=0  werde,  {Lco  =  Je7t 
sein;  wenn  fi  irrational  ist,  so  sind  zwei  Werte  von  co,  die  dieser 
Bedingung  genügen,  notwendigerweise  inkongruent  mod  2jt;  in  der 
Tat:  wäre 

[ico1  =  ]c17t,       [ico%  =  Jc2tc  ,       öj  —  co2  =  2  Jen , 

wo  Je,  h1}  Je2  ganze  Zahlen,  so  würde  sich  ergeben 

_  \  —  ks 

welche  Bedingung  absurd  ist,  da  die  linke  Seite  irrational,  die  rechte 
Seite  rational  ist.  Demnach:  Wenn  fi  irrational  ist,  so  geht  die 
Rosenkurve  unendlich  oft  durch  den  Pol,  umfaßt  daher  unendlich 
viele  Blätter2);  in  diesem  Falle  kann  die  Kurve  nicht  algebraisch  sein. 
Wenn  dagegen 

wo  a  und  i  ganze,  relative  Primzahlen  sind,  so  zeigt  eine  leichte 
Diskussion:  Die  durch  die  Gleichung 


q  =  H  sin  (^  vi) 


dargestellte  Rosenkurve  besteht  aus  a  Blättern,  wenn  die  beiden 
Zahlen  a  und  b  beide  ungerade  sind,  dagegen  aus  2  a  Blättern,  wenn 
eine  derselben  gerade,  die  andere  ungerade  ist.  Wenn  &>1,  so 
überdecken  sich  die  Blätter  der  Rosenkurve,  jedes  folgende  die  ersteren, 
so  daß  man  sagen  könnte,  die  Kurve  habe  b  Schichten;  ist  6  =  1, 
so  besteht  sie  nur  aus  einer  einzigen  Schicht;  sie  besteht  aus  unend- 
lich vielen  Schichten,  wenn  p,  irrational  ist.    Die  in  0  sich  kreuzenden 

Kurvenzweige  haben   dort  alle  als  Krümmungsradius  y-i?  (vgl.  S.  50, 

Fußnote  2). 

Betrachten    wir    zwei   aufeinander   folgende    Werte    von    co,    für 
welche  q  =  0  wird,  z.  B. 


1)  Grandi,  Flores  geometrici  etc.  S.  4.  2)  Das.  S.  12. 
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hit  Qc  -f-  1) -n 

CO-,  =  — ,  G39  = : 

1        ^  '  z  ft- 
da  nun    1  "T  a%  =  - — ~^—i  — ,  so  ist  der  zum  Werte  o  =  "*  T"  Mf!  gehörige 
2                     fi         2  '  2         ö  & 

Radiusvektor  gleich  dem  Maximum  B;  und  weil 

E  sin/i  ( —  +  a)  =  (—  1)4.R  cos  ^a, 

so  ist  klar,  daß  zwei  zu  einem  Maximal- Vektor  symmetrische  Radien- 
vektoren einander  gleich  sind,  mit  anderen  Worten:  Die  Blätter  der 
Rosenknrven  sind  symmetrisch  in  bezug  anf  die  Maximal-Radien1). 

Demnach  besitzt  die  Kurve  oo1  Symmetrieachsen,  wenn  [i  irrational  ist; 

wenn  fi  =  -j-,  besitzt  sie  deren  2  a,  wenn  eine  der  Zahlen  a,  b  ungerade 

ist,  Symmetrieachsen  a,  wenn  beide  ungerade  sind. 

Die  Quadratur  der  Rosenkurven  hat  zu  zwei  erwähnungs werten, 
von  Grandi  entdeckten  Sätzen  Veranlassung  gegeben,  die  wir  nun  mit 
Hilfe  der  modernen  Methoden  beweisen  wollen. 

Sei  A  die  Fläche  eiaes  Blattes  der  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellten Rosenkurve,  dann  haben  wir 

n  n 

fi  ix 

M      Tri?2 


=  g-  /  p2-  da  =  —  I  sin2 ^to  •  dco  =—   fto  —  —sin 2^« 

Ó  0 


0         4fi   ' 

7tJ?S 


nun  hat  ein   Quadrant   des  Fundamentalkreises   den  Inhalt  Q  = 
also  ist  1 

welche   Gleichung    den    ersten  Satz    von    Grandi  ausdrückt2).      Wenn 

insbesondere    a  =  -r-,    so    ist  A  =  —, —  ;    wenn  daher  a  und  b  beide 
1  o '  ia    ' 

ungerade   sind,    so    besteht   die  Kurve  aus   a  Blättern,  deren  Fläche 

&— jj—  =  &•  Q  ist,  wenn  jedoch  nur  eine  dieser  Zahlen  ungerade  ist,  so 

ist  die  Gesamtfläche  2b  •  Q,  somit  ist,  wenn  6=1,  die  Fläche  gleich 
dem  vierten  Teile  oder  gleich  der  Hälfte  des  Fundamentalkreises, 
jenachdem  a  ungerade  oder  gerade. 

Bezeichnen  wir  mit  B  die  Fläche,  die  von  den  beiden  zu  den 

Winkeln  —  und  —   gehörenden  Radienvektoren  und  zwischenliegen- 

4  fi  4  fi    °  ° 

den  Kurvenpunkten  umschlossen  wird,  so  haben  wir  (s.  oben) 

Zn 

pa>-¥Bin2pa>   ^  =  -  (- +  1)  • 


B=^ 


4ft 


1)  Grandi,  Mores  geometrici  etc.  S.  4.         2)  Das.  S.  15. 
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Nun  haben  jene  beiden  Vektoren  die  gemeinsame  Länge 

JBsinT  =  — =, 

und  begrenzen  zusammen  mit  einem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt 
0,  einen  Kreissektor,  dessen  Fläche 

demnach  hat  die  zwischen  diesem  Kreisbogen  und  dem  angrenzenden 
Bogen  der  Rosenkurve  gelegene  Lunette  den  Flächeninhalt 

7?2 

4  fi. 7 

und  daher  g         ± 

und  diese  Formel  drückt  den  zweiten  der  Sätze  von  Grandi  aus1). 

Wir  bemerken  noch,  daß  das  Bogendifferential  der  Rosenkurve 
gegeben  ist  durch: 


ds 


=  Ry  1  —  - — g—  sin2/* co  '  dfiG); 


die  Rektifikation  der  Rosenkurve  hängt  also  von  elliptischen  Inte- 
gralen ab2). 

135.    In   dem  Falle,    daß  /j  rational,   also  =  j-  ist,   kann  man 

leicht  die  kartesische  Gleichung  der  Rosenkurve  erhalten3).     Wendet 
man  nämlich  auf  die  beiden  Seiten  der  identischen  Gleichung 

sin  ara  =  sin  (bj-a) 
die  bekannte  Formel  an 

sinmca  =  (    Jcos™-1«  •  sino  —  (    )  cosm~ 3co  ■  sin3« 


+  0 


3m-5, 


cos"*-uo  •  sin'o  —  •  •  •  -, 
wo  m  eine  beliebige,  positive  ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man 
(  )  cosa_1oj  •  sine?  —  (  J  cosa~3-  sin8 co  +  u)  cosa-5sin5cj  — 

=  (l)  Cos6_1  (I  °)  8in  (I  »)  -  (s)  cos6"8  (I ra)  sin3  (I  w)  + 


1)  Grandi,  Flores  geometrici  etc.  S.  20.  2)  Das.  S.  31. 

3)  Der  erste,  der  die  kartesischen  Gleichungen  der  algebraischen  Rhodoneen 
aufstellte,  war  Luigi  dei  marchesi  Ridolfi;  man  sehe  die  heute  vergessene, 
aber  wertvolle  Arbeit:  Di  alcuni  usi  delle  epicicloidi  e  di  uno  strumento  per  la 
loro  descrizione  e  specialmente  per  quella  dell'  ellisse  (Florenz,  1844)  S.  24,  Note. 
Dieselbe  Aufgabe  wurde  später  durch  Himstedt  (a.  0.  S.  4)  gelöst. 
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Nun  ist  wegen  allgemeiner  Beziehungen  und  wegen  Gleichung  (1) 
p=Va;8+y8,     cosro=|,     sinra  =  ^,     sinico)  =  |, 

Setzen  wir  dies  in  die  vorige  Gleichung  ein;  so  bekoinmem  wir: 
Bh[Qx«-iy  -  Qs-y  +  Qx«~hf ] 


-Oc 


Arx*+yt)*  (i?2-^+?)2 


6-3 


-Q{^+f)  !(^-?+?)2+---    ...     (3) 

Sind  a  und  h  beide  ungerade,  so  ist  diese  Gleichung  rational  und 
vom  Grade  a  +  &;  in  allen  anderen  Fällen  muß  man,  um  die  Glei- 
chung rational  zu  machen,  beide  Seiten  ins  Quadrat  erheben,  und  sie 
wird  alsdann  vom  Grade  2(a  +  &)•    Demnach:  Wenn  ft  eine  rationale 

Zahl  -£  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  immer  eine  algebraische 

Knrve  dar,  deren  Ordnung  a  +  b  ist,  wenn  beide  Zahlen  a,  b  un- 
gerade sind,  jedoch  2(a  +  b)  ist,  wenn  eine  derselben  gerade.  Die 
Kurve  ist  also  immer  von  einer  geraden  Ordnung,  und  diese  ist 
eine  symmetrische  Funktion  der  Zahlen  a,  b.    Wir  fügen  noch  hinzu, 

daß   sie  auch  rational  ist;  setzt  man  nämlich  j-  =  6,  so  liefert  die 

Gleichung  (1)  die  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve 

x  =  B  sin  a  6  •  cos  b  6 ,         y  =  R  sin  a  6  •  sin  h  6  ; 

die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  aber  als  rationale  Funk- 
tionen von  tg—  ausdrücken. 

Unsere  Gleichung  (3)  beweist  ferner,  daß  der  Anfang  ein  viel- 
facher Punkt  von  der  Ordnung  a  oder  2a  ist,  jenachdem  von  den 
Zahlen  a,  b  beide  oder  nur  eine  ungerade  sind. 

Die  Bestimmung  derjenigen  Doppelpunkte,  welche  die  Kurve  im 
Endlichen  außer  dem  Mittelpunkte  hat,  läßt  sich  hingegen  leichter 
durch  Gleichung  (1)  ausführen;  man  erhält  nämlich  einen  solchen 
Doppelpunkt,  indem  man  die  beiden  Werte  al7  ra2  aufsucht,  für 
welche  (q  ganzzahlig  vorausgesetzt) 

^i-  co2=  2##  und     sinl-^-cOj]  =  sin  r,-ö2j, 

oder        C31—  co2  =  (2  g  —  l)n     und     sinh-raj  =  —  sin  \j-c32y, 
man  kann  nun  die  beiden  ersten  ersetzen  durch 
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«!—  a2=2qn,  at  -f  co2  =  -{2r  —  l)x , 

die  beiden  letzten  durch 

co1  —  cj2=  (2q  —  l)sr,     g^ -f  ra2= -2rjr . 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  den  ganzen  Zahlen  g  und  r  derartige 
Werte  zu  erteilen,  daß  die  zugehörigen  Werte  cot  und  oo2  inkongruent 
mod.  2  %  sind.  Eine  leichte  Diskussion  führt  uns  zu  dem  Schlüsse, 
daß  die  Zahl  der  Lösungen  •£  a  (b  —  1),  und  daher  haben  wir  folgenden 

Satz1):  Die  durch  die  Gleichung  fi  =  B,  sin  fö  <oj  dargestellte  Rosen- 
kurve besitzt  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  die  weder  0 
noch  unendlich  groß  ist,  Doppelpunkte,  deren  Zahl  -^a{b  —  1)  oder 

2a{b  —  1)  ist,  jenachdem  von  den  Zahlen  a,  b  keine  oder  eine  ein- 
zige gerade  ist. 

136.  Der  vorhin  bewiesene  Satz  über  die  Ordnung  einer  algebrai- 
schen Rosenkurve  eignet  sich  auch  zur  Beantwortung  folgender  Frage: 
„Welches  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  von  Rhodo- 
neen  von  gegebener  Ordnung  n?"  Natürlich  müssen  wir  n  als 
gerade  annehmen.  Wenn  nun  f(n)  die  gesuchte  Zahl  ist,  so  wird 
diese  offenbar  die  Summe  der  Zahlen  ft(n)  und  f2(n)  sein,  von  denen 
die  erste  die  Anzahl  derjenigen  verschiedenen  Paare  ungerader,  relativ 
primer  Zahlen  bedeutet,  welche  der  Relation 

(«)         a  -f  b  =  n , 

genügen2),  während  die  zweite  die  Anzahl  derjenigen  Zahlenpaare,  von 
denen  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  bedeutet,  die  der 
Relation  genügen        ^         2(a  +  6)  -  n. 

Beschäftigen  wir  uns  vorerst  mit  der  Gleichung  (a).  Da  a  und  b 
relativ  prim  sein  sollen,  so  ist  auch  jede  derselben  relativ  prim  zu  n. 
Nehmen  wir  umgekehrt  für  a  einen  beliebigen,  zu  n  relativ  primen 
Wert  an,  kleiner  als  n,  so  darf  man  für  b  den  Wert  n  —  a  nehmen; 
demnach  ist  die  Anzahl  der  Zahlenpaare,  die  der  Gleichung  {&)  ge- 
nügen, gleich  der  Anzahl  der  Primzahlen,  die  kleiner  als  n  sind. 
Bedienen  wir  uns  daher  eines  von  Gauß3)  eingeführten  Symbols,  so 
können  wir  schreiben  ^  (w)  =  ^  ^  > 

Wir  gehen  über  zu  (/3);  da  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man 
diese  schreiben  a  -\-  b  =  —  ;   da  hier  eine  der  Zahlen  a,  b  gerade,  die 

1)  Himstedt  a.  a.  0.  S.  5—7. 

2)  Als  verschiedene  Paare  sind  auch  zu  betrachten  solche,  die  durch  Ver- 
tauschung der  Elemente  auseinander  entstehen,  da  sie  verschiedene  Kurven  liefern. 

3)  Disquisitiones  arithmeticae,  Art.  38. 
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andere  ungerade  sein  muß,  so  ist  diese  Relation  unmöglich,  wenn  — 
gerade  ist;  also  ist 

fz(n)  =  0,       wenn  —  gerade; 

wenn   hingegen  —  ungerade    ist,    so    entspricht   jeder   zu   —  relativ- 

primen  Zahl,   die  kleiner  als  —  ist,  eine  Lösung  der  Gleichung  (ß). 

Demnach  ist  ,n\  n 

ft  W  -  <P  \Y)  >      wenn  Y  ungerade. 

Und  so  schließen  wir:  Die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  von  Rho- 
doneen von  der  Ordnung  n  wird  gegeben  durch  <p{n),  wenn  n  ein 

Vielfaches  von  4  ist,  dagegen  durch  <p{ri)  +  <Pyz)  >  wenn  n  eine 

einfache  Paarzahl  ist.  Somit  gibt  es  z.  B.  nur  eine  einzige  Rhodonee 
zweiter  Ordnung,  zwei  der  vierten  Ordnung  (entsprechend  den  Werten 
yu  =  3  und  ft  =  £),  vier  von  der  sechsten  Ordnung  (entsprechend  den 
Werten  fi  =  2,  |-,  5,  -£-),  ebenso  vier  von  der  achten  Ordnung  usw. 
Gehen  wir  nunmehr  zur  Untersuchung  der  einfachsten  Fälle  über: 

I.  f£  —  1,  n  =  2;  q  =  H  sin  co.  Gehen  wir  zu  kartesischen  Ko- 
ordinaten über,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  x2  +  y2  =  Ry,  die  einem 

/        7?\  7? 

Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  10,  — j    angehört,   dessen  Radius  ==  —  • 

Grandi  glaubte  irrtümlicherweise,  daß  zu  dieser  Rhodonee  auch  der 
symmetrisch  in  bezug  auf  die  #-Achse  gelegene  Kreis  gehöre. 

II.  ft  =  3,  n  =  4;  q  =  R  sin3to.  Diese  Rhodonee  hat  nur  eine 
Schicht;  sie  besteht  aus  drei  gleichen  Blättern,  deren  Symmetrieachsen 
die  Radien  des  Fundamentalkreises  sind,  die  mit  Ox  die  Winkel  bezügl. 

y,  x,  —  bilden.     Wegen  ihrer  Form  (Taf.  XI,  Fig.  79)  ist  die  Kurve 

Dreiblatt,  gleichseitiges  Kleeblatt  (reguläres  Trifolium)  ge- 
nannt worden,  und  wir  sind  ihr  schon  auf  S.  169  und  174  begegnet. 

III.  ft  =  ■£■,    n  =  4;    o  =  H,  sin  -$-  •     Als    kartesische    Gleichung 

hat    die   Kurve    Bsy  =  (x*  +  y2)  (3  R2  —  4  (x2  +  y2))  ;    sie    berührt    die 

x-  Achse  im  Anfangspunkte  und  schneidet  sie  in  den  Punkten  mit  der 

7?  ~r/^  /       7?  \ 

Abszisse  +  — |— ,    hat    den  Punkt  (0,  —  J  als  Doppelpunkt  und  den 

Punkt  (0,  —  R)  als  einfachen  Punkt.  Die  Kreispunkte  der  Ebene 
sind  Doppelpunkte  derselben.  Sie  ist  eine  rationale  Kurve  vierter 
Ordnung,  von  Gestalt  ähnlich  der  Pascalschen  Schnecke  (Nr.  70),  mit 
einem  Knotenpunkt. 

IV.  fi  =  2 ,  n  =  6  ;  q  =  R  sin  2  co .  Sie  ist  eine  Rhodonee  von 
einer  Schicht,  bestehend  aus  vier  gleichen  Blättern  (s.  Taf.  XI,  Fig.  80), 
sie  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  hat  folgende  kartesische  Gleichung 

(x2+y2y=4R2x2y2. 
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Man  kann  sie  als  eine  Grenzform  der  Skarabäen  (s.  Nr.  105)  ansehen, 
d.  h.  als  Fußpunktkurve  einer  regulären  Astroide  in  bezug  auf  ihren 
Mittelpunkt,  oder  auch  als  Ort  der  Fußpunkte  der  vom  Scheitel  eines 
rechten  Winkels  auf  die  sämtlichen  Lagen  einer  Strecke  von  kon- 
stanter Länge,  deren  Endpunkte  die  Schenkel  dieses  Winkels  durch- 
laufen, gefällten  Lote1).  Sie  ist  ferner  die  Inverse  der  zirkulären 
Kreuzkurve  (S.  226).  Die  französischen  Geometer  nennen  sie  Rosace 
à  quatre  branches2),  die  deutschen  Vierblatt;  einige  brauchen  den 
Namen  Corolla  und  indische  Perle.  Ridolfi3)  bemerkte  ihre  Anwend- 
barkeit auf  das  Problem  der  Würfelverdoppelung.   Siehe  auch  Nr.  137,  III. 

V.    jn  =  -jr ,   n  =  6;   q  =  R  sin -s-  •      Diese   Rhodonee    (Taf.  XI, 

Fig.  81)  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  wird  in  kartesischen  Ko- 
ordinaten durch  die  Gleichung  dargestellt: 

4  (x*  +  y2)3  +  -SV  -  ±B\x2  +  y*f  -  0 . 

Sie  ist  symmetrisch  in  bezug  auf  beide  Koordinatachsen,  hat  im  An- 
fangspunkt einen  Berührungsknoten  mit  der  x  -Achse  als  zugehöriger 
Tangente;  die  Endpunkte  des  auf  der  x- Achse  gelegenen  Durchmessers 
des  Fundamentalkreises  sind  einfache  Punkte,  während  die  Punkte  D,DX 

(0,  dz  -        )  Doppelpunkte   derselben   sind.     Sie  hat   außerdem  zwei 

Doppeltangenten  parallel  zu  Ox  und  zwei  parallel  zu  Oy.  Indem 
Grandi  nur  eine  Hälfte  der  fraglichen  Kurve  betrachtete,  nämlich 
nur  den  Bogen  OBDA'D^^4'),  war  er  nicht  imstande  die  hervor- 
stechendsten Eigenschaften  ihrer  Gestalt  zu  bemerken,  wie  die  Existenz 
des  Berührungsknotens  und  der  Doppeltangenten.5) 

137.  Wir  überlassen  dem  Leser  die  Diskussion  der  übrigen  Rosen- 
kurven sechster  Ordnung  und  empfehlen  ihm  das  Werkchen  von  Ridolfi 
für  das  Studium  derjenigen  von  ihnen,  die  zur  Teilung  eines  Winkels 
in  beliebige  gleiche  Teile  dienen  können.6)  Wir  aber  haben  hier 
noch  einige  Umstände  zu  erwähnen. 

I.  Wenn  man  auf  die  Kurve  (2)  die  Transformation  durch  rezi- 
proke Radienvektoren  anwendet,  bezw.  in  der  Gleichung  cd  =  e^, 
(>•(>!  =  &2  setzt,  so  erhält  man  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

______  Pi—J-secftcjj, (4) 

1)  S.  die  Institutiones  analyticae  a  V.  Riccato  et  H.  Saladino  collectae  (Bo- 
noniae,  1756)  I.  Lib.  Ili,  Cap.  VII,  Probi.  VI;  Nouvelle  corresp.  math.  Question  311 
(IV,  1878,  S.  155  u.  290).  Die  von  Zahradnik  in  der  S.  169  zitierten  Abh.  ge- 
gebene Konstruktion  läuft  auf  dasselbe  hinaus. 

2)  S.  z.  B.  Briot  et  Bouquet,  Geometrie  analytique  (Paris,  1878)  S.  22. 

3)  Ridolfi,  o.  a.  0.  S.  35—37.  4)  Flores  geometrici  etc.,  Fig.  8a. 

5)  Aus  Gl.  (1)  S.  281  folgt,  daß  man  die  Nephroide  als  Konchoide 
dieser  speziellen  Rhodonee  ansehen  kann. 

6)  Ridolfi,  a.  a.  0.  S.  17—19. 


Achtes  Kapitel:  Die  Rhodoneen  (Rosenkurven)  von  G.  Grandi.         367 

läßt  man  hierin  yu  variieren,   so   erhält  man  unendlich  viele  Kurven, 
die  Gr.  Sacchi1)  Cótesche  Spiralen  nannte,   die  jedoch  heute   den 

Namen  Ährenkurven  tragen2);  im  besonderen  erhält  man  für  p  =  - 

die  Trisektrix  von  Maclaurin  (Nr.  47),   für  (i  =  3   die  Trisektrix  von 

Longchamps    (Nr.  49),    für    //.  =  —    eine  Trisekante    von  Delanges 

(Nr.  99)  und  für  fi  =  2  eine  Kreuzkurve  (Nr.  97). 3) 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  den  Ährenkurven  von  W.  Stamm  er 
begegnet  wurde4),  indem  er  ein  besonderes  Koordinatensystem  an- 
wandte, welches  man  Plücker  verdankt.  Diese  neuen  Koordinaten  |,  r\ 
sind  mit  den  gewöhnlichen  kartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten 
X,  y  durch  die  folgenden  Beziehungen  verbunden 


il- 


,     V^+y*  —  R*  _  ,      y 

are  tg  i — ^| \-  are  tg  -| 


wo  H  eine  gegebene  Konstante  ist.    In  diesem  Systeme  sind  die  ein- 
fachsten Kurven  folgendermaßen  definiert 

Ihre  kartesische  Gleichung  ist  daher 


f         ,    Vx2  -f-  y2  —  E*    ,           ,      y  )           f         ,     Vx*  +  y*  —  R*  ,     y  ) 

jarctgK      ^ +  arctg^-j  =  ajarctgF      ^ arctg-J-j- 

Führt  man  nun  Polarkoordinaten  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 


a  —  1         ,     l/<?2  —  Rs 


=  — rr  are  tg 

a-f 1  &         R 

oder  ji 

Q 


/a+l   \ 


Jene  Kurven  sind  infolgedessen  Ährenkurven  und  der  neuerdings 
vorgeschlagene  Name5)  Stammersche  Kurven  ist  daher  überflüssig. 

II.  Ohne  die  Arbeiten  von  Grandi  zu  kennen,  ist  man  zu  den 
Rhodoneen  gelangt,  als  man  an  die  Lösung  folgenden  kinematischen 
Problems   heranging6):   „Die  Bahn   eines  Punktes   zu   finden,   der   in 

1)  Sulla  geometria  analitica  delle  curve  piane  (Pavia,  1854)  S.  11.  Vgl.  auch 
Nouv.  Ann.  math.  XIX,  1860,  S.  38. 

2)  Aubry,  a.  a.  0.,  S.  201  und  251.  Man  findet  einige  Eigenschaften  dieser 
Kurven  bei  F.  Gomes  Teixeira  Obras.  V  (Coimbra,  1909)  S.  237  ff. 

3)  Überhaupt,  ist  ^  eine  rationale  Zahl,  so  ist  die  Kurve  (4)  algebraisch;  ihre 
Ordnung  und  ihre  Klasse  wurden  von  H alphe n  (Müde  sur  les  points  singuliers  des 
courbes  algebriques  planes,  Paris  1883,  S.  16)  berechnet. 

4)  Über  Kreislcoordinaten  (Crelles  Journal,  XLIV,  1852). 

5)  J.  de  Vargas  y  Aguirre,  Catalago  general  de  curvas  (Mem.  Acad. 
Madrid,  XXVI,  1908)  S.  301. 

6)  E.  Auth,  Untersuchungen  über  diejenigen  Kurven,  welche  erzeugt  werden 
durch  Schwingungen  eines  Punktes  auf  einer  Geraden,  während  die  Gerade  zu- 
gleich rotiert  (Diss.  Marburg,  1866). 
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einer  geraden  Linie  schwingt,  während  diese  um  einen  festen  Punkt 
rotiert."  Zum  Beweise,  daß  die  gesuchte  Kurve  eine  Rhodonee  ist, 
nehmen  wir  den  festen  Punkt  als  Koordinatenanfang  und  nennen 
seinen  veränderlichen  Abstand  vom  bewegten  Punkte  s;  bezeichnen 
wir  nun  mit  t  die  Zeit,  mit  m  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  aus- 
geführten Schwingungen,  sowie  mit  %•  eine  Konstante,  so  haben  wir 
zunächst  eine  Relation  von  folgendem  Typus 

s  =  a  sin  2mit(t  +  &) . 

Ist  nun  (p  der  Winkel,  den  die  sich  drehende  Gerade  mit  der  x- Achse 
nach  Verlauf  der  Zeit  t  bildet,  so  haben  wir 

x  =  s  •  cos  <p ,        y  =  s  •  sin  <p  ; 

wenn  nun  außerdem  n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  der  Geraden  in 
der  Zeiteinheit  ist,  und  t  eine  andere  Konstante,  so  ist  noch 

(p  =  2fl7t(t  -\-  t)  . 

Eliminieren  wir  s  und  cp  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen,  so  er 
halten  wir  die  beiden  folgenden 

x  =  a  sin  2 m%{t  -f-  fr)-cos2n7t(t  +  r) , 

y  =  a  B\xv2mn(t  +  &)-sm2n7t(t  -f  t), 

welche  die  parametrische  Darstellung  der  Bahnlinie  liefern.  Sind  q,  <a 
die  Polarkoordinaten  des  Punktes  (x,  y),  so  ergibt  sich  daraus 

q  =  a  sin2m7t(t  +  fr),         a  =  2njt(t  4- 1) , 

und  nach  Elimination  von  t  die  Gleichung 


o  =  a  sin  —  co  -{-  2 mnift  —  t) 


welche  in  der  Tat  eine  Rhodonee  darstellt.  —  Die  in  diesem  Kapitel 
untersuchten  Kurven  als  Lösungen  des  vorhin  zitierten  Problems  der 
Kinematik  betrachtet,  wurden  Schwingungskurven  genannt1);  nach 
unseren  Ausführungen  geht  hervor,  daß  auch  dieser  Name  im  mathe- 
matischen Wörterbuche,  das  ohnehin  schon  zu  reich  an  Namen  ist, 
als  daß  man  es  mit  überflüssigen  Synonymen  überladen  sollte,  ge- 
strichen werden  könnte. 

III.  Noch  eine  höchst  einfache  Erzeugung  der  Rosenkurven  möge 
hier  angeführt  werden:  Zwei  Radien  OA  und  OB  drehen  sich  um 
O  mit  gleichförmigen  Geschwindigkeiten,  die  sich  wie  m:  1  verhalten; 
von  A  wird  stets  das  Lot  auf  OB  gefällt,  dann  beschreibt  der  Fuß- 
punkt jP  eine  Rosenkurve.2)  Beweis:  Es  sei  OA  =  OB  =  R,  und 
q  und  ©  die  Polarkoordinaten  von  P;  es  sind  dann,  wenn  die  Anfangs- 
lage als  «-Achse  genommen  wird,  die  kartesischen  Koordinaten 


1)  Melde,  Die  Lehre  von  den  Schivingiingskurven  (Leipzig,  1864). 

2)  Brieflich  mitgeteilt  von  cand.  math.  Leop.  Braude  an  den  Übersetzer. 
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[xx  =  R  cosmo,  ,   l Xo  =  R  cos  w  ,  (x  =  Q'COsco, 

von  A  _  .  von  5      '  .    r       von  P  y  7 


Nun  ist  aber  - — —  = ■   Setzt  man  hierin  alles  ein,  so  bekommt 


a-  sin  cd  —  i2- sin  meo  == = —  (p«cos  co  —  R-  cos  meo) , 

s  Bin  o)  vs  ■" 

oder       q  (sin2  co  +  cos2  co)  =  R  (cos  oo  •  cos  meo  +  sin  oo  •  sin  meo) , 

bzw.  o  =  i2-cos(m — 1)«, 

womit  der  Satz  bewiesen  ist.  Beispielsweise  erhält  man  das  unter 
IV  beschriebene  Vierblatt,  sowohl  für  m  =  3,  als  auch  für  m  =  — 1, 
womit  wieder  zwei  neue  Erzeugungen  dieser  Kurve  geliefert  sind. 


Neuntes  Kapitel. 

Die  geometrischen  Blätter.1) 

138.  Wenn  alle  die  Kräfte,  die  bei  der  Entwicklung  einer 
Pflanze  mitwirken,  mathematisch  erkannt  wären  und  ebenso  der  innere 
Mechanismus  ihrer  Organe,  so  würde  man  imstande  sein,  die  ganze 
Lebensentwicklung  durch  Formeln  darzustellen,  insbesondere  würde 
man  die  Gleichungen  derjenigen  Kurven  erhalten  können,  welche  den 
Umriß  ihrer  (grünen)  Blätter  darstellen.  Aber  umgekehrt,  wenn  man 
auch  diese  Gleichungen  kennte,  würde  man  dennoch  nicht  das  Leben 
jener  Pflanze  durch  Formeln  darstellen  können;  doch  auch  von  diesem 
Ziele  ist  man  noch  weit  entfernt,  indem  man  sich  begnügen  muß,  die 
Blattumrisse  durch  Gleichungen  darzustellen,  die  nicht  exakt,  sondern 
nur  in  einfacher  Weise  angenähert  diese  wiedergeben.  Welche  Be- 
deutung demnach  für  den  Fortschritt  der  Botanik  die  Untersuchungen 
haben,  welche  Bodo  Habenicht2)  angestellt  hat,  um  eine  angenäherte 
analytische  Darstellung  der  Form  der  Baumblätter  zu  erhalten,  dies 
zu  beurteilen  möge  dem  Leser  überlassen  bleiben;  wir  beschränken 
uns  hier  darauf,  seine  mathematischen  Betrachtungen  (mit  erläutern- 
den Zusätzen)  darzulegen3). 


1)  Von  Brocard  angewandter  Name  (Note  de  bibliographie  des  courbes  géo- 
métrigues.  Partie  complémentaire,  Bar-le-Duc,  1899,  S.  100).  Verf.  hatte  früher 
den  Namen  botanische  Kurven  vorgeschlagen  (s.  Verhandlungen  des  I.  inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresses,  Leipzig  1898,  S.  294). 

2)  Die  analytische  Form  der  Blätter  (Quedlinburg,  1895);  Beiträge  zur 
mathematischen  Begründung  einer  Morphologie  der  Blätter  (Berlin,  1905). 

3)  Es  dürfte  wohl  überflüssig  sein,  auf  die  Analogie  der  vorliegenden  Unter- 
suchungen mit  denen  über  das  Trifolium  pratense  (Nr.  111)  und  die  Rhodo- 
neen  (vgl.  das  vor.  Kap.)  hinzuweisen.    "Wir  wollen  noch  bemerken,   daß  diesen 

Loria,  Ebene  Kurven.    2.  Aufl.    I.  24 
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Der  Umriß  eines  jeden  Blattes  ist  eine  in  bezug  auf  eine  Achse 
symmetrische  Kurve1),  wenn  wir  von  einigen  Ausnahmen  absehen. 
Jeder  Punkt  desselben  befindet  sich  in  endlichem  Abstände  von  irgend 
einem  anderen  beliebigen  Punkte  des  Blattes,  daher  wird  sich  der 
Umriß  in  Polarkoordinaten  q,  co  durch  eine  Gleichung  von  folgendem 
Typus  darstellen  lassen  _,,   N 

wo  F  im  reellen  Gebiete  eine  eindeutige,  stetige  und  endliche  Funktion 
von  co  ist.  Jeder  Radiusvektor  muß  die  Kurve  in  einem  einzigen 
Punkte  schneiden,  daher  wird  F  ferner  eine  periodische  Funktion  mit 
der  Periode  2tc  sein,  also  von  der  Form  cp  (sin  co,  cos  co).  Wählt  man 
nun  als  Polarachse  die  Symmetrielinie  des  Blattes,  so  müssen  gleichen 
und  entgegengesetzten  Werten  von  co  dieselben  Werte  von  q  ent- 
sprechen: dies  erfordert,  daß  sin  co  in  der  Funktion  cjd  nicht  auftritt. 
Es  ergibt  sich  dann  folgende  Gestalt  der  Gleichung 

Q  =  f  (COS  CO)  , 

wo  f  eine  ähnliche  Funktion  ist  wie  die  vorige  F.  Den  einfachsten 
Fall  erhält  man,  indem  man  setzt 

q  =  a0  +  ax  cos  äs  -f-  a2  cos2  co  +  a3  cos3  co  + +  a»  cos?l  a  •  0) 

Setzt  man  nun  für  cos*  co  (Je  =  l,  2,  3  . . .  n)  den  bekannten  Ausdruck  in 
Funktionen  von  cos  co,  cos  2  co,  ...  cos  1c co,  so  kann  man  (1)  durch  eine 
Gleichung  von  folgendem  Typus  ersetzen 

q  =  b0  -f-  \  cos  ra  +  ^2  cos  2co  -f  &3  cos  3 co  -f- +  bn  cos  nco  .  (2) 

Wenn  man  nun  —  dem  Beispiele  von  Habenicht  folgend2)  — 
noch  außerdem  die  Bedingung  einführt,  daß  die  Summen  der  Vektoren, 
die  den  Winkeln  co  und  co  -f-  ^  entsprechen,  gleich  einer  Konstanten  c 
(genannt  der  Durchmesser  des  Blattes)  sei,  so  erhält  man 

f((o)  +f(ùO  +  7t)  =  C, 

für  alle  Werte  von  co;  demnach  muß  in  der  Gleichung  (1) 

a2  =  ai  = =  0 

das  Pflanzenleben  betreffenden  Forschungen  auf  das  Tierreich  bezügliche  ent- 
sprechen; siehe  nämlich  den  Schluß  von  Kap.  7  des  folgenden  Abschnittes  (II.  Bd.), 
außerdem  J.  F.  Blake,  On  the  measurement  of  the  curves  formed  by  cephalopodes 
and  other  mcillusks  (Phil.  Magazine,  1878). 

1)  Sieht  man  von  dieser  einschränkenden  Bedingung  ab,  so  wächst  die 
Zahl  der  darstellenden  Kurven  ungemein;  man  erhält  z.  B.  solche,  die  durch  die 
Gleichung  q  =  o  -\-  b  cos  na  -f  c  sin  nco  dargestellt  werden,  auf  die  auch  Habe- 
nicht stieß  (a.  a.  0.  S.  14). 

2)  Die  neue  Bedingung  ist  jedoch  von  ihm  nicht  immer  beibehalten  worden, 
und  so  (S.  5 — 7)  betrachtet  er  an  einer  Stelle  die  Kurven 

q  =  a  -\-  b  cos  2  nco  ,       q  =  a-\-b  cos  n  co , 

die  er  dann  ausschließt,  weil  sie  eine  doppelte  Symmetrie  besitzen. 
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sein  und  in  (2)  , 

&2=&4  = =  0. 

Dieser  Umstand  reduziert  die  vorhin  angeführten  Gleichungen  auf 
folgende  Form 

q  =  a0  +  »i  cos  03  -j-  a3  cos3  co  + -f  o^+i  cos2p+1  co    .     .     (1') 

0  =  &0  +  &x  COS  03  +  &3  COS  3o3  + +  &2p  +  l  C0S  (2#  +  l)o  .       (2') 

Diese  stellen  dann  Kurven  von  der  Ordnung  4(p  -f-  1)  dar,  deren 
„Durchmesser"  bzw.  2a0  oder  2&0  sind.  —  Setzen  wir 

Qk=bkcoskco,       (Jc  =  o,  l,  3  .  ..2p  +  l), 

so  erhalten  wir  offenbar  die  Gleichungen  eines  Kreises  und  von  p  + 1 
Rhodoneen;  und  da  Gleichung  (2')  infolgedessen  äquivalent  ist  mit 
folgender  Gleichung 

so  ist  klar,  daß  man  die  durch  Gleichung  (2')  dargestellte  Kurve 
durch  Addition  der  Radienvektoren  jener  p  -f-  2  Rhodoneen  (deren  erste 
ein  Kreis  ist)  erhalten  kann.  Eine  ähnliche  Konstruktion  erhält  man 
auch  vermittelst  der  Gleichung  (1').     Setzt  man  nämlich 

Qk  ™  ak  cos*  ra  j     (&  =  0,  1,  3 ,  2p  +  1) 

so  erhalten  wir  die  Gleichungen  von  p  -f-  2  Kurven  von  einer  Art, 
mit  der  wir  uns  binnen  kurzem  (in  Nr.  139)  beschäftigen  werden, 
und  da  nun  (1')  wird  zu 

Q  =  Po  +  Öi  +  P2  + Qp> 

so  kann  die  durch  (l')  dargestellte  Kurve  leicht  mit  Hilfe  jener  kon- 
struiert werden. 

Der  einfachste  Fall  der  Kurven  (]/)   und  (2')  ist  ein  Kreis.     Es 
folgt  dann  jener  mit  der  Gleichung 

q  =  aQ  -+-  ax  cos  co, 

welche  eine  Pascalsche  Schnecke  ist  (s.  Nr.  70);  da  die  geometrischen 
Blätter  ohne  Knoten  sein  sollen,  so  ist  a0  >  at  anzunehmen.  —  Lassen 
wir  p  unbestimmt,  so  gehört  dem  Typus  (1')  auch  die  Kurve  von  der 
Ordnung  4(p  -f-  1)  an,  welche  die  Gleichung  hat: 

Q  =  a(l  +  cos**  +  1ra); .     (3) 

sie  heißt  die  (p -\-  l)te  Herzkurve.  Ähnlich  dieser  sind  die  Kurven 
mit  der  allgemeinen  Gleichung 

/      2P  +  1, \ 

q  =  a  (1  -f-  f/cos  03  ) , (4) 

die  ebenfalls  von  der  Ordnung  4  (p  -{-  1)  sind. 

Die  Gleichungen  (1')  und   (2')  schienen  Habenicht  noch  nicht 
hinreichend,  um  die  Gestalt  der  Blätter  irgend  einer  Pflanze  gut  dar- 


24* 
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zustellen,  und  deswegen  hat  er  sie  in  verschiedener  Weise  modifiziert1). 
Es  erscheint  uns  nicht  angebracht,  hier  auf  diese  Modifikationen  ein- 
zugehen, zumal  sie  den  Boden  verlassen,  der  zu  Anfang  durch  die 
Bestimmungen  über  die  Funktionen  F,  q>  und  f  gelegt  wurde.  Wir 
wollen  dagegen  bemerken,  daß  die  Gleichungen  vom  Typus  (1')  und 
(2^  dennoch  dazu  dienen  können,  die  Gestalt  eines  beliebigen  Blattes 
mit  großer  Annäherung  zu  bestimmen.  Man  betrachte  nämlich  auf 
demselben  p  +  2  ausgezeichnete  Punkte,  und  wenn  man  p  hinreichend 
groß  nimmt,  so  bekommt  man  alle  wichtigen  Punkte  des  Blattes  hin- 
ein. Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (1')  oder  (2'),  so  daß  sie  den 
Polarkoordinaten  aller  dieser  Punkte  genügen,  so  erhält  man  p  -f  2 
lineare  Gleichungen  für  die  Konstanten  <x0,  a1}  .  . .  .,  a2P+1)  die  zur 
Bestimmung  derselben  und  somit  auch  der  Gleichungen  (1')  oder  (2') 
dienen  können. 

Es  ist  klar,  daß  man  auch  auf  anderen  Wegen  zu  diesem  Ziele 
gelangen  kann.  So  wird  z.  B.  die  eigentliche  Herzform  $p  der  Blätter 
sehr  schön  wiedergegeben  durch  die  Kurve2) 

(x?  -f:  2/2  —  a2)5  =  4:a2x2y2, 

die  überdies  noch  die  Eigentümlichkeit  hat,  daß  die  Punkte  (±  a,  0) 
dreifache  Punkte  sind,  die  äußerlich  als  solche  nicht  erkennbar  sind, 
weil  zwei  der  hindurchgehenden  Kurvenzüge  imaginär  sind. 


Zehntes  Kapitel. 

Die  Ovale,  die  dreieckigen  Kurven  und  die  Orbiformen. 

139.  Man  betrachte  einen  Kreis  mit  dem  Zentrum  C  und  dem 
Radius  r,  sowie  einen  Punkt  0  seiner  Ebene  (Taf.  XI,  Fig.  83);  man 
ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl  t  und  nenne  P  den  einen  Schnitt 
desselben  mit  der  Peripherie  jenes  Kreises;  darauf  projiziere  man  P 
senkrecht  auf  den  Durchmesser  OC  in  Q,  dann  Q  in  Pi  auf  den 
Strahl,  darauf  Pt  in  Q1  auf  OC  usw.  Man  erhält  dann  schließlich 
einen  Punkt  Pn  auf  t,  der,  wenn  t  um  0  rotiert,  eine  Kurve  durch- 
läuft, die  man  nach  einem  Vorschlage  von  F.  Munger  eine  eiförmige 
Kurve  oder  ein  Oval  nennt3).  Um  dessen  Gleichung  zu  finden,  nehmen 


1)  Um  Beispiele  zu  geben,  findet  JB.  für  das  Blatt  des  Sauerklees   die 

analytische  Darstellung'  .  ,„    ,  „    .    .    .   .   „  _ 

J  o      p  =  4(1 -f- cos3a>)  _|_4sin-3g?, 

während  das  des  Efeus  wiedergegeben  wird  durch 

q  =  3  (1  -j-  cos9©)  -f-  2  cosca  -f-  sin*«  —  2  sins  3  q>  -cos4  —  « 

2 

2)  Entnommen  aus  dem  S.  348  angeführten  Werkchen  von  E.  Beutel  (S.  145). 

3)  F.  Munger,  Die  eiförmigen  Kurven  (Inaugural-Dissert.  Bern,  1894). 
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wir  0  als  Pol,  OC  als  Polarachse  und  bezeichnen  mit  d  die  Länge 
der  Strecke  OC.     Dann  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises: 

p2 -2dp  cos  co +  d2  —  r2  =  0; (1) 

nennen  wir  dann  die  Radienvektoren  der  Punkte  P,,  P„,  .  .  .  P  bzw. 
qx,  q2,  ...  Qn}  so  ist  offenbar 

Qi  =  Q  cos2  co ,     Q2  =  Q  cos4  co ,     Qn  =  9  cos2"  co  ; 

setzen  wir  nun  in  (1)  ein   p  =  — =-— ,  so  erhalten  wir 

qI  —  2d>racos2w+1co-f  (d2-r2)cos4Hco  =  0,  .     .     .     (2) 

welches  die  Polargleichung  des  Ovales  ist.  Gehen  wir  zu  kartesischen 
Koordinaten  über,  so  bekommen  wir 

(x2  +  2/2)2w+1  -  2dx2n  +  1  {x2  +  */2)n  +  (d>  -  r2)^4"  =  0 .    .     (3) 

Das  konstruierte  Oval  ist  also  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2(2n-\- 1), 
welche  in  0  einen  4 w- fachen  Punkt  hat,  dessen  zugehörige  Tangenten 
mit  der  ^/-Achse  zusammenfallen;  im  Anfangspunkte  sind  auch  alle 
Schnitte  der  Kurve  mit  dieser  Achse  konzentriert;  die  Schnitte  mit 
der  #-Achse  hingegen  sind  der  Anfangspunkt  4ranal  gezählt  und  die 
Punkte  mit  den  Aszissen  d  +  r,  d.  h.  die  Endpunkte  A,  B  des  Durch- 
messers OC.  Alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  fallen  in  die 
Kreispunkte  der  Ebene.  Die  Kurve  ist  symmetrisch  in  bezug  auf  die 
#-Achse  und  berührt  die  beiden  von  0  an  den  gegebenen  Kreis  ge- 
zogenen Tangenten. 

Nehmen  wir  in  Gleichung  (3)  n  =  0,  so  erhalten  wir  den  Kreis 
wieder,  von  dem  wir  ausgegangen  sind.  Nehmen  wir  dagegen  n  =  1, 
so  bekommen  wir  eine  Kurve  sechster  Ordnung,  dargestellt  durch  die 
Gleichung     (x*  +  ysy  -  2dx*(x2  +  y2)  +  (d2  -  r2)x±  =  0;     .     .     (4) 

die  Kreispunkte  der  Ebene  sind  Spitzen  der  Kurve  mit  der  unend- 
lich fernen  Geraden  als  gemeinsamer  Tangente.  Jenachdem  der  feste 
Punkt  0  außerhalb,  auf  der  Peripherie  oder  innerhalb  des  gegebenen 
Kreises  liegt,  nimmt  sie  verschiedene  Gestalt  an  (Taf.  XI,  Fig.  83  a,  i>, 
u.  84).  Bemerkenswert  ist  der  Fall  d  =  0;  die  entsprechende  Kurve  ist 
auch  zu  Oy  symmetrisch,  besteht  demnach  aus  zwei  gleichen  geschlos- 
senen Zügen;  wegen  ihrer  Gestalt  wurde  sie  von  Munger  Doppel- 
eil ini  e  genannt;  sie  wird  in  Polar-  bzw.  kartesischen  Koordinaten 
durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

q  =  r  cos2  co ,     (x2  -f  y2)3  —  *"2#4  ==  0- x) 

1)  Auf  diese,  ähnliche  und  allgemeinere  Kurven  stieß  C.  H.  L.  Schmidt 
in  seiner  Abh.   über  einige  Kurven  höherer  Ordnung  (Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw. 

Unterr.   38.  Jahrg.  1907,  S.  485  ff.);  daselbst  werden  andere  Punktkonstruktionen 

3 
und  die  Quadratur  behandelt.     Die  obige  Kurve  hat  z.  B.  die  Fläche  —itr*. 
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Da  man  die  Polargleichung  auch  schreiben  kann  als 

q  =  y  eos2ra  +  —  , 

so  sieht  man:  Die  Doppeleilinie  ist  eine  Konchoide  der  vierblättrigen 
Rosenkurve  (S.  365,  IY). 

Alle  Ovale  sechster  Ordnung  können  noch  auf  eine  andere  Weise 
konstruiert  werden,  die  verdient  hervorgehoben  zu  werden:  Die  ge- 
gebenen Stücke  sind  dieselben,  die  Punkte  mögen  wie  vorhin  mit  P, 

Q,  P1; bezeichnet  werden.     Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt 

Q  mit  dem  Radius  Q  0  einen  Kreis  und  bestimme  dessen  zweiten  Schnitt 
Mx  mit  t\  wir  behaupten,  der  Ort  des  Punktes  Mx  ist  ein  Oval  sechster 
Ordnung  (Taf.  XI,  Fig.  82).  Bezeichnen  wir  noch  mit  co  die  Winkel 
QOP,  QMXP,  so  wird 


<QPMX 

=  1  +  0.,      ^PQMX  = 

7t 

=  2-ra 

daher  ergibt 

sich 

aus  ( 

lern  Dreiecke  PQMX 
cos  2  o        cos  co 

Da  aber 

QM,  _     OQ         op 

COS  CO           COS  CO                        7 

so  ist 

PMX=  OP-COS2035 

daraus  folgt 

Oi 

W.  = 

0P(1  +  cos2g3Ì  =  2-0, 

P- COS2  03. 

Setzen  wir  nun,  wie  wir  es  vorhin  getan,  0P=q,  und  ferner 
0MX=  q',  so  ist 

"        2  cos 2  co 

Setzen  wir  dies  in  (1)  ein,  so  findet  man 

p'2  —  4do'  cos3 ei  +  4  (d2  —  r2)  cos4co  =  0, 
und  dann 

(p*  +  y*y  _  Ad  (x2  +  y2)  x*  +  4  (d2  -  r2)  xi  =  0 ; 

da  diese  sich  von  (4)  nicht  unterscheidet,  als  nur  durch  die  Vertau- 
schung von  d  und  r  in  2d  und  2r,  so  ist  die  obige  Behauptung  er- 
wiesen. 

140.  Zu  der  Reihe  von  Untersuchungen,  welche  die  Bestimmung 
der  Gleichungen  von  vorher  gestaltlich  bekannten  Kurven  im  Auge 
haben,  hat  auch  Euler  einen  wichtigen  Beitrag  geliefert1).  Während 
fast  bei  allen  übrigen  von  ihm  ausgehenden  Forschungen  ihm  eine 
Schar  von  Schülern  oder  Kommentatoren  folgte,  sind  diejenigen  For- 


1)  S.  die  Abb.  De  curvis  triangularibus  (Acta  Academiae  Sc.  Imp.  Petrop. 
pro  anno  MDCCLXXVIII,  Pars  posterior,  Petersburg  1781). 
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schlingen,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen,  soweit  uns 
bekannt,  leider  von  niemandem  fortgesetzt  worden.  Es  bleibt  uns 
also,  wenn  wir  über  sie  in  den  Hauptzügen  berichten  wollen,  nichts 
anderes  übrig,  als  getreulich  die  Gedanken  des  großen  schweizerischen 
Mathematikers  wieder  zu  geben,  und  wir  dürfen  erfreut  sein,  wenn 
dieser  Hinweis  jemanden  veranlassen  sollte,  sich  eifrigst  mit  den  Fragen 
wieder  zu  beschäftigen,  um  Lösungen  zu  erhalten,  die  den  Anforde- 
rungen in  bezug  auf  Strenge  und  Vollständigkeit  besser  genügen. 

Dreieckige  Kurven  nennt  man  solche,  deren  sämtliche  reellen 
Punkte  drei  endliche  Bogen  BC,  CA,  AB  bilden,  die  sich  zu  zweien 
in  den  Punkten  A,  B,  C  berühren  (Taf.  XI,  Fig.  85),  die  also  Spitzen 
der  Kurven  sind.  Ein  Beispiel  einer  derartigen  Kurve  bietet  die 
dreispitzige  Hypozykloide  (Nr.  72);  daß  es  deren  noch  unzählig  viele 
andere  gibt,  ist  zuerst  von  Euler  bewiesen  worden,  indem  er  folgen- 
des Problem  der  geometrischen  Optik  löste:  „Gegeben  ein  leuchtender 
Punkt,  eine  Kurve  zu  finden  derart,  daß  jeder  von  jenem  ausgehende 
Lichtstrahl  nach  zweifacher  Reflexion  an  ihr  zum  Ausgangspunkt  zu- 
rückkehrt *)." 

Die  Untersuchung  der  dreieckigen  Kurven  ist  schwerer  als  die 
ihrer  Evolventen;  es  ist  daher  nützlicher  in  der  Untersuchung  mit 
diesen  zu  beginnen.  Wir  bezeichnen  mit  a,  b,  c  die  Länge  der 
Bogen  BC,  CA,  AB  der  dreieckigen  Kurven  und  nehmen  an,  daß 
der  die  Evolvente  erzeugende  Faden  als  Anfangslage  AF  eine  Strecke 
von  der  Länge  f  habe.  F  ist  dann  der  Anfang  der  Evolvente.  Stellen 
wir  uns  nun  vor,  daß  der  Faden  sich  von  dem  Bogen  AB  abwickele, 
dann  wird  zu  Ende  dieser  Operation  der  Faden  die  Tangente  an  die 
beiden  Bogen  AB  und  BC  bilden,  während  der  die  Evolvente  erzeugende 

Punkt  jPin  G1  angelangt  ist,  so  daß  BGt  =  Bogen  BA  -f-  AF  =  c+f. 
Man  setze  die  Abwickelung  auf  dem  Bogen  BC  fort,  und  man  wird 
am  Ende  zu  einem  Punkte  H  gelangen,  derart,  daß  die  Gerade  CH 
Tangente   in   C  an  die   dreieckige  Kurve  ist,  und  man  hat   alsdann, 

Bogen  BC  +  CH=BG1}  und  daher  ist  CH=f+c  —  a.  Wickeln 
wir  nun   den  Faden  auf  den  Bogen  AG  auf,    so   erhält  man  zuletzt 


1)  Dieses  Problem  findet  sieb  formuliert  in  einem  Briefe  von  Euler  an 
Goldbacb  vom  16.  Februar  1745  (s.  P.  H.  Fuß,  Correspondance  mathématique  et 
physique  de  quelques  célèbres  géomètres  du  XVIII  Siede,  I.  St.  Petersburg,  1843, 
S.  314)  und  lieferte  für  lange  Zeit  Stoff  zu  einem  Ideenaustausch  zwischen  diesen 
G-eometern,  niebt  nur  bevor  Euler  die  Lösung  veröffentlicht  batte  (Solutio  proble- 
matis  in  Actis  Lipsiensibus  propositi.  Acta  erudit.  1746,  oder  aueb  a.  a.  0.  S.  341 
bis  354),  sondern  auch  nachher  (s.  die  oben  angeführte  Correspondance)  ;  die  ge- 
fundene Linie  wird  daselbst  immer  mit  dem  Namen  „curva  catoptrica"  be- 
zeichnet; eine  von  der  Eulerschen  verschiedene  Methode,  sie  zu  bestimmen,  wurde 
von  Oechlin  erdacht  und  von  Euler  dem  Goldbach  am  25.  Juni  1748  mit- 
geteilt (s.  Correspondance  etc.  L,  S.  463). 
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eine  Lage  Fx  des  beweglichen  Punktes,  derart,  daß  AFt  die  drei- 
eckige Kurve  berührt,  so  daß  AF1  =  AC-\-  CH=  /"+  b-\-  c  —  a.  Setzen 
wir  die  Abwickelung  des  Fadens  noch  weiter  fort,  so  erhält  man  die 

Tangente  BG,  an  die  Kurve  in  B,  von  der  Länge,  daß  AB  +  B Gt  =  AFX 
und  daher  BG  =  f  -\- b  -\-  c  —  a  —  c  =  f  -\-b  —  a;  im  weiteren  Ver- 
lauf entsteht  dann  die  Strecke  CH1}  die  die  Kurve  wieder  in  C  be- 
rührt, so  daß  CHX  =  BC  +  BG  =  a  +  f  -\-  b  —  a  =  /"  +  &  ;  lassen  wir 
schließlich  sich  den  Faden  wieder  auf  CA  aufwickeln,  so  kommen 
wir  zum  Ausgangspunkte  F  zurück.  Es  geht  daraus  hervor,  daß  jede 
Evolvente  einer  dreieckigen  Kurve  eine  geschlossene  Kurve  von  der 
Gestalt  eines  Ovals  ist,  FGXHFXGHX,  wie  es  die  Figur  zeigt;  alle 
Tangenten  der  dreieckigen  Kurve  sind  doppelte  Normalen  des  Ovales1). 
Euler  nannte  sie  orbiforme  Kurven,  und  stellte  bei  ihnen  mit 
Hilfe  folgender  Überlegung  eine  interessante  Eigenschaft  fest: 
Aus  dem  Vorigen  ergibt  sich 

FxF=2f-a  +  b  +  c,     GXG  =  2f  +  a  -b  +  c, 
HHx  =  2f+a  +  b-c. 

Ist  nun  XXX  eine  beliebige  Tangente  der  Kurve  und  S  ihr  Berüh- 
rungspunkt, so  ist,  wenn  wir  z.  B.  annehmen,  daß  sie  dem  Bogen  AG 
angehöre 

SX   =  Bogen  SC  +  CH=  Bogen  SC  +  f  +  C  -  a; 


daher 
d.  h. 


SXt  =  Bogen  AS  +  AF  =  Bogen  AS  +  f 

SX  +  SX^Bogen^S  +  BogeuSC-f  2f  +  C  -  a , 

XX1  =  2f-a  +  b  +  c. 


Folglich:  Die  Normale  in  einem  beliebigen  Pnnkte  einer  orbiformen 
Knrve  trifft  diese  in  einem  zweiten  Punkte  Xx,  in  welchem  sie 
ebenfalls  normal  ist,  und  der  Abstand  der  beiden  Punkte  X  und  Xx 
ist  konstant;  es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Eigentümlichkeit,  von 
der  man  früher  glaubte,  daß  sie  ausschließlich  dem  Kreise  zukomme. 
Setzen  wir  f  =  a  -\-~k,  so  nehmen  die  vorigen  Relationen  eine 
mehr  symmetrische  Form  an,  die  bemerkenswert  ist;  sie  werden  dann 
nämlich  zu 


1)  Diese  Kurven  sind,  also,  um  mit  Gr.  Humbert  zu  reden  (Sur  les  courbes 
planes  rectificables,  Liouvilles  Journ.  4e  Sér.  IV,  1888,  S.  141),  komplexe  Kurven; 
er  nennt  einfache  Kurven  solche,  deren  Normalen  im  allgemeinen  einfache  Nor- 
malen, komplexe  solche,  bei  denen  jede  Normale  eine  doppelte  Normale  ist;  es 
ist  bekannt,  daß  eine  nicht  zerfallende  Kurve  nicht  alle  ihre  Normalen  als 
mehrfache  von  einem  Grade  >  2  haben  kann. 
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AF  =a  +  l,  JBG  =  b  +  h}  CH  =  c  +  Jc; 

AFX  =  b  -f  g  +  k,      BGx  =  c  +  a  +  k-}     CHX  =  a  +  b  +  ~k  ; 

tfFi  =  (?6?!  =  HHX  =  XZX  =  a  +  6  +  c+  2ä. 

141.  Die  oben  aufgestellten  Sätze  eignen  sich  zur  Auffindung 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Orbiformen.  Es  sei  nämlich  FMF1M1 
(Taf.  XI,  Fig.  86)  eine  Orbiforme  bezogen  auf  die  Doppelnormale  FFX 
als  Achse;  MMX  sei  eine  zweite  beliebig  gewählte  Doppelnormale, 
welche  FFX  in  N  schneidet;  P  und  Px  seien  die  Projektionen  von 
M  und  Mx  auf  FFX.     Wir  setzen 

FFx  =  MMx  =  2f;    FP=X,    PM=Y,    PPx  =  x; 


dX 


-P, 


dx 


P 


PxMx  =  -y, 
und  erhalten  dann: 

mn=  ryr+r*,  iif1iv1  =  -2/i/r+72,  p=i>. 

Sei  $  der  Punkt,  in  welchem   das  yon  M  auf  FFX  gefällte  Lot  die 
durch  Mx  zu  FFX  gezogene  Parallele  schneidet,  so  ist,  weil 

MS  =  MMl 
MP~ 


MS 


9fMP_ 


mn    yi+p 

Ferner  ist,  weil  P  =  p , 


MN  ' 
2/?      ,    und  daher  Ü^S^ 


yi+^ä 


a/i» 


Da  ferner 

MS=  MP+  MXPX=  Y 
so  ergibt  sich 

Wir  setzen  nun 


MS=-^ä=,    MXS  = 


MXS  =  FPx-FP  =  x-X, 


2/ 


z-X  = 


2/i) 


(5) 


yi+p 

Y+y=2B (6) 

Kombinieren  wir  diese  mit  der  vorigen  Gleichung,  so  erhalten  wir 

Y=B  + 

(?) 


X=Q- 


yr+F 

fh 


yi+v*  j 

Differenzieren  wir  diese,  so  ergibt  sich: 
fp-dp     \ 


y  =  B- 

x  =  Q  + 


f 


yi  +  p* 
fp 


(- 


(8) 


dY=dB- 

dX  =  dQ- 


V(l+2>2)8   I 
fdp        f 


dy  =  ^P  + 
dx  =  dQ  -\- 


Yi  +  P*  ) 

fp-dp 


Va+pV  I 

f-äp       j 
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und  weil  nun  ^Y       dy 

dX=~~dx=  P> 
so  folgt 


Y(i+p*)>    *     *    i/(i+i>2)3? 

worin  die  Vorzeichen  einander  entsprechen,  und  die  dann  darauf  zu- 
rückgehen, daß  dB  =  p-dQ,  mit  anderen  Worten,  daß 

B=fp-dQ (9) 

Da  wir  auf  alle  Bedingungen  des  Problems  Rücksicht  genommen 
haben,  so  sehen  wir:  „Nimmt  man  für  Q  eine  beliebige  Funktion  von 
p,  die  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  ist,  daß  die  Integration 
fp-dQ  ausführbar  sei,  so  liefert  die  Gleichung  (9)  B,  und  daher 
liefern  die  Gleichungen  (7)  die  Koordinaten  des  Punktes  M  in  Funk- 
tionen des  Parameters  p;  die  Gleichungen  (8)  liefern  dann  die  des 
entsprechenden  Punktes  M^  belassen  wir  den  Wurzeln  ihre  Doppel- 
deutigkeit, so  sind  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  nicht  wesentlich  ver- 
schieden". Wir  können  daher  die  Gleichung  (8)  als  allgemeine  para- 
metrische Darstellung  der  Orbiformen  ansehen. 

Zu   einer    anderen  bequemeren  Darstellung  gelangt  man,    indem 
man  beachtet,  daß  sich  (9)  auch  schreiben  läßt 

R-pQ-jQ'äp-, 

setzt  man  dann  jQ  ■  dp  =  8,  oder  auch  Q  =  -5— ,  so  hat  man 


und  daher 


*-*>!-». 


-  —  _|_        /fo  =      dS  _   a  _  f  /1ß\ 

~  dp    yr+P  '     y  ~ p  dx         yr+p  '      ^ 

In  dieser  neueren  parametrischen  Darstellung  der  Orbiformen  ist  S  eine 
beliebige  Funktion  von  p,  die  jedoch  in  der  Art  zu  wählen  ist,  daß 
die  x,  y  immer  als  endlich  sich  ergeben;  wollen  wir  eine  algebraische 
Kurve  erhalten,  so  kann  man  setzen 

«=  <*o  +  «iP  +  "sP*  H amPm 

ßo+ßiP  +  ßZP*+.----ßnPn   ' 

wo  m  <  n  ist  und  der  Nenner  keine  reellen  linearen  Faktoren  enthält. 
Aus  Gleichung  (10)  kann  man  die  analytische  Darstellung  der 
dreieckigen  Kurven  ableiten,  wenn  man  sich  erinnert,  daß  diese  die 
Evoluten  der  Orbiformen  sind.  Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen, 
beachten  wir,  das  die  00 1  Orbiformen,  die  den  unendlich  vielen  Werten, 
welche  die  Konstante  f  annehmen  kann,  entsprechen,  die  Evolventen 
einer   und    derselben    dreieckigen  Kurve   sind,   so  kann  man,  um  die 
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Darstellung  dieser  zu  erhalten,  annehmen,  daß  für  f  ein  möglichst 
günstiger  Wert  gewählt  sei,  z.  B.  /"  =  0;  dann  hat  man 

do  do        a  ,11s 

x-dj>    y-Pdp~s (ii) 

Benutzen  wir  die  bekannten  Ausdrücke  für  die  Koordinaten  t  und  u 
des  Krümmungsmittelpunktes,  so  ergibt  sich 

*  =  |f-i>(l+i>8)0,      — *  |  -sv+rtfß.    .(12) 

Dies  ist  die  gesuchte  analytische  Darstellung  der  dreieckigen 
Kurve;  sie  zeigt,  daß  der  Krümmungsradius  R  der  Kurve  (11)  ge- 
geben wird  durch  ,2  „ 

B-y(i+1,«)«p (13) 

Aus  (12)  kann  man  ableiten 

dp  °P  dp*      PKL-rP  )dps,     dp      ÖP  dp*^^  ^p  Ups-    •    W 

und  daher  ist  dt         du 

dp+Pdp  =  °i (15) 

in  jedem  reellen  Punkte  der    Kurve,    für   welchen  -r-=0,    ist    auch 

du" 

j-  =  0  und  umgekehrt,  daher  ist  dieser  Punkt  ein   singulärer  Punkt, 

d.  h.  eine  der  drei  Spitzen  der  Kurve  (vorausgesetzt,  daß  diese  die 
einzigen  vielfachen  Punkte  der  Kurve  seien). 

Aus  der  Gleichung  (14)  leitet  man  ferner  ab,  wenn  s  den  Bogen 
der  dreieckigen  Kurve  bedeutet: 


weshalb  wegen  (13)  s  =  R  -f-  const., 

was    man    übrigens    voraussehen  konnte,    weil   ja  die  Kurve  (12)   die 
Evolute  der  Kurve  (10)  ist. 
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142.  Bei  der  in  Nr.  139  dargelegten  Konstruktion  der  Münger- 
schen  Ovale  führen  wir  die  spezielle  Voraussetzung  ein,  daß  der 
Punkt  0  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  liegt;  dies  ist 
gleichbedeutend  mit  der  Annahme  d  =  r;  die  dortigen  Gleichungen  (2) 
und  (3)  werden  dann  zu 

Qn  =  2r  •  cos2w+1o (1) 

resp.  (x2  +  yzy  +  1  =  2r%*n  +  1 (2) 
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und  stellen  dann  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2  (n  -f  1)  dar,  die  im 
Anfange  einen  (2  n  +  1)  fachen  Punkt  hat,  dessen  sämtliche  Tangenten 
mit  der  y-Achse  zusammenfallen. 

Die  einfachste  Kurve  dieser  Art,  nächst  dem  Kreise,  erhält  man, 
wenn  n  =  1  ;  in  diesem  Falle  ergibt  sich  eine  Kurve  vierter  Ord- 
nung, die  einige  Astronomen,  unter  diesen  sogar  Kepler1),  zur  Dar- 
stellung der  Bahn  des  Planeten  Mars  angewendet  haben;  später  wurde 
sie  von  Pater  Villapaudo  erdacht,  der  sie  wegen  der  von  ihr  ge- 
machten Anwendung  auf  die  Verdoppelung  des  Würfels  Proporzio- 
natrice  secondaria  nannte;2)  mehr  als  zwei  Jahrhunderte  später  (1868) 
wurde  dieselbe  Kurve  von  L.  Seidel  bemerkt,  der  sie  wegen  ihrer 
Form  (s.  Taf.  XI,  Fig.  83  &)  das  eigentliche  Oval  nannte3);  endlich 
vor  wenigen  Jahren  traf  G.  de  Longchamps  im  Verlaufe  seiner 
Untersuchungen  über  diejenigen  Linien,  die  sich  mit  Lineal  und 
Winkelscheit  konstruieren  lassen  auch  auf  diese  Kurve  und  gab  ihr 
den  Namen  folium  simple4).    Aus  der  Polargleichung  der  Kurve 

q  =  2rcos3co 

ergibt  sich  die  Kurvenfläche  (die  Kepler  vergebens  zu  bestimmen 
versucht  hatte)  als 


F  =  4  d2j  cos6  a?  •  d  co  =  4r2  — 


3  •  5  7T  5      o 


4-6  2 
o 

d.  i.  also  -T  der  Fläche  des  gegebenen  Kreises.5) 

Kehren  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  (1)  zurück.  Wir  betrachten 
einen  beliebigen  Punkt  Pn  der  durch  sie  dargestellten  Kurve;  wir  pro- 
jizieren ihn  in  H  auf  den  Durchmesser  OC  und  tragen  dann  auf  der 
Geraden  OPn  die  Strecke  OM=OH  ab;  der  Ort  der  Punkte  M 
hat  dann  offenbar  die  Polargleichung: 

p  =  2r-cos2"  +  2co, (3) 

ist  daher  eine  ähnliche  Kurve,  wie  die  durch  (1)  dargestellte.  Zwei 
andere  verwandte  Kurven  werden  erhalten  durch  die  Konstruktionen, 
die  wir  uns  jetzt  anschicken  darzulegen: 


1)  Astronomia  nova  (Prag,  1609)  S.  337. 

2)  V.  Viviani,  Quinto  libro  die  Euclide  o  Scienza  universale  delle  pro- 
porzioni (Firenze,  1647)  S.  275—280. 

3)  A.  Wittstein,  Notiz  über  das  eigentliche  Oval  (Arch.  Math.  Phys.  2.  Ser. 
XIV,  1895). 

4)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  règie  et  de  l'équerre  (Paris,  1900)  S.  126.  Vgl. 
auch  Cours  de  problèmes  de  geometrie  analytigue  II  (Paris,  1899)  S.  400. 

5)  Fällt  man  von  einem  Punkte  A  des  Halbkreises  auf  den  Durchmesser 
BG  das  Lot  AH  und  von  H  die  Lote  HP  auf  AC  und  AB,  so  beschreiben  die 
Punkte  P  die  obige  Kurve.    S.  die  S.  373  angeführte  Abh.  von  C.  H.  L.  Schmidt. 
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Gegeben  der  Kreis  mit  dem  Zentrum  G  und  dem  Radius  r  und 
einer  seiner  Durchmesser  OCO'  (Taf.  XI,  Fig.  87).  Man  ziehe  durch 
0  einen  beliebigen  Strahl  t  und  bestimme  dessen  Schnitt  M1  mit  der 
in  0'  zu  00'  errichteten  Senkrechten;  die  in  Mt  zu  t  errichtete  Senk- 
rechte schneide  diesen  Durchmesser  in  Nx  und  die  in  N±  zu  00'  er- 
richtete Senkrechte  schneide  t  in  M2  ...  ;  fährt  man  so  weiter  fort, 
erhält  man  schließlich  auf  t  einen  Punkt  Mn,  dessen  geometrischen 
Ort  wir  nun  bestimmen  wollen.  Beachten  wir  zu  dem  Zwecke,  daß, 
wenn  a  den  Winkel  zwischen  den  Geraden  00'  und  t  ist,  wir  der 
Reihe  nach  haben 

1        cos  co  7                L        coszto7  i       cos   a 

OM      = — • 


der  gesachte  Ort  hat  folglich  die  Polargleichung 

q=      ?r+1    ; (4) 

er  ist  demnach  eine  Kurve  (2n  +  l)ter  Ordnung,  die  den  Anfang  als 
2 »«fachen  Punkt  hat.  Sie  wurde  von  Descartes  erfunden,  der,  um 
sie  zu  konstruieren,  ein  geeignetes  Gefüge  von  Winkelscheiten  er- 
sann und  sich  derselben  bediente,  um  zwischen  zwei  Strecken  eine 
beliebige  mittlere  Proportionale  zu  konstruieren1);  später  widmete  ihr 
der  Pater  Caraccioli  ein  besonderes  Kapitel  seines  schon  angeführten 
Werkes2).  Setzen  wir  im  speziellen  n=\,  so  geht  sie  auf  die 
kubische  Duplikatrix  von  Longchamps  zurück  (s.  S.  93).  —  Wenn 
wir  nun  in  dem  Punkte  M„  . .  die  Senkrechte  M„,,K  zu  t  errichten 
und  auf  dieser  Geraden  die  Strecke  0R=  OK  abtragen,  so  erhalten 
wir  offenbar  als  Ort  des  Punktes  R,  die  Kurve  mit  folgender  Gleichung 

^c^rv W 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  und  (5)  zeigt,  daß  wir 
imstande  sind,  punktweise  alle  Kurven  zu  konstruieren,  die  in  Polar- 
koordinaten   durch    eine  Gleichung  von  folgendem  Typus    dargestellt 

werden  können  /ßN 

q  =  a -cos™  co, (y) 

wo  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist. 

Ferner  entspricht  in  Bezug  auf  eine  Inversion  mit  0  als  Pol 
und  der  Potenz  4r2  der  Kurve  (1)  die  Kurve  (4)  und  der  Kurve  (3) 
die  Kurve  (5). 

143.  Zu  der  Kategorie  der  durch  Gleichung  (4)  dargestellten 
Kurven  gehört  auch  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  —  wenn  wir  die 

1)  La  geometrie,  Nouv.  ed.  (Paris  1886)  S.  17. 

2)  De  lineis  curvis  liber  (Pisis,  1740)  S.  112—126. 
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Konjektur  und  die  Schlüsse  P.  Tannery's1)  annehmen  wollen  — 
schon  von  Eudoxus  von  Knidos  angewandt  sein  dürfte,  um  das 
Delische  Problem  zu  lösen.  Damit  der  Leser  erkenne,  wohin  die 
Argumentationen  des  bekannten  gelehrten  Franzosen  zielen2),  ist  es 
nötig  sich  zu  erinnern,  daß  Archytas  von  Tarent  eine  sehr  geniale 
Lösung  jenes  Problems  erdacht  hat,  die  sich  auf  stereometrische  Be- 
trachtungen stützt;  er  führt  nämlich  jene  berühmte  Aufgabe  auf  die 
Untersuchung  der  Schnitte  der  drei  Flächen,  Zylinder,  Kreisring,  Kegel 
zurück,  die  durch  folgende  drei  Gleichungen  dargestellt  sind: 


#2  +  y2  =  ax  >        %2  +  y2  +  ^  =  a  Vx%  -f  y2 1 

%2  +  y2  +  #2  =  p-^2,        (wo  a  >  b). 
Um  sich  obige  Zurückführung  klar  zu  machen,  setze  man 


dann  wird 
und  daher 


u  =  Y  x2  -f  y2  -f  z2 ,  v  =  ]/a?2  -f  y2, 

v2=ax,  u2  =  av,  u=tX, 

a  :u  =  u:v  =  v  :b, 


somit  sind  u  und  v  die  gesuchten  mittleren  Proportionalen.  Während 
nun  der  theoretische  Wert  dieser  Lösung  von  niemandem  in  Zweifel 
gezogen  wird,  ist  der  praktische  Nutzen  kurzerhand  zu  verneinen, 
was  nicht  Wunder  nehmen  kann,  wenn  man  weiß,  in  welcher  Weise 
sie  von  dem  Kommentator  Eutokius  von  Askalon  dargestellt 
wurde3).  Sie  kann  jedoch  in  eine  andere  völlig  ausführbare  um- 
gewandelt werden,  wenn  man  die  Projektionen  der  Kurven,  in  welchen 
diese  drei  Hilfsflächen  sich  gegenseitig  schneiden,  auf  die  Koordinat- 
ebenen betrachtet.  Yon  diesen  Projektionen  bieten  sich  zunächst  die 
auf  die  xy-Wo&ne  dar;  die  eine  ist  der  Kreis  x2  -(-  y2  =  ax,  die  andere 
eine  Kurve,  welche  als  kartesische  Gleichung  hat 


a* 


a\x*  +  f)=¥at, (7) 

und  als  Polargleichung 

*•        a  cosato  v  ' 

Diese  Kurve  ist  es,  von  der  Tann  er  y  annimmt,  daß  sie  von  Eudoxus 
angewendet  sei,  um  in  der  Ebene  die  von  seinem  Lehrer  entworfene 


1)  Sur  les  résolutions   du  problème  de  Délos  par  Archytas  et  par  Eudoxe 
(Mém.  Soc.  sc.  Bordeaux  2e  Sér.  IT,  1878). 

2)  Näheres  hierüber   sehe  man  in  G.  Loria,   Le  scienze  esatte  nell'  antica 
Grecia,  Lib.  I,  Nr.  61,  52,  73. 

3)  Archimedis  opera  omnia  ed.  Heiberg,  III.  (Lipsiae,  1881)  S.  98  ff. 
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Konstruktion    auszuführen,    und    daß    dieses    die    von   ihm    mit    dem 
vagen  Namen  Kampyla  (xcc[i7C'óXrj  yQ^iiij)  bezeichnete  Kurve  sei. 

Um  sie  zu  zeichnen,  kann  man  in  folgender  Weise  verfahren:  Man 
nehme  (Taf.  XI,  Fig.  88)  die  beiden  Strecken  AB  =  a  und  BB  =  b 
so  gegeneinander  geneigt,  daß  der  Winkel  ABB  ein  rechter  wird, 
ziehe  dann  durch  A  eine  beliebige  Gerade,  welche  das  von  B  auf 
AB  gefällte  Lot  BE  im  Punkte  G  schneidet;  dann  trage  man  auf 
AB  die  Strecke  AR  =  AG  ab,  die  in  H  zu  AB  errichtete  Senk- 
rechte schneidet  AG  in  einem  Punkte  P  der  durch  Gleichung  (8) 
dargestellten  Kurve.  Diese  ist  symmetrisch  in  bezug  auf  beide  Ko- 
ordinatachsen, hat  den  Anfang  als  isolierten  Punkt,  und  ihre  reellen 
Punkte    liegen    alle   außerhalb  des  Streifens  der  Ebene,    der  von  den 

beiden    Geraden    x  =  +  —  begrenzt   wird.      Sie    ist   folgender    para- 
metrischer Darstellung  fähig: 


x  = 


52       1  ö2   sin  ca 


o     sm  ca  /q/\ 

y  = s— , [p) 

a  cos  ca  J         a  cosmea 

aus  welcher  sich   für   die  drei  Punkte  (a),  (/3),  (y)  die  Kollinearitäts- 
bedingung  ergibt 


1  ig  a  cos  a 
1  ig  ß  cos  ß 
1       tg  y        cos  y 


=  0, 


oder  auch 

cos  (ß  -f-  y)  -f-  cos  (y  +  a)  -f-  cos  (a  +  ß)  =  1 . 

Setzen  wir  a  ==  ß  =  y  =  &,  so  findet  man  die  Gleichung 

3cos2#=  1, 

für  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  der  Kurve;  diesen  entsprechen 
demnach  die  Werte 

#  =  are  cos  (  +  ]/-), 

dies  zeigt  uns,  daß  die  Kurve  zu  Wendepunkten  die  vier  Punkte  mit 
den  Koordinaten  hat 


.  &2l/3  ■   &al/3 


B.  Tortolini1)  hat  die  Beobachtung  gemacht,  daß  die  (7)  eine 
Kurve  ist,  die  man  auf  zwei  verschiedene  Arten  als  Spezialfall  einer 
von  einem  Kegelschnitt  abgeleiteten  Kurve  ansehen  kann2).    Um  sich 


1)  S.   die  bibliographische  Revue,    Sopra  alcune  curve  derivate  dall'  ellisse 
(Ann.  di  Matem.  IV,  1861). 

2)  Es   sei  bemerkt,  daß  die  folgenden  Ableitungsmethoden  als  besondere 
Cr  e  mona  sehe  Transformationen  angesehen  werden  können. 
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davon  zu  überzeugen,  betrachte  man  einen  beliebigen  Punkt  M  der 
Ellipse  (s.  Taf.  XI,  Fig.  89) 

a2  "*"  &2        x 

und  bestimme  den  Schnitt  T  der  zugehörigen  Tangente  mit  der  Fokal- 
achse und  ferner  den  Punkt  M',  in  welchem  die  Gerade  OM  die 
Parallele  durch  T  zur  anderen  Achse  schneidet.  Die  Gleichung  des 
Ortes  von  M'(x',  y')  ist  nichts  anderes  als  das  Resultat  der  Elimi- 
nation von  x  und  y  aus  den  drei  Gleichungen 


a2   ■  b 
lautet  also 


^!_i_?L_  1 
„2  ~r  t»        -1-? 


£  —  y. 

x        y' 

<    r                 2 

3/3/     Cv    , 

x'2  ,y'z      #'* 

(») 


welche  im  Falle  b  =  a  identisch  mit  (7)  ist.  —  Wenn  man  dagegen, 
nachdem  die  Normale  in  M  an  die  genannte  Ellipse  gezogen  ist,  den 
Schnittpunkt  M1  derselben  mit  der  durch  T  zur  «/-Achse  gezogenen 
Parallelen  bestimmt,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Ortes  von 
M1{x1,y1)  durch  Elimination  von  x  und  y  aus  den  Gleichungen 

^  +  £-1,      xx,  =  a\      <^-b-^L  =  a*-b* 

aa    '    &2  '  x  '  x  y 

als  &2^v  =  (^2-«2)(^i2-«2  +  &2)2;  ....   00) 

auch  diese  nimmt  im  Falle  b  =  a,  von  dem  Faktor  x*  befreit,  die 
Form  von  (7)  an,  wie  oben  angedeutet. 

144.  Diejenigen  Kurven,  welche  —  in  gleicher  Weise,  wie  die 
meisten  in  diesem  Kapitel  auftretenden  —  zur  Lösung  des  verallge- 
meinerten Delischen  Problems,  d.  h.  zur  Vervielfältigung  des  Würfels, 
oder  zur  Einschaltung  mehrerer  mittlerer  Proportionalen  zwischen 
zwei  gegebenen  Strecken,  dienen  können,  kann  man  Multiplikatrix- 
bezw.  Mediatrix-Kurven  nennen.  Zu  dieser  großen  Kurven-Gattung 
gehören  auch  vier  Gruppen  von  Kurven,  die  Alexis  Clairaut  er- 
dacht hat,  als  er  erst  zwölf  und  ein  halbes  Jahr  alt  war.  Die  Ab- 
handlung, in  welcher  er  diese  veröffentlichte,  erntete  in  der  Sitzung 
vom  18.  Mai  1726  die  Billigung  und  den  Beifall  der  Pariser  Akademie 
und  wurde  kurz  darauf  durch  Vermittelung  der  Berliner  Akademie 
veröffentlicht1);  wir  wollen  hier  dabei  verweilen,  ihren  Inhalt  dar- 
zulegen. 

I.  Es  sei  ein  rechter  Winkel  xOy  gegeben  (Taf.  XI,  Fig.  90) 
und   auf  seinem  Schenkel  Ox  ein  Punkt  A\  man  suche  den  Ort  des 


1)  Quatre  problèmes  sur  de  nouvelles  courbes  par  M.  Alexis  Clairaut  le  Fils 
(Miscellanea  Berolinensia  IV,  Berlin,  1734). 
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Punktes  M,   so    daß,   wenn   man   die   Senkrechte  M Q   auf   Ox  fällt, 

MQ*  =  OAOM. 

Die  Gleichung  dieses  Ortes  ist  offenbar,  wenn  OA  =  a, 

f  =  aTjé  -f  y%     oder     Q  -  ^h''    ....     (11) 

der  Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kampyla.  Die  Gleichung  läßt  sich 
aber  leicht  verallgemeinern  und  gibt  dann,  wenn  m  eine  positive 
rationale  Zahl  ist,  . 

ym  =  am-iyx2  +  y2} (12) 

welche  eine  neue  Kurve  darstellt,  deren  Anwendung  auf  das  verall- 
gemeinerte Delische  Problem  wir  zeigen  wollen.  Zu  dem  Zwecke 
beschreiben  wir  (s.  Fig.  90)  um  den  Mittelpunkt  0  mit  OA  als  Radius 
einen  Kreis;  er  schneide  die  Gerade  OM  in  G,  während  die  Tangente 
in  G  den  Schenkel  Oy  in  F  schneidet.  Man  erkennt  nun  leicht,  daß 
die  durch  Gleichung  (11)  dargestellte  Kurve  sich  der  durch 

~ÖF%  =  OG-OM 

ausgedrückten  Eigenschaft  erfreut.  OF  ist  also  mittlere  Proportionale 
zwischen  OG  und  OM.  Würde  hingegen  OF  die  nte  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  denselben  Strecken   OG  und   OM  sein,  so  würde 

man  haben  „,  t       „ 

OFn+1  =  OGnOM, 

und  der  Ort  der  Punkte  M  hätte  die  Gleichung: 

w  +  l 

an  +  x(x*  +  y*)    2  _,  2    .      2V§" 


y 

oder 


1+-1 


y     n  =anyx*  +  y*', (12') 

und  diese  Gleichung  fällt  mit  (12)  zusammen,  wenn  man  m  =  1  -\ — 

setzt.  Dies  zeigt,  daß  jede  Kurve  vom  Typus  (12')  zur  Bestimmung 
der  nten  mittleren  Proportionale  dienen  kann. 

Wenn  m  =  — .  wo  p,  q  positive  ganze,  relativ  prime  Zahlen  sind, 

so  ist  die  Ordnung  der  durch  (12)  dargestellten  Kurve,  wenn  q  un- 
gerade ist,  gleich  der  größeren  der  beiden  Zahlen  2p,  2q,  jedoch 
wenn  q  gerade  ist,  gleich  der  größeren  der  beiden  Zahlen  p,  q. 

II.  Die  Daten  seien  dieselben  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe; 
man  suche  den  Ort  des  Punktes  M,  so  daß  OM- ~QM  =  ~OA%.  Die 
Gleichung  derselben  ist  ersichtlich 


Yx2  +  f-y  =  a* (13) 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  25 
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Durch  Verallgemeinerung  wird  sie  zu 

Yx2  +  y2-ym-1  =  am (14) 

Nun  kann  die  Kurve  (13)  auch  durch  die  Relation 


OM=OF-OG 

definiert  werden,  sie  ist  also  der  Ort  der  Punkte  M,  derart,  daß  OM 
mittlere  Proportionale  zwischen  OF  und  OG  ist.  Suchen  wir  ähn- 
licherweise den  Ort  derjenigen  Punkte  M,  bei  welchen  OM  die  wte 
mittlere  Proportionale  zwischen  OF  und  OG  wird,  so  bekommt  man 
aus  der  Relation  .  , 

— ^ n+l  _   _  n 

OM       =  OFOG, 

die  Gleichung  ( 

Y^  +  tf-in  =  a~n  +  \ (14') 

welche  mit  (14)  koinzidiert,  wenn  man  m  =  1  -| —  setzt;  für  einen 
derartigen  Wert  von  m  ist  also  die  Kurve  (14')  eine  Mediatrix.  Sie 
ist,  wenn  m  =  —  von  der  Ordnung  p  oder  2p,  jenachdem  q  gerade 
oder  ungerade.     Schreiben  wir  (14)  folgendermaßen 

yi-™  =  a~mYx2  4-y2, 

so  sieht  man,  daß  die  Gleichung  (14)  als  unter  (12)  einbegriffen  auf- 
gefaßt werden  kann,  wenn  man  zuläßt,  daß  m  auch  negative  Werte  an- 
nehmen kann.  Clairaut  hat  die  durch  (12)  und  (14)  dargestellten 
Kurven  mit  dem  Namen  Courbes  des  medianes  paraboliques  et 
hyperboliques  bezeichnet. 

III.  Die  Daten  seien  wieder  dieselben;  man  beschreibe  um  das 
Zentrum  0  den  Kreis  mit  dem  Radius  OA,  er  schneide  die  Ordinate 
M  Q  des  Punktes  M  in  G;  gesucht  wird  der  Ort  der  Punkte  M,  so 
daß   MG    mittlere  Proportionale  zwischen    OA  und    QG  ist.     Seine 

Gleichung  ist  offenbar  , 

aya2-x2  =  y2; (15) 

durch  Verallgemeinerung  erhält  man  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

n 

a(a2-x2)J  =  yn  +  1 (16) 

IT.  Wenn  man  schließlich  —  unter  Beibehaltung  der  bei  der 
vorigen  Aufgabe  gemachten  Annahmen  —  will,  daß  OA  mittlere 
Proportionale  zwischen  QM  und  QG  wird,  so  erhält  man  als  Ort 
der  Punkte  M  eine  Kurve,  die  durch  die  Gleichung 

yYöF^x2  =  a2 (17) 

dargestellt  wird;  und  wenn  man  auch  diese  verallgemeinert,  gelangt 
man  zu  n 

y(a2-x2)2=an+1 (18) 
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Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  von  den  Gleichungen  (12)  und  (14) 
die  eine  in  die  andere  übergeht,  wenn  man  annimmt,  daß  die  Indizes 
m  und  n  miteinander  durch  die  Beziehung 

m  +  n  =  1 

verknüpft  sind,  während  dasselbe  für  Gl.  (16)  und  (18)  eintritt,  wenn 
die  Beziehung  besteht 

-  +  -+1  =  0. 

m         n 

Hieraus  geht  hervor,  daß  die  Clairautschen  Kurven  sich  in  nur  zwei 
Klassen  scheiden,  nämlich  die  mit  bzw.  den  beiden  Gleichungen 

ym=^am-1]/cc^ff  . (I) 

und  y  =  (II) 

Führen  wir  für  (I)  Polarkoordinaten  ein,  so  erhalten  wir 

........   (T) 


a 

m 

sinm_1 


und  kommen  somit  auf  eine  Kurvengruppe  zurück,  die  wir  schon  in 

3 

Nr.  142  untersucht  haben,  unter  denen  sich  für  m  =  -^  die  kubische 

2      .  . 

Duplikatrix  (Nr.  50),  für  m  =  —  die  Doppeleilinie  (Nr.  139)  und  für 

3  .  . 

m  =  —    das   Folium  simple    (Nr.  142)    befinden.     Erinnern    wir    uns 

nun,  daß  der  Winkel  [i  der  Tangente  gegen  den  zugehörigen  Vektor 

durch  , 

.  aco 

gegeben  wird,  so  sehen  wir:  Um  die  Kurven  mit  der  Eigenschaft 
tgp-tg(U=yv,  gleich  einer  Konstanten,  zu  finden,  hat  man  die 
Gleichung  7 

zu  integrieren;  dies  läßt  sich  leicht  ausführen  und  liefert 

e 

COS  2  CO 

Diese  stimmt  im  wesentlichen  mit  (Y)  überein,  folglich  besitzen  alle 
Clairautschen  Kurven  vom  Typus  I  die  oben  hervorgehobene  Eigen- 
schaft.1) 

Die  vom  Typus  II  hingegen  lassen  sich  durch  einen  Parameter 
so  darstellen: 

1)  Diese  Bemerkungen  zugleich  mit  anderen  finden  sich  in  der  Note  von 
P.  Ernst,  Die  Clairautschen  Multiplikatrix- Kurven  (Arch.  Math.  Phys.  3.  Reihe, 
XV,  1909). 

25* 


388        V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

x  =  a  •  cos  (p  ! 
a 

y= — — 


(no 


sin  J  qp 

Die  Quadratur  der  Clairautschen  Kurven  läßt  sich  vermittelst  der 
Funktion  J1  ausführen.  —  Ihre  Klassifikation  vom  topologischen  Stand- 
punkte ist  noch  nicht  ausgeführt  worden,  obwohl  sie  dies  verdienen 
dürften. 
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Die  Sektrix-Kurven. 

145.  Nachdem  die  Mathematiker  eingesehen  hatten,  daß  das 
alte  Problem  der  Dreiteilung  eines  Winkels  sich  durch  alleinige 
Anwendung  der  Geraden  und  des  Kreises  nicht  lösen  lasse,  richteten  sie 
ihre  Bemühungen  dahin,  leicht  zu  zeichnende  Kurven  zu  ersinnen, 
welche  zu  denselben  Zwecken  dienen  könnten.  Viele  der  vorher- 
gehenden Seiten  legen  Zeugnis  davon  ab,  welche  Vorteile  infolgedessen 
der  Theorie  der  ebenen  Kurven  zu  gute  gekommen  sind.  Nicht  weniger 
fruchtbar  waren  die  wiederholten  und  vielfachen  Anstrengungen,  die 
man  machte,  um  das  allgemeinere  Problem  der  Teilung  eines 
Winkels  in  beliebig  viele  gleiche  Teile  zu  lösen.  Hierfür  hat 
man,  außer  den  Rhodoneen  (Kap.  8)1)  viele  andere  spezielle  Linien  in 
Anwendung  gebracht.  Wir  wollen  nun  die  wichtigsten  von  ihnen  an- 
führen, jedoch  die  allgemeine  Bemerkung  voraufschicken,  daß  nur  die- 
jenigen Sektrix-Kurven  einen  wirklichen  Nutzen  in  der  Praxis  ge- 
währen, die  sich  mechanisch  durch  kontinuierliche  Bewegung  erzeugen 
lassen. 

I.  In  demjenigen  der  Opuscula  mathematica  Thomae  Cevae  (Me- 
diolani,  1699),  welches  den  Titel  trägt  Cycloidum  anomalarum  descriptio 
findet  sich  (S.  31)  die  Konstruktion  einer  neuen  Kurve,  die  der  Autor 
Cyclois  anomala  nennt,  und  deren  Anwendung  auf  die  Teilung 
eines  Winkels  in  eine  beliebige  ungerade  Anzahl  gleicher  Teile  er 
darlegt.2)    Die  Entstehung  derselben  ist  folgende:  Gegeben  ein  Kreis 


1)  Ridolfi,  Di  alcuni  usi  delle  epicicloidi  e  di  uno  strumento  per  la 
loro  descrizione  (Firenze,  1844). 

2)  Von  diesen  Kurven  wird  mehrmals  gesprochen  in  dem  Briefwechsel 
zwischen  T.  Ceva  und  G.  Grandi;  so  findet  man  in  dem  Briefe  vom  17.  April 
1700  zum  ersten  Mal  ein  Verfahren,  an  die  erste  jener  Kurven  (die  Trisektrix)  die 
Tangente  zu  ziehen,  während  in  dem  vom  27.  Mai  desselben  Jahres  diese  Methode 
auf  alle  solche  Kurven  ausgedehnt  wird.  Später  (Brief  vom  19.  Juni  1700) 
beschäftigte  sich  Grandi  mit  ihrer  Rektifikation.  Vgl.  A.  Paoli,  La  scuola  di 
Galileo  nella  storia  della  filosofia.  Documenti.  Corrispondenza  del  P.  Grandi  col 
P.  Ceva  (Ann.  delle  Univ.  Toscane  XXXVIII  und  XXXIX,  1908—09). 
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mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  a,  sowie  eine  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  Ox  (Taf.  XIII,  Fig.  101);  der  eine  Schnitt  der- 
selben mit  der  Peripherie  heiße  A.  Man  ziehe  nun  durch  0  eine 
beliebige  Gerade  r,  welche  die  Peripherie  in  M  schneidet  und  zeichne 

nun    der  Reihe  nach   auf  Ox  und  auf  r  die  Punkte  A1}  A2,  A2 , 

M±,  M2,  Mz ...  derart,  daß  MA,  =  A1M1  =  MtA,  =  A2M2^ . . .  =  a; 
variiert  man  nun  r,  indem  man  sie  um  0  dreht,  so  beschreiben  die 
Punkte  Mv  M2)  Mz . . .  ebenso  viele  Cevaschen  Zykloiden1).  Suchen 
wir  die  Gleichungen  derselben  für  ein  Polarkoordinatensystem  mit  0 
als  Pol,    Ox  als  Achse.     Zu   dem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  co  den 

Winkel    der    Geraden    r    mit    Ox,    mit    q1}  q2,  qs die    Strecken 

0Ml}  0M2,  0M3  —  ;  dann  haben  wir  ersichtlich 

^M0At     =  ^MAx0      =03; 

^MMtAx  =^CA1MM1  =  2a>, 
<£  MXAXA2  =  <£  MtA2Ax  =  3 03  ; 
«£  M2MXA^  =  ^  MXM2A2  =  4,co ,  usw. 

MMX  =  2a-cos2o3;       MXM2  =  2a  -cos  4o3;     usw. 


außerdem  ist 
0M=a; 
Daher  ist 


Qk  =  0M+MM±  +  ■■■  +  Mk_xMk 

=  a  -f-  2ci-cos2o3  +  2tt-cos4o3  +  ••••  +  2a-cos2fto3, 

oder  auch  .    ,  ,.   .  „. 

.    n     sm  k  co  ■  cos  (k  4-  1)  co 
Qk  =  a  +  2a r- i — ! — — ■      .     .     . 

^  K  ein  ai 


(i) 


Dies  ist  die  Polargleichung  der  Tcien  Cevaschen  Zykloide;  man  kann 
daraus  folgern,  daß  sie  eine  rationale  Kurve  ist.  Geht  man  zu 
kartesischen  Koordinaten  über,  so  bekommt  man: 

fk\     i.      1  llC\      z.  _  a     o     ■ 


(x2  +  y2fk+1  =  {a(x2  +  y2)k  -  2a[Qxk~1  -  Q^~3y2  + 

[cry+i-ery-v +-■]}■■ . 


(2) 


woraus  hervorgeht,  daß  die  entsprechende  Kurve  von  der  Ordnung 
4ft  -+-  2  ist.  Denken  wir  uns  nun  eine  solche  Kurve  konstruiert  und 
legen  einen  gegebenen  Winkel  a  mit  dem  einen  Schenkel  auf  Ox  und 
bestimmen  den  Schnitt  des  anderen  mit  (Je  —  l)ten  der  genannten  Zyk- 
loiden,  so  liefert  dieser  Schnittpunkt  mit  0  verbunden  einen  Winkel 

==  CT7    .  :  ;    man    ersieht    daraus ,    daß    die  Cevaschen   Kurven  tatsäch- 
2&-J-  1  '  ; 


1)  Wir  glauben  nicht  zu  irren,  wenn  wir  daran  festhalten,  daß  der  italie- 
nische Geometer  zur  Erfindung  seiner  Kurven  durch  das  8te  Lemma  des  Archi- 
medes  veranlaßt  wurde.  Vgl.  z.  B.  Cantor,  Vorlesungen  über  Gesch.  der  Math. 
I  (3.  Aufl.  Leipzig,  1907)  S.  300. 


390        V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

lieh  Sektrix-Kurven  sind.  Der  Fundamentalgedanke  der  Erzeugung 
der  Ceva sehen  Zykloiden  wurde  später  von  Perrin  wieder  aufgenommen 
und  für  einen  Polysektormechanismus  verwendet1). 

146.  II.  Es  seien  zwei  feste  Punkte  A  und  A'  gegeben  (Taf.  XIII, 
Fig.  102),  man  betrachte  den  Ort  eines  Punktes  P  (Sektrix-Kurve 
von  Plateau2)  oder  auch  isozyldotomische  Kurven*)  genannt),  so 
daß,  wenn  man  die  Geraden  PA,  PA'  zieht,  der  Winkel  PAA', 
innerhalb  des  von  den  beiden  festen  und  dem  beweglichen  Punkte 
gebildeten  Dreiecks  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  zu  dem  Außen- 
winkel PA'B  steht4). 

Es  sei  2a  die  Länge  der  Strecke  AA'\  n  und  ri  seien  zwei  posi- 
tive teilerfremde  ganze  Zahlen,  von  denen  die  erstere  z.  B.  kleiner  als 
die  zweite  ist,  und  ferner 

$jPAA'  _<$jPA'B 

n  n 

Bezeichnet  man  nun  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Verhältnisse  mit 
%  so  ist  ^  pÄÄ,  =  ^       ^  FA,B  =  ^ 

Nehmen  wir  jetzt  ein  rechtwinkliges  kartesisches  System  mit  AA' 
als  #-Achse  und  der  Mitte  von  AA'  als  Anfangspunkt,  so  ist,  wenn 
PH  senkrecht  zu  AA'  gezogen  wird, 

y  =  (x  +  a)  tg  nep  =  (x  —  a)  tg  n'cp  ;      .     .     .     .     (3) 

QQfLGr 

x  =  sin(n'-\-rì)cp  =  g^sin  nep  -sin n'cp  ,^s 

sm(n'  —  n)(p'        ^  sin(w'  —  n)cp    '  ^   ' 

und  dies  ist  die  bequemste  parametrische  Darstellung  der  Kurve.  Sie 
zeigt,  daß  die  betreffende  Kurve  rational  ist.    Aus  Gleichung  (3)  folgt 

,  tgn'cp 


x  -f-  a  n'cp 


und  daraus 


tg  nep  ? 
nep 


(p  =  0\oc  —  a/         n 
Es    ergibt   sich   hieraus,    daß  die  Kurve    die   Gerade  AA'   in   einem 

1)  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle  (Bull.  Soc.  math.  France,  IV, 
1875/76.). 

2)  Corresp.  mathématique  et  physique  IV,  1828,  S.  359. 

3)  E.  Collignon,  Courbes  divisant  en  parties  égales  une  sèrie  d'arcs  de  cercles 
(courbes  isocyclotomes)  (Ass.  frane.  XXXI,  1903). 

4)  Vgl.  P.  H.  Schoute,  Sur  les  courbes  sectrices  (Journ.  de  math.  spéc.  2e  Sér. 
IV,  1885).  Setzt  man  <^  P A  A  '  =  co ,  PA'A  =  a',  so  hat  man  co  =  ncp, 
to' =n  — n'cp,  daher  n'm  -f-  nca  =-nn  =  Const.  ;  demnach  gehören  die  in  Frage 
stehenden  Schoute  Kurven  zur  Klasse  der  allgemeinen  Strophoiden  (s.  Nr.  41). 
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Punkte  C  (x0,  0)  schneidet,  derart,  daß     °  ~     =  — ;   die  Abszisse  x0 
von  C  wird  also  gegeben  durch 

xn  =  a—r1 — (5) 

"  n  —  n  v  ' 

Setzt  man  PA  =  p  und  PA'  =  q',  so  hat  man 

Q=V{x  +  ay  +  y*,      9'  =  y(x-aJ  +  y'\ 
Alsdann  geben  die  Gleichungen  (4) 

,-.  sin  n'w  ,       ~  sin  wro  /ns 

q  —  2a  .    .  , — 2L_        o  =  2a  .      ,    y  ,-•     .     .     .     (fi) 

s  Bin  {n  —  n)  qp  '        s  sin  (n  —  n)  cp  K  J 

Bezeichnen  wir  nun  die  Winkel  PAA'  und  PA'B  mit  a  und  &',  so 

ist  nrp  =  ra,  w'qp  =  ra',  und   die  Gleichungen   (6)  verwandeln   sich  in 

folgende  n>  n 

sm — to  sm— ,<o 

9  =  2a--A--,      Q'=2a     ,    "  .     .     .     (6') 


sinj lira  Bin  1 1 7)a 

\n         J  \        n  ) 


Jede  derselben  stellt  eine  der  betrachteten  Kurven  in  Polarkoor- 
dinaten dar1). 

Die  Gleichungen  (4)  lassen  erkennen,  daß  im  allgemeinen  x  und 
y  unendlich  werden,  wenn 

(ri  —  ri)<p  =  hn, 

wo  h  eine  ganze  Zahl  ist,  ausgenommen  ist  h  =  0  (weil  dies  zu  dem 
Punkte  C  in  endlicher  Entfernung  führt)  ;  setzen  wir  Je  =  1,  2,  •  •  • , 
ri —  n —  1,  so  erhalten  wir  für  cp  ri — n  —  1  Werte  inkongruent  (mod  %), 
denen  ebensoviele  reelle,  unendlich  ferne  Punkte  der  Kurve  entsprechen. 
Suchen  wir  die  entsprechenden  Asymptoten,  indem  wir  uns  der  ersten 
von  den  Gleichungen  (6')  bedienen.     Wir  beachten,  daß  die  unendlich 

fernen  Punkte  der  Kurve  folgenden  Werten  von  o  entsprechen:     ,_    , 

wo    ~k  =  1,  2,  3,  ,  ri — n—1.     Nennen  wir  irgend    einen  dieser 

Werte  a,  so  wird  die  Gleichung  der  entsprechenden  Asymptote  lauten: 


x 


cos  (a  +  -^ )  +  y  sin  (a  -f-  ^  J  =  d,     oder  —  x  sin  a  -f  y  cos  a  =  d, 


1)  Besondere  Falle:  „      .     ra 

'                                                            ,  2  a  sin  — ; 

.                                              2  a  sin  n  co  ,                   n 

a)  n  =  1,        p  =   .       , — -^—  ,  e  = 7 — ; —  , 

J                                            sm«  — l)ra  .    w  —  1 

x            '  sin — -7—  to 
n 

n'  „      .    w' —  1 

2  a  sm  — -, — —  to  2  a  sm  — —, —  o 

b)  n  —  n' — 1,        q  = : ,  e'=  — 


.       (O 

sin— 7 
n 


diese  Gleichungen  wurden  schon  von  uns  in  einem  besonderen  Falle  angewandt 
(S.  85,  Note  2). 
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'  d  =  lim  [q  (co  —  a)]  ; 

«0  =  0! 

setzen  wir  nun  für  q  und  a  ihre  Werte  ein,  so  finden  wir 
d=(-  l)*.2a--A-  sin  4Wfl 


n  —  n         n  —  n 

r      ^i  r»          n         •     In             knit  \          2na       .       lernt 
=  (—  1)* -2a — ? sm  (JcTt  -{ — -, =  — sin- 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Asymptoten  wird  daher 

lernt    r      .       2an  n                    kmt         A      /7        .   a 
sin  — ; x  -\ -, +  y  cos  — =  0     (k  =  1,  2, ,  n  —  n  —  1). 

Da  diese,   welches   auch   der  Wert  von  k  sei,   befriedigt  wird  durch 

x  = 7—- ,  y  =  0 ,  so  laufen  die  n  —  n  —  1  reellen  Asymptoten 

der  betrachteten  Knrve  in  einen  Punkte  Z>  ( ; ,  0)  zusammen. 

Durch  Elimination  von  cp  aus  den  Gleichungen  (3)  erhalten  wir 
die  kartesische  Grleichung  der  Kurve.  Um  diese  Elimination  auszu- 
führen, wenden  wir  die  bekannte  allgemeine  Relation 

.      (0*8— (;)*■«+(;)  tf—- 

an  auf  die  Identität 

tg(n'-ncp)  =  tg(n-n'(p) 
und  erhalten 

(i)  *g»9>  -  (3)  *g3M<P  +  (5)  tg6My 

(0)  ~  (2)  tS***  +  (4)  t8*n»' 

(1)  tgw'fjP  -  (3)  tg3w>  +  (")  tg5w> 

(0)  -  (2)  *■»>  +  C)  tf»>  -  • :T7" 

setzen    wir   hierin    die    aus    Gleichung  (3)    entnommenen  Werte    für 

tgncp,  tgncp  ein,  so  erhalten  wir 

(n'\      y      _  (n'\  t    y    \3  /w'\  /    y    \& 

\  1  /  #  +  «        \  3  /  \«  +  «/  \  ö  /  U  +  »/ 


(i)^-("s)(^)8+C)(^)6- 

\  X  /    JU  11  \  O  /     \Js  —  c*/  \  o  /     \U/  —  11/ 

n\    ln\  i  y  Ì2  1  *  (  y  \* 

0/        \2/  \x  —  a)  "r  4  \x  —  a) 


1)  S.  z.  B.  Hoüel,  Cours  de  calcul  infinitesimal,  II.     (Paris,  1879)  S.  22. 
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Schafft  man  die  Nenner  fort,  so  erhält  man  eine  Gleichung  vom 
(ri  ■+■  n  —  l)ten  Grade;  dies  ist  also  die  Ordnung  der  Kurve. 

Man  ziehe  nun  durch  A  eine  beliebige  Gerade  und  nenne  a  den 
kleinsten  Winkel,  welchen  sie  mit  AA'  bildet.     Setzen  wir 

ncp  =  a  (mod  7t) , 
so  erhalten  wir  n  Werte  für  cp,  die  untereinander  inkongruent  (mod  %) 
sind;  diesen  entsprechen  ebenso  viele  von  ricp-  demnach  entsprechen 
jeder  durch  A  gehenden  Geraden  n  solcher  durch  A',  die  die  Kurve 
in  ebenso  vielen  Kurvenpunkten  schneiden;  jede  durch  A  gebende  Ge- 
rade schneidet  demnach  die  Kurve  in  n  von  A  verschiedenen  Punkten 
demnach  ist  der  Punkt  A  ein  (n'—  l)-facher  für  die  Kurve,  eben- 
so ist  Ä  ein  (n  —  l)facher  Punkt.  Diese  Schlüsse  werden  durcb 
die  Gleichungen  (6)  bestätigt  und  ergänzt.  Die  erste  derselben  läßt 
nämlich  erkennen,  daß  q  =  0  wird,  wenn  man  dem  cp  einen  von  0 
verschiedenen  Wert  gibt  so,  daß  ri  cp  =  0  (mod  jr);  man  erhält  so  die 

Werte—,   —, , r^— ,   denen   ebensoviele,   die  Kurve  in 

A  berührende  Geraden  entsprechen.  Also  teilen  die  (n  —  1)  Tan- 
genten der  Kurve  in  A  zusammen  mit  der  Geraden  AA'  den  Winkel- 
raum um  A  in  n'  gleiche  Teile.  In  ähnlicher  Weise  teilen  die  (n  —  1) 
Tangenten  an  die  Kurve  im  Punkte  A'  zusammen  mit  der  Geraden 
AÄ  den  Raum  um  A'  in  n  gleiche  Teile. 

Wir  haben  gesehen,  daß  jede  Gerade  r  durch  A,  n  von  A  ver- 
schiedene Punkte  der  Kurve  enthält.  Nehmen  wir  im  speziellen  an, 
daß  r  durch  I,  den  einen  der  beiden  imaginären  Kreispunkte  gehe; 
dann  wird  tg  ncp  =  i  sein,  und  —  dies  beweist  Gleichung  (*)  — 
tg  cp  =  i  und  tg  ri  cp  =  i;  daher  entsprechen  der  Geraden  AI  n  mit 
A'I  zusammen  fallende  Geraden:  I  ist  also  ein  w-facher  Punkt  der 
Kurve.  Dasselbe  trifft  zu  für  den  anderen  Kreispunkt  J.  Die  unter- 
suchte Kurve  (von  der  Ordnung  n  +  ri —  1)  schneidet  also  die  unendlich 
ferne  Gerade  in  den  vorher  aufgefundenen  n  —  ri — 1  reellen  Punkten 
und  in  den  beiden  imaginären  Kreispunkten,  die  w-fach  zu  zählen  sind. 

Die  Kurven,  welche  man  für  n  =  1  erhält,  sind  Sektrices  im 
eigentlichen  Sinne  des  Wortes;  denken  wir  uns  nämlich  eine  derselben 
für  einen  gewissen  Wert  von  ri  gezeichnet,  und  legen  einen  gegebenen 
Winkel  a  mit  dem  Scheitel  auf  A'  und  mit  dem  einen  Schenkel  auf 
AB,  so  wird  der  andere  Schenkel  die  Sektrix  in  ri  Punkten  P  schneiden, 
deren  jeder  mit  A  verbunden  einen  Winkel  PAAf ,  der  gleich  dem 
n'ten  Teile  von  cc  +  lest  ist.  Unter  dieser  Kategorie  von  Sektrix-Kurven 
findet  sich:  für  ri  =  1  die  unendlich  ferne  Gerade;  für  ri  =  2  der 
um  A'  mit  dem  Radius  ÄA  beschriebene  Kreis;  für  ri  =  3  die  Tri- 
sektrix  von  Maclaurin1)  (s.  Nr.  46). 

1)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  wurde  die  Kurve  durch  J.  d'Almeida 
untersucht,  Sobre  una  curva  de  tereeiro  grao  (Journal  von  Teiseira,  VI,  1885). 


394        V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

Bemerkenswert  ist  auch  der  Fall  n  =  2,  n'  =  3;  die  entsprechende 
Kurve  ist  vierter  Ordnung  und  heißt  Sesquisektrix;  wir  überlassen 
es  dem  Leser  nachzuweisen,  daß  sie  nichts  anderes  als  eine  besondere 
Pascalsche  Schnecke  (s.  Nr.  46)  ist;  diejenige  nämlich,  welche  man 
erhält,  wenn  man  auf  den  von  einem  festen  Punkte  der  Peripherie 
ausgehenden  Sehnen  Strecken  gleich  dem  Radius  abträgt. 

147.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (6)  n  =  1  voraus  und  schreibt 
man  n  statt  n,  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 

2  a  sin  n  qp  ,-, 

"        sin  {n  —  1)  qp '  '      ^  ' 

Auf  die  so  dargestellten  Kurven  traf  der  Ingenieur  Wasserschieben 
und  untersuchte  sie  in  der  Abhandlung  Zur  Teilung  des  Winkels1). 
Unabhängig  von  ihm  und  von  Schoute,  wurden  sie  darauf  betrachtet 
von  0.  P.  Dexter2),  von  Habich3)  und  von  Gr.  L azzeri4).  Der  vor- 
letzte der  angeführten  Autoren  hat  in  seiner  Arbeit  eine  geistvolle 
Beobachtung  gemacht,  die  wir  hier  berichten  wollen.  Bei  der  Gl.  (7) 
war  bisher  angenommen,  daß  n  ganzzahlig  sei;  es  ist  klar,  daß  sie 
auch  dann  einen  Sinn  behält,  wenn  man  für  n  gebrochene  und  irratio- 
nale Werte  zuläßt;  wir  können  daher  in  ihr  n  kontinuierlich  sich 
verändern  lassen,  und  erhalten  demgemäß  eine  kontinuierliche  Schar 
von  Kurven.  Wir  nehmen  nun  im  besonderen  an,  daß  n  nach  0  hin 
abnehme,  während  a  ins  Unendliche  wächst,  in  der  Weise,  daß  das 
Produkt  2 an  einem  unendlichen  Grenzwerte  l  zustrebt;  wenn  wir  nun 
Gleichung  (7)  in  folgender  Weise  nehmen 

q  sin  (1  —  »)  <p  =  -  (2an)  q>  -^-- , 

so  wird  sie  beim  Grenzwerte  zu 

q  sin  cp  =  lep , 

welche  (s.  im  II.  Bd.)  eine  Quadratrix  des  Dinostratus  darstellt; 
diese  Kurve  ist  demnach  eine  Grenzform  der  Sektrices,  mit  denen  wir 
uns  hier  beschäftigen. 

Analog  zu  den  durch  die  Gleichung  (7)  dargestellten  Kurven  sind 
diejenigen,  von  denen  eine  jede  der  Ort  der  Spitze  P  eines  Dreiecks 


1)  Arch.  Math.  Phys.  LVI,  1874.  Daselbst  sind  die  kartesischen  Gleichungen 
der  3-Teilungs-  und  5-Teilungskurve  gegeben;  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen 
findet  sich  ein  Versehen,  das.  von  A.  Radike  verbessert  worden  {Zur  Teilung  des 
Winkels,  das.  LXIII,  1879);  indem  W.  irrtümlich  glaubte,  daß  die  3-Teilungs- 
kurve  ein  Folium  Cartesii  sei,  so  sah  er  sich  veranlaßt,  die  n- Teilungskurven, 
die  wir  sogleich  betrachten  werden,  Verallgemeinertes  Cartesisches  Blatt 
zu  nennen;  es  ist  klar,  daß  dieser  Vorschlag  zurückgewiesen  wurde. 

2)  S.  das  Werkchen  The  division  of  angles  (New-York,  1881). 

3)  S.  den  Artikel  Division  de  un  angulo  in  Nr.  12  der  Gaceta  cientifica  de 
Lima,  1885. 

4)  Division  d'un  angle  en  parties  égales  (Mathésis,  VI,  1886). 
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PAÄ  ist,  dessen  Grundlinie  fest  ist  und  dessen  Winkel  PAÄ  das 
n- fache  des  Winkels  PAA'  ist1).  Setzen  wir  wie  vorhin  AÄ  =  2a, 
PA  =  q,  <£;  PAA'  =  cp ,  so  erhält  man  als  Polargleichung  der  Kurve 

2asinqo  ,„. 

"        sin  (n  -f-  1)  qp  ' ^  ' 

es  sei  hervorgehoben,  daß  die  Gleichung  (8)  aus  (7)  durch  einfachen 
Wechsel  des  Vorzeichens  der  Konstanten  n  sich  herleitet.  Die  durch 
(8)  dargestellte  Kurve  ist  von  der  Ordnung  n,  hat  den  Punkt  A  als 
(n  —  1)  fachen,  geht  nicht  durch  Ä  und  schneidet  AÄ  im  Punkte  C, 

so  daß  AC  =  — r—  :  die  Kurventangenten  im  Punkte  A  bilden  mit 
der  Geraden  AÄ  die  Winkel  — , ? — ,   die  entsprechenden 

Asymptoten  laufen  im  Punkte  (  ,  0)  zusammen;  usw. 

Die  zwischen  den  Kurven  (7)  und  (8)  bestehende  Analogie  ver- 
anlaßte  W.  Heymann,  sie  mit  demselben  Namen  zu  bezeichnen,  näm- 
lich mit  Arane l den2),  indem  er  für  die  erstere  das  Beiwort  ver- 
schlungene und  für  die  andere  gestreckte  hinzufügte;  wir  wollen 
der  Kürze  halber  die  Kurve  (7)  mit  Cn  und  die  (8)  mit  Tn  bezeichnen 
und  noch  zwei  Ableitungsgesetze,  die  zwischen  ihnen  bestehen,  darlegen. 

Es  seien  P  und  P'  zwei  entsprechende,  d.  h.  mit  A  auf  derselben 
Geraden  liegende  Punkte  von  Cn  und  r„  (Taf.  XIII,  Fig.  103).  Wir 
ziehen  AB  senkrecht  zu  AÄ]  da  nun  <C  PÄA  =  P'ÄB  =  ncp,  so 
wird  ^  PÄD  =  PÄD]  ÄD  ist  Halbierungslinie  des  Winkels  PAP'; 
wenn  wir  also  einen  der  Punkte  P',  P  kennen,  so  ist  auch  der  an- 
dere bestimmt,  und  liegt  eine  der  Kurven  Cn,  Tn  gezeichnet  vor,  so 
läßt  sich  auch  die  andere  punktweise  mit  Leichtigkeit  bestimmen. 

Sei  P  (Taf.  XIII,  Fig.  104)  ein  beliebiger  Punkt  von  Gn,  P'  der 
Punkt  von  rn-2,  der  auf  der  Geraden  AP  liegt,    so  hat  man,  wenn 

^PAÄ  =  cp,    ^PÄB  =  ny,     <$:P'ÄA  =  (n-2)<p, 

und  daher 

<£  P'PÄ  =  (n-l)<p,     <3C  AP'Ä  =  (n-l)<p. 

Dies  zeigt,  daß  das  Dreieck  PP'Ä  ein  gleichschenkliges  ist,  daß  — 
mit  anderen  Worten  —  P  und  P'  auf  einem  Kreise  mit  dem  Zentrum 
Ä  liegen;  ist  daher  die  Kurve  jTw_2  gezeichnet,  so  kann  man  auch 
die  Kurve  Cn  punktweise  konstruieren. 

Wenn  wir  diese  beiden  Ableitungsgesetze  wechselweise  mit  ein- 
ander   kombinieren,    so    gelangen   wir    zu   folgenden    beiden    Reihen 


1)  Mariantoni  et  Palatini,  Sur  le  próblème  de  la  polysection  de  l'angle 
(Nouv.  Ann.  Mathém.,  3e  Sér.,  XIX,  1899). 

2)  Vgl.   die  Abhandlung    Über   Winkelteilung  mittelst  Araneiden  (Zeitschr. 
Math.  Phys.  XLIY,  1899). 
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von  Kurven,  deren  jede  aus  der  vorhergehenden  abgeleitet  werden 
kann: 

-^0^2-^2  ^4 A ^2»A»  •  •  •?        ^l^ä^^A A»-1^2»-l 

Nun  wird  für  n  =  0  bekanntlich  die  Gleichung  (8)  zu  q  =  0,  also 
ist  ro  ein  Punkt,  während  sie  für  n  —  1  zu  p-cos  <p  =  a  wird, 
welche  die  Gerade  &  darstellt,  den  Ort  der  von  A  und  ^4/  gleichweit 
entfernten  Punkte;  wenn  wir  also  vom  Punkte  A  oder  der  Geraden  & 
ausgehen,  so  gelangen  wir  durch  Anwendung  jener  beiden  einfachen 
Ableitungsverfahren  zur  Konstruktion  aller  Arane'iden. 

Von  Heymann  wurde  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft der  Arane'iden  für  spezielle  Fälle  bewiesen  und  für  den  all- 
gemeinen Fall  ausgesprochen.  Um  diese  darzutun,  nehmen  wir  die 
durch  Gleichung  (7)  dargestellte  Cn  mit  einem  beliebigen  durch  die 
Punkte  A  und  A'  gehenden  Kreise  geschnitten.  Da  die  Gleichung 
des  letzteren  die  Gestalt  hat 

„      cos  (qp  —  cc) 

0  =  2a  — — -, 

s  cos  cc       7 

so  sind  die  Anomalien  cp  der  Punkte,  in  denen  er  von  der  Cn  ge- 
schnitten wird,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

cos  (qp  —  ce)  sin  n  cp 

cos  cc  sin  (n  —  1)  qp 

Nun  kann  man  diese  auch  folgendermaßen  schreiben: 

sin  cp  -  cos  (n  —  1  •  cp  -f-  «)  =  0, 

ihre  Wurzeln  sind,  wenn  Je  eine  ganze  Zahl,  cp  =  ~kit.  die  aber  nur 
die  Punkte  A  und  A!  liefern,  und 

_  (2fc-f  1)jt—  2  a  # 
^  _  2(w— "lj         ' 

um  Wurzeln  zu  erhalten,   die  zueinander  inkongruent   (mod  %)   sind, 

muß  man  dem  Tt  die  Werte  geben  2,  4, ,  2  (n  —  1);  man  wird 

dementsprechend  w  —  1  äqui differente  Werte  erhalten;  jene  Schnitt- 
punkte bilden  daher  ein  regelmäßiges  Vieleck  mit  der  Seitenzahl 
(n  —  1);  da  nun  a  beliebig  ist,  so  schließen  wir:  In  eine  Kurve  Cn 
können  oo1  regelmäßige  (n  —  1)-Ecke  einbeschrieben  werden;  jedes 
derselben  ist  zugleich  einem  Kreise  einbeschrieben,  der  durch  die 
Punkte  A  und  AI  geht.  —  In  ähnlicher  Weise  zeigt  man:  In  eine 
Knrve  Tn  können  00 1  regelmäßige  (n  +  1)  -  Ecke  einbeschrieben 
werden. 

Heymann  hat  auch  eine  organische  Erzeugung  der  Arane'iden 
durch  eine  kontinuierliche  Bewegung  angegeben,  die  ihre  tatsächliche 
Anwendung  für  die  Teilung  eines  Winkels  in  gleiche  Teile  ermög- 
licht (vgl.  S.  388). 
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148.  Zu  einer  besonderen,  sehr  bemerkenswerten  Kategorie  der 
isozyklotomischen  Kurven  ist  man  durch  ein  Verfahren  gelangt1), 
das  verschieden  und  unabhängig  von  dem  in  Nr.  146  angewendeten 
ist,  und  dessen  wir  hier  Erwähnung  tun  müssen.  Seien  (Taf.  XIII, 
Fig.  105)  in  einer  Ebene  77  zwei  feste  Punkte  A,  B  gegeben,  d  sei 
ihre  Entfernung  und  M  die  Mitte  derselben.  Wir  bezeichnen  nun 
mit  Km  den  Kreis  mit  dem  Durchmesser  AB  und  dem  Zentrum  M, 
mit  Ka  und  K&  die  beiden  mit  dem  Radius  d  und  den  Zentren  A 
und  B  bzw.  Wir  nehmen  jetzt  beliebig  den  Punkt  Bx  in  der 
Ebene  77,  ziehen  ABX  und  bezeichnen  deren  Schnitt  mit  Km  als 
P,  darauf  bestimmen  wir  auf  der  Geraden  APt  den  Punkt  P2  der- 
art, daß  die  Strecke  BXP2  den  Punkt  B  zum  Mittelpunkte  hat.  Auf 
diese  Weise  wird  für  die  Punkte  von  77  eine  involutorische  Cremona- 
sche  Transformation  hergestellt,  die  wir  mit  TLa  bezeichnen  wollen; 
offenbar  ist  der  Kreis  Km  für  dieselbe  eine  Kurve,  deren  Punkte  sich 
selber  entsprechen. 

Nehmen  wir  A  als  Pol,  AB  als  Polarachse  und  nennen  die  Ko- 
ordinaten der  entsprechenden  Punkte  Bt  und  P2,  bzw.  qx,  o1?  und 
q2,  eo2,  so  haben  wir  offenbar  die  Relationen 

o±  =  co2,         Qt-\-  Q%  =  2d  •  COS  CO (9) 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  läßt  sich  die 
Transformation  U,a  darstellen  durch  die  Formeln 

2dxt — x^ —  yx%  2dx1 — xts —  y^  ^n 

x2-xi        x^  +  yS         »      y^-Vi'     x^  +  y^        »'     •     W 

die    beweisen,    daß    TL„    eine    kubische    Transformation    ist;    das    ent- 

?  OL  1 

sprechende  homaloidische  Netz  wird  von  oo2  Kurven  dritter  Ordnung 
gebildet,  die  A  zum  Doppelpunkte  und  B  zum  gemeinschaftlichen  sin- 
gulären  Brennpunkte  haben;  sie  ist  daher  eine  spezielle  kubische  Trans- 
formation von  de  Jonquières,  die  zwei  Paare  zusammenfallender 
Fundamentalpunkte  in  den  beiden  Kreispunkten  1  und  J  hat,  in  den 
Richtungen  BT  und  BJ.  —  Eine  ähnliche  Transformation  erhält  man, 
indem  man  den  Punkt  B  an  die  Stelle  von  A  setzt;  wir  wollen  sie 
mit  S6  bezeichnen. 

Führen  wir  jetzt  die  Transformation  &a  auf  den  Kreis  Ka  aus  — 
den  wir  jetzt  der  größeren  Klarheit  halber  mit  F±  bezeichnen  wollen  — 
so  erhalten  wir  eine  neue  Kurve  F2  ;  da  nun  rt  die  Gleichung  Qt  =  d 
hat,  so  zeigt  die  Gleichung  (9),  daß  F2  dargestellt  wird  durch 

p2=  2d  cos  cox  —  d] 

r2  ist  also  eine  spezielle  Pascalsche  Schnecke  oder  Kreiskonchoide 
(s.  Nr.  69).     Führt  man  nun  auf  r2   die  Transformation  Zb  aus,   so 

1)  H.  Nägelsbach,  Die  Kreiskonchoiden  (Progr.  Erlangen,  1885). 
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erhält  man  eine  Kurve  F3,  die  der  Transformation  &a  unterworfen 
eine  Kurve  JT4  liefert;  fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir  eine  unbe- 
grenzte Reihe  von  Kurven.  Bezeichnen  wir  im  allgemeinen  eine  be- 
liebige derselben  mit  rm  und  durch  die  symbolische  Bezeichnung 
ST(JT)  =  2l ,  daß  die  Kurve  z/  aus  T  entsteht,  indem  man  diese  der 
Transformation  TL  unterwirft,  so  können  wir  allgemein  schreiben 

Die  Kurven  Tm  heißen  (aus  leicht  begreiflichen  Gründen)  Kreis - 
konchoiden  höherer  Ordnung;  ihre  Eigenschaften  —  insbesondere 
ihre  analytische  Darstellung  —  würde  man  durch  Benutzung  der  Glei- 
chungen erhalten  können,  welche  zur  Darstellung  der  Transformationen 
G,a  und  Zb  dienen,  aber  es  ist  einfacher,  sie  durch  folgende  Betrach- 
tungen an  der  Figur  selbst  aufzufinden. 

Nennen  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  AB  mit  den 
Kreisen  Ka  und  Kb  bezügl.  Q  und  S,  ferner  a  den  Winkel  P1AB-1 
ziehen  wir  nun  die  Gerade  P±B:  so  erweist  sich  das  Dreieck  APXB 
als  gleichschenklig,  und  weil  es  auch  das  Dreieck  BPXP2  ist,  so 
schließt  man 

^APtB  =  ^AP,B  =  ^- 

Daher  sind  die  beiden  Kreise  K'  und  K",  von  denen  der  erste  durch 
die  Punkte  AQ,  J50,  P1  geht,  der  zweite  durch  A,  B,  P2  zueinander  sym- 
metrisch in  bezug  auf  die  Gerade  AB.  Man  zeichne  nun  den  Punkt 
P3,  der  in  Zb  dem  Punkte  P2  entspricht;  das  Dreieck  BP2P3  erweist 
sich  als  gleichschenklig,  daher  ist 


^AP3B  =  ^AP2B  = 


2  > 


infolgedessen  liegt   der  Punkt  P3   auch  auf  dem  Kreise  K'.     Ähnlich 


erkennt  man,  daß 


^AP,B  =  ^AP3B  =  ^, 


weshalb  P4  auf  dem  Kreise  K"  liegt.  Fährt  man  in  dieser  Weise 
fort,  so  erkennt  man,  daß  die  Punkte  P±,  P3,  P5  .  .  .  P2n  +  1,  ■  ■  ■  auf 
K'  liegen,  und  P2,  P4  .  .  .  P2n  .  .  .  auf  K".  Beachten  wir  auch,  daß 
^BAP2  =  a,  und  daß  PtBP3  als  Außenwinkel  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  BP1P2  auch  gleich  a  ist;  ferner,  daß  der  Winkel  P2BPi 
als  Außenwinkel  des  gleichschenkligen  Dreiecks  AP2P3  ebenfalls  gleich 
a  ist  usw.,  so  haben  wir  im  allgemeinen 

^AP2nB  =  ^AP2n  +  1B=I^P2n_2AP2n  =  ^P2n_1BP2n  +  1  =  a. 

Infolgedessen  ist 


*ABPan+1=*?±±* 
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^BAP2n=nu, 


■^ABP„-x f-a, 


J 


<£BAP2n+1=x-(n+l)a, 
«fcP.^.B- (»  +  !)«; 
Daraus  folgt  dann 

^P2n  +  \AB   _  2w+2  I  <KPinBS    _2w+l 

<p2ra+1s^  -  2F+1        I     <~p~;zb  -~T*r 

und  diese  Relationen  berechtigen  uns  zu  dem  Schlüsse,  daß  die  Kreis- 
konchoiden  höherer  Ordnung  spezielle  Sektrices  der  in  Nr.  146  de- 
finierten Art  sind. 

Die  gewonnenen  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  führen  direkt 
zur  Polargleichung  der  Kurven  r2n  und  r2n+v  Beziehen  wir  näm- 
lich die  ersten  auf  ein  Polarkoordinaten-System  q,  q),  das  A  als  Pol, 
AB  als  Polarachse  hat,  so  haben  wir: 

AP,n=Q,  3:PinAB  =  <p 

und  da  nun  aus  dem  Dreieck  P2nAB  sich  ergibt 

^P2n  AP 

sin  ÄBP2n         sin  AP2nB  > 

so  folgert  man,  indem  man  die  vorhergehenden  Relationen  beachtet,  daß 

.     2n4-l 
sin — cp 

9  =  ä »i— (11) 

sin  — 

2n 

die  Polargleichung  der  Kurve  T2n  ist.     Ähnlich  erkennt  man,  daß 

.    2»  +  2 

Slip; T—<P 

9~d-~- (12> 

sin — —, — 

2w-f  1 

die  Polargleichung  von  P2n  +  X  ist,  wenn  man  B  als  Pol  und  BA  als 
Polarachse  nimmt.  Offenbar  sind  die  Gleichungen  (11)  und  (12) 
Spezialfälle  der  Gleichung  (6'). 

Wenden  wir  die  bewiesenen  Sätze  für  alle  Kreiskonchoiden  höherer 
Art  an,  so  erkennt  man:  Jede  Kurve  r2n  ist  rational  und  von  der 
Ordnung  4=n;  Punkte  von  der  Vielfältigkeit  2n  sind  A  und  die 
imaginären  Kreispunkte,  während  B  ein  vielfacher  Punkt  von  der 
Ordnung  2n  —  l  ist;  jede  Kurve  r2n+1  ist  rational  und  von  der 
Ordnung  in  +  2,  B  und  die  Kreispunkte  sind  (2n  +  1)- fache  Punkte 
derselben,  während  A  nur  ein  2n-facher  ist.  Keine  dieser  Linien 
hat  reelle  Punkte  im  Unendlichen. 

Wir  wollen  noch  eine  letzte  Bemerkung  machen  betreffend  die 
Anwendung  der  Kurven  F2n  und  r2n  +  i  auf  die  Aufgabe  der  Teilung 
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eines  Winkels.  Aus  den  vorhin  aufgestellten  Winkelbeziehungen, 
ergeben  sich  leicht  folgende  weiteren: 

^AP^B-^^-^P^BS 

^AP2n+1B  =  ±-^P2nAR 

Wenn  man  also  einen  Winkel  konstruiert  mit  dem  Scheitel  in  B 
und  mit  dem  einen  Schenkel  auf  BS,  der  gleich  einem  gegebenen 
Winkel  a  ist,  so  wird  der  andere  Schenkel  die  Kurve  T2n  in  2n  +  1 
Punkten  P2ra  schneiden.  Verbinden  wir  einen  beliebigen  derselben 
mit  den  Punkten  A,  B,  so  erhalten  wir  einen  Winkel,  welcher  der 
(2w -f- l)te  Teil  von  a  -+-  Jen  (k  =  0,  l,  2, . . . ,  2n)  ist.  Ähnlich,  wenn 
wir  ihn  zeichnen  mit  dem  Scheitel  in  A,  mit  dem  einen  Schenkel  auf 
AB,  gleich  einem  gegebenen  Winkel  cc,  so  wird  der  andere  Schenkel 
-T2n+1  in  2n  -f  2  Punkten  P2n  +  1  schneiden;  verbinden  wir  einen 
beliebigen  derselben  [mit  den  Punkten  A,  B,  so  erhalten  wir  einen 
Winkel,  welcher  der  (2 n  +  2)te  Teil  von  a  -f  k n  ist  (Je  =  0,  l,  2 . . .  2 n  -f  l). 
Liegt  also  die  Kurve  Pm  gezeichnet  vor,  so  wird  die  Teilung  eines 
beliebigen  Winkels  in  m  -f-  1  Teile  ausführbar  sein. 

149.  III.  Analog  zu  den  vorhergehenden  Sektrices  sind  die- 
jenigen Kurven,  von  denen  jede  der  Ort  der  Spitzen  P  eines  Dreiecks 
ist,  dessen  Grundlinie  AB  fest  ist,  und  dessen  Höhe  PH  den  Winkel 
APB  in  zwei  Teile  teilt,  die  in  dem  Verhältnisse  stehen  wie  1  :  (n  —  l)1). 
Setzen  wir  -è£APH=  cp,  so  ist  <K  BPH=  (n —  l)cp.  Nehmen  wir 
nun  ein  kartesisches  Koordinatensystem,  das  A  als  Anfang  und  AB 
als  x- Achse  hat,  so  erhalten  wir,  wenn  AB  =  a, 

x  =  y-tgcp,     a-  x  =  y-tg(n—  l)<p, 
und  daher: 

sin  qp  •  cos  (n  —  1)  q>  cos  <p  •  cos  {n  —  l)qp  ,+  n. 

x  =  Oi  -.  ,     y  =  (i  • — ; ,  .     .     (  lo  ) 

sm  n  <p  7      j  sin  n  gp  >  \     j 

welches  die  parametrische  Darstellung  der  Kurve  ist.  Es  ergibt  sich 
daraus,  daß  sie  rational  ist,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist;  wenn  ferner 
n  >  0,  so  ist  sie  von  der  Ordnung  n,  mit  A  als  (n  —  1)  fächern  Punkte. 
Setzen  wir  

so  finden  wir  nun  die  Polargleichung  der  Kurve  als 

cos(n—  l)(y  —  «) 


(t-)    ' 


(14) 


1)  Hesse,    Über  die   Teilung  des  Winkels,  speziell  die   Trisektion  (Monta- 
baur, 1881). 
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die,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  die  eine  oder  andere  von 
folgenden  beiden  Formen  annimmt 

sin(n — l)a>         /1  ,    s  cos  (n  —  l)ca  ,-,  .      s 

Q  =  a  — V '—  ■    (14  i) ,  q  =  a  — > '—    •     (14  n) 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  aus  dieser  Gleichung  die  Eigenschaften 
der  fraglichen  Kurve  abzuleiten.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Be- 
merkung, daß  im  zweiten  Falle  die  Kurve  durch  den  Punkt  B  geht, 
während   sie   im   ersteren   Falle   AB  in   einem   Punkte    C  schneidet, 

derart,    daß  AG  = a.      Schließlich:    Denken   wir  uns   die   einem 

bestimmten  Werte  von  n  entsprechende  Kurve  gezeichnet,  und  be- 
schreiben dann  über  AB  einen  Kreisbogen,  der  den  gegebenen  Winkel  a 
faßt,  so  wird  dieser  die  Kurve  in  gewissen  Punkten  P  schneiden. 
Verbinden  wir  einen  beliebigen  derselben  mit  den  Punkten  A  und  B 

und  ziehen  PH  senkrecht  zu  AB,   so  wird  -^APJS  =  —  sein:  dies 

zeigt  uns  hinlänglich,  daß  die  Kurve  eine  Winkel- w-Teilungskurve  ist. 
IV.  Wenn  man  irgend  einen  der  Kreisbögen,  die  zwei  feste 
Punkte  N0  und  Nn  als  Endpunkte  haben,  in  n  gleiche  Teile  teilen 
könnte,  so  wäre  man  offenbar  auch  imstande,  einen  beliebigen  gerad- 
linigen Winkel  y  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen.  Konstruieren  wir  näm- 
lich das  gleichschenklige  Dreieck  N0GNn  mit  dem  Winkel  y  an  der 
Spitze,  und  beschreiben  den  Kreisbogen  N0Nn,  dessen  Mittelpunkt  C 
ist,  und  teilen  diesen  in  n  gleiche  Teile,  so  werden  auch  die  ent- 
sprechenden Radien  den  Winkel  y  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen.  Um 
diese  Teilung  in  n  gleiche  Teile  ausführen  zu  können,  genügt  es,  den 
Ort  der  Punkte  Nr  zu  betrachten1),  von  denen  jeder  die  rte  Ecke 
eines  regulären  Polygonzuges  ist,  der  einem  Kreisbogen  einbeschrieben 
ist,  dessen  Endpunkte  N0  und  Nn  sind.  Um  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  Nr  zu  finden,  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  von  N0Nn 
als  Anfangspunkt,  N0Nn  selbst  als  #-Achse  eines  kartesischen  Koor- 
dinatensystems, und  nennen  C  den  Mittelpunkt  eines  der  genannten 
Kreisbogen.     Setzen  wir  <^N0CNn  =  2k,  so  ist 

<£  NNN  =  "^^a,     <£  NNN=-a, 

r~-       r      o      n  m  7         /  r      n      o  n 

daher  sind,  wenn  N0Nn=2a,  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 
NN  und  NN. 

t      o  r      n 


1)  C.  Burali-Forti,  Sopra  un  sistema  di  curve  che  dividono  in  n  parti 
eguali  gli  archi  di  circolo  che  passano  per  due  punti  fissi  (Giorn.  Matem.  XXVII, 
1889).  Diese  Kurven  waren  früher  von  J.  E.Wagner  untersucht  worden,  in  einer 
Arbeit,  worüber  man  einen  Bericht  in  den  Nouv.  Ann.  Mathém.  X,  1851, 
S.  297  liest. 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  26 
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Die  Gleichung  des  betreffenden  Ortes  wird  man  nun  erhalten,  wenn 
man   a  aus  diesen  beiden  eliminiert.     Bequemer  ist  es  jedoch  diesen 

darzustellen,  indem  man  x  und  y  als  Funktionen  des  Winkels  ß  =  — 

darstellt;  man  erhält  so  die  beiden  Gleichungen: 

rin(Sr-n)P  rinrp.Bm(*-r)^  ^ 

sm  wp        7     ^  sm  wp  v     y 

Leicht  leitet  man  daraus  ab,  daß  die  so  erhaltenen  Kurven  rational 
und  von  der  Ordnung  n  sind.  Man  kennt  bis  jetzt  keine  mechanische 
Konstruktion  derselben  in  kontinuierlichem  Zuge,  die  sie  für  die  Tei- 
lung eines  Winkels  tatsächlich  anwendbar  macht  (vgl.  die  Bemerkung 
auf  S.  388). 

150.  V.  Erheblich  komplizierter  ist  die  Definition  anderer  Sektrix- 
Kurven1),  zu  deren  Betrachtung  wir  gelangen  durch  folgenden  Satz: 
In  dem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Durchmesser  A0E=2r 
sei  der  Winkel  An_2OA0  =  (n  -  2)--^A1OA0  (s.  Taf.  XIII,  Fig.  106, 
wo  n  =  5  angenommen  ist)  und  man  führe  folgende  Konstruktion 
aus:  Man  ziehe  die  Gerade  AxAn_2  und  bezeichne  deren  Schnitt  mit 
dem  Durchmesser  A0E  mit  Bn_2;  auf  dem  verlängerten  Radius  0AX 
trage  man  OCn_2=  OBn_2  ab;  man  beschreibe  den  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  A0  und  dem  Radius  A0Cn_2  und  bestimme  den  zweiten 
Schnittpunkt  Dn  mit  OA^  man  ziehe  A0Dn,  welches  neuerdings  die 
Peripherie  des  gegebenen  Kreises  in  An+1  schneidet;  man  zeichne  den 
Schnittpunkt  Pn  der  Geraden  A0An  +  1  mit  dem  Kreise  um  0  und  dem 
Radius  0Dn]  endlich  ziehe  man  den  Radius  0PnAn.  Dann  ist  der 
Winkel  A0OAn  das  w-fache,  und  der  Winkel  A0OAn  +  1  das  (n  -f-  1)- 
fache  des  Winkels  A0  0AX  =  <p. 

Beweis:  Es  ist  nämlich 

oder 

■g-r«  0Bn_2  sin  cp  -+-  —  r2  sin  (n  —  3)<p  =  -^r-  OBn_2  sin  (n  —  2)<p 

daher  „-ß  r  sin  (w  —  3)g> 


n  -  2        sin  (n  —  2)  q>  —  sin  cp 

Beschreibt  man  nun  den  Kreis  um  A0  mit  dem  Radius  A00  und  be- 
stimmt dessen  zweiten  Schnitt  G  mit  0AV  so  ist 

0G  =  2r  cos  cp,     0Bn=Gn_2G, 
daher 

0Dn=0G-0Cn  2=0G-0Bn   2=2rcoscp .  'rin(»-8\y 

n  n  —  i  n  —  v  t  sin  (w — 2)  —  Sin  qp 


1)  A.  van  Grinten,    Die   n-   und  (n  -j-  1) -  Teilung   des   Winkels  und  des 
Kreises  (Arch.  Math.  Phys.  LXX,  1874). 
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Setzt  man  aber  ODn  =  Qn,  so  findet  man  durch  leichte  Rechnung 
w  +  1 

COS — ± — qp 

Qn=r — = — ì —     '     W;       oder     9n  =  r—^r — ^-^  •     (16) 

cos qp  \  i-r 

2      * 

Bezeichnen  wir  nun  mit  if>  den  Winkel  PnODn,   so  ergibt,   da  nach 
der  Konstruktion   OPn  =  ODn,  die  Relation 

A  A00Dn+  A  Z>mOPw=  A  AOPw, 
oder  -r pM  sin  cp  +  -  pK  sin  ^  =  -r p„  sin  (qp  -f  ^) , 

und  infolgedessen  _  sin  (y  +  ^>)  -  sin  q> 

®n  sin  ip 

Vergleicht    man  diese  Beziehungsgleichung  mit  (16),    so   sieht  man, 
daß  ijf  =  (n  —  1)^:  daher  ist 

&A10Au=(n-l).3:A00Al] 

^A0OAn=n.^A0OAx- 

^:^.ojw+1-(*  +  i).^:j.oj1> 

wie  eben  der  ausgesprochene  Satz  besagte. 

Variiert  man  qp,  so  stellt  die  Gleichung  (16)  oder  (16')  in  Polar- 
koordinaten den  Ort  /J  der  Punkte  Dn  dar,  wobei  0  Pol,  0  A  Polar- 
achse ist.  —  Setzen  wir  nun  OPn=Q,  ncp  =  (a,  so  werden,  weil 
OPn  =  ODM=  q,  die  angeführten  Gleichungen  zu 

«4-1  .  .    CO 

cos  — — ! —  co  sm  co  — ■  sm  — 

*— — 5^1--    (")         9-r    .  ,_x"     ■    •    (17') 

cos  — - —  co  sm cd 

2%  2n 

und  stellen  dann  in  ähnlicher  Weise  den  Ort  FL  der  Punkte  Pn  dar. 
Ist  nun  die  Kurve  77  konstruiert,  so  läßt  sich  die  w-Teilung  eines 
beliebigen  Winkels  mit  Leichtigkeit  ausführen.  Legt  man  nämlich 
denselben  mit  dem  Scheitel  in  0  und  mit  dem  einen  Schenkel  längs 
OA0,  so  schneidet  der  andere  Schenkel  OAn  die  Kurve  77  im  Punkte  Pn. 
Man  ziehe  die  Gerade  A0Pn  und  bestimme  deren  zweiten  Schnitt  Dn 
mit  dem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  0  und  dessen  Radius  0Pn  ist; 
wird  nun  die  Gerade  ODnAt  gezogen,  so  ist  der  Winkel  Ax  0A0  der 
nte  Teil  des  gegebenen.  —  Dieselbe  Kurve  dient  jedoch  auch  zur 
Teilung  eines  Winkels  in  n  -f-  1  gleiche  Teile.  Legt  man  ihn  näm- 
lich mit  dem  Scheitel  in  0  und  mit  dem  einen  Schenkel  auf  die 
Grade  A00,  bezeichnet  den  Schnittpunkt  des  anderen  Schenkels  mit 
dem  gegebenen  Kreise  mit  An+1,  zieht  die  Gerade  A0An+1,  und  ist 
dann  P  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  77,  so  ist  der 
Winkel  Pn0An  +  1  der  (n  -f-  l)te  Teil  des  gegebenen. 

26* 
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Der  Kürze  wegen  wollen  wir  uns  nicht  mit  der  Diskussion  der 
Kurven  d  und  JJ  aufhalten,  und  nur  bemerken,  daß  für  n  =  2  die 
Gl.  (16')  wird  zu  q2  =  r{2  cos  qp  —  1),  die  eine  besondere  Pascalsche 
Schnecke  (S.  147)  darstellt,  weshalb  man  auch  die  Kurven  /l  als  Ver- 
allgemeinerungen dieser  bemerkenswerten  Kurve  auffassen  darf. 

VI.  Einer  ganz  ähnlichen  Darstellung,  wie  der  durch  die  Glei- 
chungen (6'),  (7),  (8),  (10),  (12),  (13)  gegebenen,  sind  auch  andere 
Teilungskurven  fähig,  die  von  E.  Oekinghaus  betrachtet  wurden1); 
es  sind  dies  die  durch  die  folgenden  Polargleichungen  dargestellten: 

.    n  —  2  n  —  2 

sm^—<p  cos— —  qp 

e-a-~- ?— ■    .     .     .     .(18) 


>  .    n         '  ^  n 

sm  -  qp  cos  -  qp 

Derselbe  Autor  hat  auch  zuerst  die  Teilungskurven  betrachtet,  die 
eine  Polargleichung  von  folgendem  Typus  haben: 

«■-G)av-+G)«v-^-(:yf-^+ --o .  e«) 

die  sich  augenscheinlich  der  besonderen  Eigenschaft  erfreuen,  daß  die 
Summe  der  Vektoren  der  auf  einer  beliebigen,  durch  den  Pol  gehenden 
Geraden  gelegenen  Kurvenpunkte,  gleich  Null  ist. 

151.  VII.  Zu  einer  weiteren  und  wichtigeren  Klasse  von  Sektrix- 
Kurven  gelangt  man  durch  folgende  Betrachtungen2):  Da  jede  ganze 
Zahl  entweder  prim  ist  oder  das  Produkt  von  Primzahlen,  so  würde 
man  irgend  einen  Winkel  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Teile 
teilen  können,  wenn  man  die  Teilung  in  eine  Primzahl  gleicher  Teile 
teilen  könnte.  Ist  nun  p  eine  Primzahl,  so  ist  nach  einem  bekannten 
Satze  von  Fermat  2P~1  —  1  durch  p  teilbar,  demnach  auch  das  Produkt 

/     £-1  \      /     £-1  X 

\2  2  -j-  1/  \2  2  —  1/ ,  es  ist  also  wenigstens  einer  dieser  beiden 
Faktoren    ein   Vielfaches   von   p.     Wenn   man   nun    die   Teilung    des 

(  —         \ 

Winkels   in   \2  2    +  1/    Teile  ausführen  könnte,    so   würde  man  sie 

ganz  allgemein  ausführen  können.  Diese  Teilung  in  (2ra  +  1)  Teile 
läßt  sich  nun  mit  Hilfe  der  beiden  Kurven,  die  wir  jetzt  definieren 
wollen,  bewerkstelligen. 

a)  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  M  mit  dem  Radius  a 
einen  Kreis,  der  die  x- Achse  im  Anfangspunkte  0  berührt  (Taf.  XIII, 
Fig.  107).  Man  ziehe  nun  eine  beliebige  Sehne  OA  in  diesem  Kreise 
und  trage  auf  der  Verlängerung  derselben  der  Reihe  nach  ab 


1)  Die  SeJctionshurven  (Arch.  Math.  Phys  ,  2.  Serie,  I,  1884). 

2)  A.  Kempe,  De  verdeeling  van  een  hoek  in  2n  -\-  1  gelyke  deelen,  sowie 
De  verdeeling  van  een  hoek  in  een  villkeurig  antal  gélyke  deelen  (Nieuw  Archiv 
voor  Wiskunde.  2.  Ser.,  I,  1894).  Außerdem  s.  die  Abh.  Sur  les  courbes  sectrices 
(Mém.  Soc.  Liege,  2e  Sér.,  XX,  1898). 
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AB  =  AM,      BC=BM,...- 

variiert  man  jene  Sehne,  so  beschreiben  die  Punkte  B,  C,  D  . . .  eben- 
so viele  Kurven  F1;  JH2,  rs  .  .  .,  deren  nte  die  Polargleichung  hat 

q  =  a  +  2asing)  -f-  2acos(|  — |)  +  2acos^- |)  •  cos^  —  |)  -1 

...  +  20co8g-l).coS(|-f)...eoB(^I-i).    .    .    .    (20) 

und  2ra  —  1  Schleifen  besitzt. 

Um  uns  von  der  Anwendbarkeit  dieser  Kurve  (ßn  -f-  1)-Teiler  ge- 
nannt) für  die  Aufgabe  der  Winkelteilung  zu  überzeugen,  verlängern 
wir  die  Geraden  AM,  BM,  CM...  nach  A',B',  C  .  .  .,  nennen 
a,  ß,  y  .  .  .  die  Winkel,  welche  die  Geraden  MA,  MB,  MC .  .  .  mit 
0  A  bilden,  und  a,  ß',  y  .  .  .  die  Winkel,  welche  die  Verlängerungen 
MA',  MB',  MC  ...  mit  0 M  machen.     Die  Betrachtung  der  Figur 

zeigt  dann,  daß 

6  a  =2a,       ß'  =  3ß,       /  =  5y .  .  . 

aus  diesen  Beziehungen  ergibt  sich,  daß,  wenn  man  durch  M  eine 
beliebige  Gerade  zieht,  die  mit  OM  den  beliebigen  Winkel  a  bildet, 
diese  den  gegebenen  Kreis  und  jene  Hilfskurven  in  den  Punkten  AQ, 
BQ,  C0  .  .  .  schneiden  wird,  so  daß  die  von  ihr  mit  den  Geraden  OA0, 

OBQ,  OC0  .  .  .  gebildeten  Winkel    bzw.  gleich  -,  -,  -  •  •  •  sind.   Somit 

können  diese  Kurven  zur  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  2"  +  1 
gleiche  Teile  dienen1). 

b)  Um  den  Anfangspunkt  als  Zentrum  und  mit  dem  Radius  a 
beschreibe  man  einen  Kreis,  der  die  #-Achse  in  N  schneidet  (Taf.  XIII, 
Fig.  107).  Dann  ziehe  man  einen  beliebigen  Radius  OD  und  trage 
auf  seiner  Verlängerung  der  Reihe  nach 

BE=BN,    EF^EN... 

ab.  Die  Punkte  D,  E,  F.  .  .  beschreiben  dann  ebensoviele  Kurven, 
deren  Polargleichung  für  0  als  Pol,  ON  als  Achse  man  leicht  —  vgl.  a)  — 
findet2).     Ebenso  zeigt  uns  die  Figur  alsbald,  daß 

<£  ODN=  ONB,     <£  OEN  =  \öNE, 
<£OFN  =  lONF... 


1)  Für  den  Fall  n  =  1  wurden  diese  Kurven  auch  von  G.  La  Manna 
Coppola  (Le  sviluppo  di  un  arco  del  cerchio  e  la  trisezione  dell'  angolo,  Palermo 
1902)  betrachtet. 

2)  Sie  sind: 

.      CO  CO     .      CO  -f-  Tt 

q  =  a  -\-  2  a  sin  - ,  q  =  a  -j-  2  a  sin  —  sin  — j — , 

.    co    .    „        .     co    .     co  4-  n    .    „        .     co    .     CO-\-7t    .     00-1-3« 
£  =  a  +  2  asm-  -f-  2  a  sin  -  sin  — j f-  2  a  sin  -  sin  — j —  sin  — — usw. 
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Wenn  also  eine  beliebige  durch  N  gezogene  Gerade,  die  mit  NO 
den  Winkel  co  bildet,  die  betreffenden  Kurven  in  E0,  F0  .  .  .  schneidet, 

so  wird  sie  mit  den  Geraden  NE0,  NF0  .  .  .  bzw.   die  Winkel  -,  -, 

—  •  •  •  bilden;  jene  können  daher  zur  Teilung  eines  beliebigen  Winkels 

in  2n — 1  gleiche  Teile  dienen  und  werden  daher  (2n  —  1)-  Teiler  ge- 
nannt; deren  wte  2n  —  2  besitzt  Schleifen. 

Die  genannten  Kurven  lassen  sich  auch  mechanisch  mit  Hilfe 
gewisser  Apparate  zeichnen,  von  denen  als  der  einfachste  folgender 
beschrieben  werden  soll:  Auf  einem  Lineal  OG,  das  um  den  festen 
Punkt  0  drehbar  ist,  bewegen  sich  zwei  Schlitten  H  und  I  (vgl.  Fig.  108). 
Ein  zweiter  fester  Punkt  M,  so  gelegen,  daß  MO  senkrecht  zu  OG 
ist,  ist  der  Anheftepunkt  eines  fortlaufenden  nichtelastischen  Fadens 
MHOKI.  In  H,  0  und  K  befinden  sich  Röllchen,  um  die  Reibung  zu 
vermeiden.  Unter  H  befindet  sich  eine  Spitze,  die  der  erzeugenden 
Kurve  folgt,  unterhalb  I  ein  Bleistift,  der  die  Sektrixkurve  zeichnen 
soll.  Zu  Beginn  der  Bewegung  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
der  Faden  so  gespannt  ist,  daß  MH  -f-  HO  =  Ol.  Dies  läßt  sich 
exakt  bewirken,  indem  man  das  Röllchen  K,  das  durch  eine  Klemm- 
schraube gehalten  wird,  verschiebt  und  es  in  geeigneter  Lage  fest- 
klemmt. Es  ist  klar  wegen  der  Undehnbarkeit  des  Fadens,  daß,  wenn 
man  den  Fahrstift  H  verschiebt,  sich  auch  der  Schreibstift  I  ver- 
schiebt, jedoch  so,  daß  immer  MIT  =  W T  bleibt,  wenn  H',  T  die 
neuen  Lagen  von  H  und  I  sind,  und  der  Faden  immer  gespannt 
bleibt.  Läßt  man  nun  den  Stift  TL  zuerst  den  um  M  mit  MO  be- 
schriebenen Kreis  durchlaufen,  indem  man  das  Lineal  zugleich  um 
0  dreht,  so  beschreibt  I  die  Kurve  T±  (Nr.  151  a),  läßt  man  ihn  da- 
rauf r±  durchlaufen,  so  erzeugt  I  die  P2  usw.1) 

152.  VIII.  Die  Teilung  eines  Winkels  in  2n  +  1  gleiche  Teile 
läßt  sich  vermittels  eines  sehr  einfachen  Instruments  ausführen  — 
des  Multisektors2)  — ,  der  die  Form  eines  rechtwinkligen  Sonnen- 
zeigers hat  (Taf.  XIII,  Fig.  109).  Die  einzige  Bedingung  ist,  daß  TG  =  GP 
genommen  wird  und  RCJ_TP;  die  gemeinsame  Länge  m  dieser 
beiden  Strecken  nennt  man  den  Modulus  des  Instrumentes.  In  P 
denke  man  sich  einen  Schreibstift  befestigt.  Denken  wir  uns  nun  eine 
beliebige  feste  Kurve  /l  (die  Direktrix)  gegeben,  sowie  einen  festen 
Punkt  0  und  stellen  uns  vor,  daß  der  Multisektor  sich  bewege  der- 
art, daß  seine  Kante  EG  fortwährend  durch  0  geht,  und  der  Punkt 
T  die  Direktrix  beschreibe,  so  erzeugt  der  Punkt  P  eine  neue  Kurve 


1)  Mitgeteilt  in  einem  Briefe  an  den  Verfasser  vom  19.  Oktober  1908  von 
A.  Kempe.  —  Eine  andere  Methode  findet  sich  in  einer  Note  desselben  Geo- 
meters  Über  die  stetige  Erzeugung  geioisser  Schleifenkurven,  die  einen  beliebigen 
Winkel  in  drei  gleiche  Teile  teilen  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIX,  1903). 

2)  T.  W.  Nicholson,    The  multisection  of  angles  (The  Analyst.,  X,  1883). 
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77,  die  wir  Polyode  nennen  (von:  nolvg,  viel,  und  %  òdóg,  der  Weg). 
Zwischen  den  beiden  Kurven  4  und  77  besteht  eine  geometrische  Be- 
ziehung, die  in  Formeln  gekleidet,  gestattet,  die  Gleichung  der  zweiten 
zu  finden,  wenn  man  die  der  ersten  kennt.  Bequemer  ist  es,  alle 
betrachteten  Figuren  auf  ein  Polarkoordinatensystem  mit  dem  festen 
Punkte  0  als  Pol  zu  beziehen.     Wenn 

fOfv  <°i)  =  ° 
die  Gleichung  der  Direktrix  J  ist,  und  q,  a  die  Koordinaten  des  be- 
weglichen Punktes  P  sind,  so  ist,  da  P  und  T  gleichen  Abstand  von 
0  haben, 

Ferner  ist  der  Winkel  POT  gleich  der  Differenz  zwischen  den  Winkeln 
o)  und  cox,  daher  ist,  weil  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OCT  die 

Seite  CT=m,  0T  =  q,  <£C0T  =  ^=p-, 

.       CO  CJ, 

m  =  Q-sm — - — L. 


Die  Gleichung  der  Kurve  77  ist  nun  nichts  weiter  als  das  Resultat 
der  Elimination  von  Qt  und  cat  aus  den  drei  vorhergehenden  Glei- 
chungen, also 

f[Q,(o  —  2  are  sin  — J  =  0. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  Direktrix  die  Polarachse,  für  welche  immer 
g^  =  0,  so  ist  die  Gleichung  der  Polyode 

CO 

m  =  q  •  sin  -  ; 

die  Polyode  ist  daher  eine  Trisekante  (s.  S.  231),  für  die  sich  infolge- 
dessen eine  neue  Erzeugungsweise  ergibt.  Nehmen  wir,  was  all- 
gemeiner, für  /l  eine  Parallele  zur  Polarachse,  so  haben  wir  für  diese 

q±  sin  cot  =  Je, 

wo  ~k  der  Abstand  des  Poles  von  der  Geraden  ist;  man  gelangt  jetzt 
zu  einer  Kurve  77  von  der  vierten  Ordnung,  die  in  kartesischen  Ko- 
ordinaten durch  die  Gleichung 

y2  ix2  -f  y2  —  Je2)  =  (x2  +  y2  —  hx  —  2  m2)2 

dargestellt  wird,  und  die  man  als  eine  Verallgemeinerung  der  Trise- 
kanten  ansehen  kann.  Die  Fig.  110  auf  Taf.  XIII  zeigt  uns  die  Ge- 
stalt der  Kurve  für  den  Fall  h  <  w  und  ft  >  m,  letztere  punktiert, 
während  Fig.  111  uns  die  Polyode  eines  Kreises  darstellt  für  den 
Fall,  daß  der  Pol  auf  der  Peripherie  liegt. 

Zeigen    wir   nunmehr    die    Anwendung   der  Polyoden    auf   das 
Problem  der  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  A  OB. 
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a)  Man  ziehe  die  Gerade  b  parallel  zu  OB,  in  einem  Abstände 
von  dieser  gleich  dem  Modulus  m  (Taf.  XIII,  Fig.  112);  man  nehme 
als  festen  Punkt  den  Scheitel  0,  OA  als  Direktrix  und  zeichne  die 
entsprechende  Kurve  77;  ist  P  einer  der  Schnitte  von  77  mit  b,  so  hat 
man  t 

■^BOB^-^AOB. 

Trägt  man  auf  OA  nun  OT  =  OB  ab,  fäUt  das  Lot  OC  auf  BT 
und  ist  BH  senkrecht  OB,  so  sind  die  drei  Dreiecke  OCT,  OCB , 
ORB  kongruent,  daher  ist  insbesondere  ^T  OC  =  COB  =  BOH, 
woraus  die  angegebene  Behauptung  sich  ergibt. 

b)  Um  die  5-Teilung  desselben  Winkels  AOB  auszuführen 
(Taf.  XIV,  Fig.  113),  ziehe  man  zuerst  die  Gerade  b  und  die  der  Ge- 
raden OA  entsprechende  Polyode  77;  dann  nimmt  man  von  neuem 
0  als  festen  Punkt  und  die  Gerade  b  als  neue  Direktrix,  beschreibt 
eine  neue  Polyode  77'  und  bestimmt  deren  Schnitt  B  mit  77.  Dann 
zeichne  man  den  Kreis  mit  dem  Zentrum  0  und  dem  Radius  OB  und 
bezeichne  mit  T  und  T'  dessen  Schnitte  mit  OA  und  &;  nachdem 
man  die  Geraden  BT  und  BT'  gezogen  hat,  fälle  man  auf  diese  die 
Lote  OC  und  OC  und  ziehe  schließlich  T' H  senkrecht  zu  OB.  Die 
fünf  rechtwinkligen  Dreiecke  OCT,  OCB,  OCB,  OCT,  ORT'  er- 
geben sich  als  kongruent  nach  der  Konstruktion,  und  also  ist 

^T'OH=\^AOB. 

c)  In  ähnlicher  Weise  verfährt  man,  um  die  7-Teilung  desselben 
Winkels  AOB  auszuführen  (Taf.  XIY,  Fig.  114).  Man  zeichnet  auch 
die  Gerade  b  und  die  beiden  Polyoden  77  und  FL',  die  bei  der  5-Tei- 
lung gedient  haben,  dann  nimmt  man  neuerdings  0  als  Pol  und  77' 
als  Direktrix  und  konstruiert  die  zugehörige  Polyode  77".  Sei  P 
der  gemeinsame  Punkt  von  77  und  77";  ihm  entspricht,  als  Punkt  von 
77  betrachtet,  der  Punkt  T  von  OA,  während,  wenn  er  als  Punkt 
von  77"  betrachtet  wird,  T"  der  entsprechende  von  IT  sein  möge; 
schließlich  entspricht  T"  dem  T'  auf  b.  Man  ziehe  nun  die  Geraden 
BT,  BT",  T",  T,  fälle  auf  diese  die  Lote  OC,  OC",  OC,  und  ziehe 
auch  noch  Tr R  senkrecht  zu  OB.  Infolgedessen  entstehen  sieben 
kongruente  rechtwinklige  Dreiecke,  die  beweisen,  daß 

^rOR=i-^AOB. 

Die  soeben  für  die  Teilung  in  3,  5,  7  Teile  angewandte  Methode 
läßt  sich  ohne  weiteres  auf  die  9,  11  .  .  .  Teilung  erweitern;  somit 
kann  also  der  Multisektor  —  wie  behauptet  —  zur  Teilung  eines  be- 
liebigen Winkels  in  2w -f  1  gleiche  Teile  dienen1). 


1)  S.  H.  Johnson    hat    die   Bemerkung  gemacht   (s.   die  Note  The  multi- 
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IX.  Die  Trisekante  von  Delanges  gehört  auch  zu  der  jüngsten 
Klasse  von  Trisektricen,  welche  wir  kennen1);  ihre  Entstehungsweise 
ist  folgende: 

Um  den  Nullpunkt  0  der  Achse  OX  (wir  bitten  den  Leser,  die 
leichte  Figur  selbst  zu  entwerfen)  beschreibe  man  mit  einem  beliebigen 
Radius  r  den  Kreis,  der  die  #-Achse  in  A  schneide.  Von  A  aus  trage 
man  die  fest  gegebene  Strecke  2  a  wiederholt  als  Sehne  in  den  Kreis, 
als  AA2  =  A2A±  =  AéA6  =  •  •  •  =  2a.  Die  Mittelpunkte  der  Bogen 
AA2,  A2Ai}  AAAe,  .  .  .  seien  der  Reihe  nach  At,  AB,  Ah,  . .  .,  die 
der  zugehörigen  Sehnen  JB1}  JB3,  JB5,  ...  Diese  Konstruktion  führe 
man  an  jedem  einzelnen  Kreise  der  Schar  konzentrischer  Kreise  um  0 
als  Mittelpunkt  aus,  indem  man  mit  r  =  a  beginnt.  Dann  ist,  auf 
Polarkoordinaten    q,   co    bezogen,    die    Gleichung    des    Ortes    An    der 

Punkte  An,  weil  ^C  AnOA  =  co,  also  -^  AnOAn_1  =  —  ist: 

q  sin  —  =  a (21) 

Ferner  ist  die  Gleichung  des  Ortes  Bn  von  B 

Q  tg  £  =  » C22) 

Auf  diese  Weise  entstehen  also  die  beiden  Scharen  von  Kurven 
An  und  Bn  die  leicht  zu  zeichnen  und  (wie  man  unschwer  sehen 
kann)  zur  Winkelteilung  dienen  können. 

Von  den  Eigenschaften  der  Kurven  An  mögen  die  folgenden 
erwähnt  werden: 

Sie  besitzen  alle  eine  Asymptote  im  Abstände  y  =  an  von  OX. 

Aus  y  =  q  sin  co  =  a folgt  nämlich  für  co  =  0  (und  folglich  q  =  oo) 

sin^ 
n 

der  Grenzwert   y  =  an.     Ist  n  gerade,    so  ist   y  =  —  an   eine  zweite 

Asymptote. 

Der  Sektor  der  Kurve,  begrenzt  von  einem  beliebigen  Radius  OP 

der  Kurve   (<C  POX=  co)  und  dem  Radius  0  Y,  senkrecht  zu  0 X, 

hat  den  Flächeninhalt 


1=  —  na2    cot cot 

2  L       n 


2n_ 


section  of  angles,  The  Analyst.,  X,  1883),  daß  die  dargelegte  Vielteilung  sich 
schon  in  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1880  von  J.  B.  Miller  findet  {The  Chordel 
and  its  application  to  the  general  section  of  an  angle,  Van  Vorstrands  Engineering 
Magazine,  XXII);  dieser  benutzt  gewisse  Kurven  —  von  ihm  Chordalen  ge- 
nannt — ,  die  allgemeiner  als  die  Polyoden  sind. 

1)  E.  Lampe,  über  eine  Gattung  von  Kurven,  die  zur  Teilung  eines  Winkels 
in  n  gleiche  Teile  dienen  können  (Sitzungsber.  der  Berliner  math.  Ges.  1909). 
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Der  Radius  OP  schneide  die  Asymptote  in  P1}   ebenso  schneide 
die  Asymptote  in  Ylf  so  ist  der  Flächeninhalt  /  von  PPX  Yx  Y: 

I=-n  a2  [  n  cotg  cd  —  cotg  ^  +  cotg  ^]  • 

Für  cd  ==  0  ist  lim    n cot  co  —  cot  —    =  0;  daher  ist  der  Inhalt  Ia 
der  Fläche  begrenzt  von  der  Kurve,  ihrer  Asymptote  und  der  «/-Achse 

7=  —  na2 cotg  ^—  • 

Die  Ordnung  der  Kurven    An   ist  n,  wenn  n  eine  ungerade 
Zahl,  dagegen  2n,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist. 

a)  Für  ein  ungerades  n  hat  man  nämlich: 

sin  (n  cc)  = 

r  .            rc2-l2   .    3      .   (ns— l)(n«-3«)    .   5  .  .     1 *  *=±  OM  -    .   n  "] 

«sin« -rsm3ff  +  - gj -sin5« K—1)        2B_1sinna   • 


Setzt   man  nun    a  =  —  ,    sino;  =  sin  —  =  —,    sino  =  —,    so   folgt 
%  7  n         q  7  p7  ° 

nach  Multiplikation  mit  pM 
y?—i  =  n  [ccq"-1  -  ^=^  aV~3  +  ^-IH^-S2)  „5^-5 J  . 

Die  Exponenten  von  q  sind  alle  geradzahlig;  ersetzt  man  daher 
q2  durch  x2-\-y2,  so  erhält  man  eine  Gleichung  nten  Grades  zwischen 
x  und  y.     Für  den  einfachsten  Fall  n  =  3  wird  die  Gleichung 

(x2  +  y2)  (ßa-y)  =  4az 

welche  eine  Trisektrix  von  Maclaurin  darstellt  (S.  85)  welche  in  (0,  2  a) 
ihren  Knotenpunkt  hat.  Da  die  obige  allgemeine  Gleichung  x  nur 
in  geraden  Potenzen  enthält,  so  ist  die  «/-Achse  eine  Symmetrieachse 
der  Kurve  An  bei  ungeraden  n\  die  x- Achse  aber  nicht;  ihre 
Asymptote  ist  eine  Wendeasymptote. 

b)  Für  ein  gerades  n  gilt  die  Gleichung: 

.        n2    .    a       ,    n2(n*  —  22)     .   „          n\n2  —  22)  (w2  —  42)     .    , 
coswa  =  1  —  -smJa  -| — - smna — -  sur  a  -| 

+  (-  1)  2  2" -^in'2  cc- 
Setzt  man  wieder  a  =  — ,  also  «k  =  co,   sin  -  =  -  ,   cos  co  =  -  , 

n  '  7  n        q  7  q  ' 

so  folgt  nach  Multiplikation  mit  gn: 

^->_9._  |!  „V-H  «'c;-2')  aV-'-  «'(«'-»  K^j^p»-^.,, 

Nun  ist  aber  w  —  1  eine  ungerade  Zahl;  daher  muß  die  Gleichung, 
um  in  x2  -f  y2  =  g2  rational  zu  werden,  ins  Quadrat  erhoben  werden, 
und    dadurch    steigt   ihr   Grad  auf  2n.     Die   so   erhaltene   Gleichung 
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enthält  nur  gerade  Potenzen  von  x  und  y;  daher  sind  die  Koordinat- 
achsen Symmetrieachsen  der  Kurven.  Für  den  einfachsten  Fall  n  =  2 
wird  die  Gleichung 

(4a2  -  y2)  (x2  +  y2)  =  4< 

welche  eine  Trisekante  von  Delanges  darstellt  (m.  s.  S.  231). 

Die  Ordnung  der  Kurven  Bn  ist  2it  +  2.     Ihre  Gleichung  folgt 
aus  der  Formel  /M.  ,mS  ,  . 

(D%-:)^+Qt^-... 

ig  (iia)  = — — ■ 

l  -  ©  tg2«  +  Q  tg*a  -  ■  •  • 

indem  man    a  =  -    setzt.      Nun    ist    die    Gleichung    der    Kurve  Bn 


n 
co 


Qi8~=a?  also 

*&„=-,   tg(wa)  =  tgra- 


n        q'     ° s      J         "  a? 


Führt  man  dies  in  die  Gleichung  für  tg(wa)  ein  und  multipliziert 
den  Bruch  auf  der  rechten  Seite  mit  Qn,  so  folgt 


ck-'-(;k-8+cw 


Um  diese  Gleichung,  in  der  0  =  ]/  #2  -f  ?/2  zu  setzen  ist,  rational 
zu  machen,  muß  man  sie  ins  Quadrat  erheben,  und  dann  wird  die 
linke  Seite,  nachdem  man  mit  dem  Nenner  der  rechten  Seite  mul- 
tipliziert hat,  y2Q2n,  also  von  der  Ordnung  2n  +  2  w.  z.  b.  w.  Die 
Kurve  niedrigster  Ordnung  der  Schar  Bn  ist  B2,  mit  der  Gleichung 
otgco  =  a,  also  die  Kappakurve  (S.  196).  Alle  Kurven  Bn  sind 
symmetrisch  zu  Ol  und  OY. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Kurven  mit  Zentrum  oder  mit  Symmetrie- Achsen1). 

153.  Unter  dem  Zentrum  einer  ebenen  Kurve  f  versteht  man 
einen  Punkt  C  ihrer  Ebene,  von  der  Beschaffenheit,  daß  jede  durch 
ihn  gezogene  Gerade  die  JH  in  Punktpaaren  schneidet,  die  symmetrisch 


1)  Die  Kurven,  denen  dieses  Kagitel  gewidmet  ist,  sind  Spezialfälle  jener, 
die  in  einer  Homographie  sich  selber  entsprechen;  S.  Kantor  hat  eine  Methode 
angegeben  ihre  allgemeine  Gleichung  zu  finden;  s.  Premiers  fondéments  pour 
une  ihéorie  des  transformations  planes  univoques  (Mem.  Accad.  Sc.  Napoli  3,  1891) 
I.  Teil  §  2.  Die  Bestimmung  aller  Kurven  vierter  Ordnung,  die  projektive  Trans- 
formationen in  sich  selbst  zulassen,  wurde  neuerdings  von  E.  Ciani  in  Le  qiiar- 
tiche  proiettive  a  sé  stesse  (Rend.  Circ.  matem.  XXVIII,  1909)  durchgeführt. 
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in  bezug  auf  C  sind;  die  Punkte  von  P  verteilen  sich  daher  auf  oo1 
Paare,  gebildet  jedes  von  einem  Punkte  und  seinem  Gegenpunkt;  zu 
sich  selbst  Gegenpunkt  ist  das  Zentrum  C  und  alle  Punkte  der  unend- 
lich fernen  Geraden.  Wenn  die  Kurve  JH  ein  Zentrum  hat  (und  mehr 
als  eins  kann  sie  offenbar  nicht  besitzen,  es  sei  denn,  daß  sie  tran- 
szendent sei,  oder  aus  einem  Büschel  paralleler  Geraden  bestehe),  so 
nennt  man  sie  zentro-symmetrisch,  und  sie  enspricht  sich  dann 
selbst  in  einer  harmonischen  Homologie,  die  zum  Zentrum  C  hat  und 
als  Achse  die  unendlich  ferne  Gerade;  daher  gehört  sie  zur  Klasse 
der  homologisch-harmonischen  Kurven.  Die  Definition  des  Zen- 
trums setzt  nicht  voraus,  daß  die  Kurve  algebraisch  sei,  und  in  der 
Tat  gibt  es  transzendente  zentrische  Kurven;  wir  wollen  jedoch  fest- 
halten, daß  die  im  Verlaufe  dieses  Kapitels  behandelten  Kurven 
algebraisch  seien1). 

Alle  Kurven  zweiter  Ordnung  besitzen  ein  Zentrum  (in  endlicher 
oder  auch  in  unendlicher  Entfernung);  alle  Kurven  dritter  Ordnung 
können  in  die  mit  einem  Zentrum  versehenen  projiziert  werden 
(s.  Nr.  14)  ;  die  Kurven  höherer  Ordnung  besitzen  im  allgemeinen  kein 
Zentrum,  noch  auch  können  sie  in  zentrische  Kurven  projiziert  werden  ; 
dennoch  existieren  viele  Kurven  4ter,  6ter  und  auch  höherer  Ordnung, 
die  sich  dieser  wichtigen  Eigenschaft  erfreuen  (s.  Absehn.  III  u.  IV). 
Daß  es  zentrische  Kurven  beliebiger  Ordnung  gibt,  ersieht  man,  in- 
dem man  beachtet,  daß,  wenn  man  im  allgemeinen  mit  fk  eine  binäre 
Form  va.  x,  y  (kartesischen  Koordinaten)  von  der  Ordnung  Ti  be- 
zeichnet, die  Gleichungen 

^0+/i+/4  +  -"-+/^-0,    A  +  /a+^+---+^-l=0    .       (1) 

zwei  solche  Kurven  darstellen,  die  erstere  von  der  Ordnung  n  =  2(i 
die  zweite  von  der  Ordnung  n  =  2v  —  1,  welche  beide  den  Anfangs- 
punkt als  Zentrum  haben.     Die  erste  enthält 

1  +  3  +  5  +  •  •  •  +  (2p  + 1)  =  {il  +  lf  =  ^±R+  i 

Konstanten,  während  die  zweite  deren  enthält 

2  +  4  +  •  ■  •  2  v  »(»  +  1)  -»(»+a*)-1+  i, 

n  (n  +  4)  n  (n  +  4)  —  1 

Daraus  folgt:   Es   gibt  oo  4      oder   oo     4        Kurven  nter  Ordnung, 


1)  Für  das  Folgende  vgl.  insbesondere  die  große  Abhandlung  von  Steiner, 
Über  solche  algebraische  Kurven,  welche  einen  Mittelpunkt  haben  und  über  darauf 
bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner  Kurven,  sowie  über  geradlinige  Transversalen 
der  letzteren  (Crelles  Journ.,  XL  VII,  1854;  Ges.  Werke  H).  Viele  der  daselbst 
ausgesprochenen  Sätze  wurden  von  Grüßfeld  in  allgemeinerer  Form  bewiesen 
in  der  Arbeit  Über  Curven,  welche  einen  harmonischen  Pol  und  eine  harmonische 
Gerade  besitzen  (Math.  Ann.  II,  1870). 
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die   einen  gegebenen  Punkt  als  Zentrum  haben,  jenachdem  n  ge- 

n  (n  +  3) 

rade  oder  nngerade  ist.  Da  es  nun  oo  2  Kurven  von  der  Ord- 
nung n  gibt,  so  ist  der  Umstand,  einen  bestimmten  Punkt  als  Zen- 
trum zu  haben,  für  eine  Kurve  ntei  Ordnung  äquivalent  mit  n  - n^ 

n  (fi  _j-  2Ì 1 

oder — v   ^  ' einfachen  Bedingungen,  jenachdem  n  gerade  oder 

ungerade  ist.    Man  erkennt  daraus,  daß,  wenn  das  Zentrum  der  Lage 

n  {n  +  4)  +  8  n(n+à)  +  7 

nach  nicht  gegeben  ist,   es   in  der  Ebene  oo     2        oder  oo     2 
zentrische  Kurven  von  der  Ordnung  n  gibt,  jenachdem  n  gerade 

oder    ungerade    ist.      Durch  oder  ^^"t"   ^~*~     beliebige 

Punkte  der  Ebene  geben  daher  im  allgemeinen  eine  endliche  Zahl 
zentrischer  Kurven  von  der  Ordnung  n-  die  Bestimmung  ihrer  Anzahl 
ist  ein  Problem,  das  Steiner  für  einige  spezielle  Fälle  gelöst  hat, 
das  er  im  allgemeinen  aufgestellt  hat1),  von  dem  wir  aber  glauben,  daß 
es  bis  heute  noch  nicht  gelöst  worden  ist.  Da  in  den  Gleichungen  (1) 
eine  gewisse  Anzahl  Glieder  fehlen  können,  so  folgt:  Eine  zentrische 
Kurve  gerader  Ordnung  enthält  selbst  ihr  eignes  Zentrum  entweder 
gar  nicht,  oder  sie  geht  durch  dieses  eine  gerade  Anzahl  von  Malen 
hindurch;  eine  zentrische  Kurve  ungerader  Ordnung  hingegen  geht 
durch  ihr  Zentrum  eine  ungerade  Anzahl  (2r  + 1)  von  Malen  hin- 
durch; falls  r  =  0,  so  ist  die  entsprechende  Tangente  eine  Wende- 
tangente. 

Es  sei  I  ein  einfacher  unendlich  ferner  Punkt  der  in  bezug  auf 
C  symmetrischen  Kurve  JT;  da  2  mit  seinem  Gegenpunkte  koinzidiert, 
so  muß  Gl  die  Kurve  in  1  berühren;  folglich:  Alle  Asymptoten,  die 
zu  einfachen  unendlich  fernen  Punkten  einer  zentrischen  Kurve  ge- 
hören, gehen  durch  das  Zentrum.  Um  zu  sehen,  wie  die  Tangenten 
in  einem  unendlich  fernen,  r-fachen  Punkte  einer  zentro-symmetrischen 
Kurve  verteilt  sein  können,  schreiben  wir  die  Gleichungen  (1)  in 
folgender  Weise: 

f0*"+f%*o-*+  ■  ■  -  •/ja^-«+  (ax  H-  hy)r<p^r=  0,1 

wo  z  eingeführt  ist,  um  die  Homogenität  herzustellen.  Jede  Tangente 
im  Punkte  (ax  +  hy  =  0,  z  =  0)  wird  eine  Gleichung  von  der  Form 
ax-{-by  =  coz  haben;  außerdem  sieht  man  leicht,  daß,  wenn  r < 2/u,  —  2k 
ist,  co  =  0  sein  muß,  während,  wenn  r  >  2;u.  —  2k,  co  =  oo  sein  wird. 
Im  ersteren  Falle  geht  jene  Tangente  durch  das  Zentrum  der  Sym- 
metrie, während  sie  im  zweiten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
zusammenfällt.  In  dem  zwischenliegenden  Falle,  r  =  2{i  —  2k,  erhält  man 

1)  Aufgaben  und  Sätze  (Crelles  Journ.,  XL  VII.  S.  105,  Nr.  1). 
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co  = 


'2A  +  1 


V2Z  +  1 

wobei   man  sich  vorzustellen  hat,    daß  in  den  Formen  f$x+1,  9>2a+i 

—  =  —  -j-    gesetzt    sei.     Weil   nun   r   eine    gerade   Zahl   ist,   so    sind 

die  r  Werte  von  co,  von  denen  nicht  mehr  als  zwei  reell  sind, 
paarweise  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Folglich: 
Die  Tangenten  in  einem  unendlich  fernen  vielfachen  Punkte  einer 
zentrosymmetrischen  Kurve  fallen  entweder  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen,  oder  gehen  durch  das  Zentrum,  oder  sind  in 
bezug  auf  dieses  paarweise  symmetrisch;  reell  sind  höchstens  zwei 
derselben. 

Seien  M,  JV  zwei  auf  einer  durch  C  gehenden  Geraden  g  gelegene 
Punkte  von  P,  dann  liegen  auf  g  auch  die  Gegenpunkte  M'  und  JV' 
von  M  und  JV";  wenn  wir  nun  im  besonderen  annehmen,  daß  M  und  JV 
zusammenfallen,  so  fallen  auch  JHP  und  JV"  zusammen,  und  g  wird 
eine  Doppeltangente  werden;  daraus  folgt:  Alle  Geraden  durch  das 
Zentrum  einer  Kurve,  welche  diese  in  endlicher  Entfernung  be- 
rühren, sind  Doppeltangenten  derselben.  Ebenso:  Betrachtet  man 
zwei  beliebige  Punkte  von  Jlf  und  JV  von  P  und  ihre  Gegenpunkte  JHP 
und  JV',  so  werden  die  Sehnen  MN  und  JIPJV'  nicht  nur  parallel 
sein,  sondern  auch  gleichen  Abstand  vom  Zentrum  haben;  insbesondere 
wenn  M  mit  JV  zusammenfällt,  tun  dies  auch  M'  und  JV',  und 
demnach:  Die  Tangenten  in  zwei  Gegenpunkten  einer  zentrischen 
Kurve  sind  in  bezug  auf  das  Zentrum  symmetrische  Gerade.  In 
ähnlicher  Weise  kann  man  nachweisen:  Die  singulären  Punkte  einer 
zentrischen  Kurve,  die  nicht  im  Zentrum,  noch  auch  in  unendlicher 
Entfernung  liegen,  sind  zu  je  zweien  symmetrisch  in  bezng  auf  das 
Zentrum;  dasselbe  gilt  für  die  zugehörigen  Tangenten.  Demnach 
sind  auch  die  vielfachen  Tangenten  zu  je  zweien  symmetrisch,  und 
ihre  Berührungspunkte  sind  Gegenpunkte. 

Die  ersten  Polaren  des  Zentrums  in  bezug  auf  die  Kurve  (1) 
bestehen  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  und  einer  Kurve  P,  von 
der  Ordnung  n  —  2,  die  dargestellt  wird  durch  eine  der  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

^/0+O-l)/2+---+/2„-l=0, 

(w-iyf  +  (y-2)/i+...  +  /;,-1-0i    ....    (2) 

beide  haben  den  Punkt  C  als  Zentrum.  Machen  wir  für  rx  dieselben 
Schlüsse  wie  für  P,  und  fahren  so  fort,  so  erhalten  wir  eine  Reihe 
Kurven  von  der  Ordnung  n  —  4,  n  —  6,  n — 8,...;  die  letzte  derselben 
ist  ein  Kegelschnitt,  wenn  n  gerade,  und  eine  Gerade,  wenn  n  un- 
gerade ist,  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve  im  Zentrum. 
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Bezeichnen  wir  mit  f  die  linke  Seite  einer  der  beiden  Glei- 
chungen (1)  und  betrachten  den  unendlich  fernen  Punkt  P  der  Rich- 
tung, die  mit  Ox  den  Winkel  co  bildet,  so  sehen  wir  alsbald,  daß 
die  erste  Polare  von  P  dargestellt  wird  durch  die  Gleichung 

cos  co  •  -J-  +  sin  co  ■  -^-  =  0 (3) 

ox  dy  K  ' 

Diese  Polare  ist  demnach  eine  Kurve  von  der  (n  —  l)ten  Ordnung 
und  konzentrisch  mit  der  Kurve  JT.  Variieren  wir  P,  so  variiert  auch 
die   Kurve  (3)    und    erzeugt   ein  Büschel,  daß  zu   Grundpunkten  die 

(n  —  l)2   Punkte    hat,    in    denen    sich    die    Kurven  —  =  0,    -J-  =  0 

v  J  '  ox         '    oy 

schneiden.     Ist  n  gerade,  so  sind  die  Grundpunkte  das  Zentrum  und 
— -  Paare   von   Gegenpunkten;    wenn  jedoch  n  ungerade  ist,    so 

bestehen  die  Grundpunkte  aus  - — — —  Gegenpunktepaaren. 

Steiner  hat  bemerkt,  daß  die  zentrischen  Kurven  bei  der  Unter- 
suchung der  metrischen  Eigenschaften  der  algebraischen  Kurven  auf- 
treten: um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  möge  folgende  Betrachtung 
dienen.  Es  sei  i1  eine  beliebige  Kurve  wter  Ordnung,  0  ein  beliebiger 
Punkt  seiner  Ebene;  JT'  sei  die  zu  JHin  bezug  auf  0  symmetrische  Kurve. 
Dann  haben  JT  und  JT'  offenbar  die  unendlich  fernen  Punkte  gemeinsam; 
die  übrigen  n(n—  1)  gemeinsamen  Punkte  sind  dann  auf  einer  Kurve  II 

von    der  Ordnung   n  —  1    gelegen  und  bilden  — ^-= — -  Paare  von  in 

bezug  auf  0  symmetrischen  Punkten.  Diese  Schlüsse  kann  man  in 
folgendem  Satze  aussprechen:  Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 

einer  Knrve  nUr  Ordnung  gehen  im  allgemeinen  n    ,7"     Sehnen,  die 

jenen  Punkt  als  Mittelpunkt  haben;  wenn  ausnahmsweise  —~ — ^  +  1 

derselben  hindurchgehen,  so  ist  die  Kurve  in  bezug  auf  diesen  Punkt 
symmetrisch:  in  dem  allgemeinen  Falle  liegen  die  Endpunkte  jener 
Sehnen  auf  einer  Kurve  von  der  Orduung  vi  —  1,  welche  nach  Steiner 
die  „innere  Polare"  des  betreffenden  Punktes  heißt.  Wenn  dieser 
Punkt  ein  vielfacher  der  gegebenen  Kurve  ist,  so  erfährt  der  obige 
Satz  Modifikationen,  die  man  leicht  angeben  kann1). 


1)  Die  Untersuchung  der  zentrosymmetrischen  Kurven  bietet  eine  gewisse 
Analogie  mit  folgendem  Problem:  „Gegeben  zwei  senkrechte  Achsen  Ox  und  Oy; 
eine  Kurve  C  zu  finden  derart,  daß,  wenn  man  einen  Punkt  m  derselben  nimmt 
und  auf  Om  einen  Punkt  fi,  so  daß  die  Strecke  \im  gleich  einer  Konstanten  2a 
ist,  der  Ort  der  Punkte  (i  eine  Kurve  P  wird,  die  in  gleicher  Weise  zu  Ox  ge- 
legen ist,  wie  C  in  bezug  auf  Oy."  Euler  fand  (m.  s.  P.  H.  Fuss,  Correspon- 
dence  mathématique  et  physique  de  quelques  célèbres  géomètres  du  XVIII;è7>ie Siede, 
St.  Petersburg  1843,  I,  S.  72),  daß  die  allgemeine  parametrische  Darstellung 
einer  solchen  Kurve  ist 
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154.  Eine  Gerade  r  wird  der  zu  einer  bestimmten  Richtung  d 
konjugierte  Durchmesser  (im  engeren  Sinne1))  einer  Kurve  r  ge- 
nannt, wenn  jede  zu  d  parallele  Gerade  r  in  Punktpaaren  schneidet, 
deren  Mitten  auf  der  Geraden  r  liegen;  in  einem  solchen  Falle  ver- 
teilen sich  die  Punkte  Fin  oo1  Paaren  von  gegenüberliegenden  Punkten; 
die  Kurve  heißt  dann  achsialsymmetrisch  oder  hemisymmetrisch 
und  entspricht  sich  selber  in  der  harmonischen  Homologie,  deren 
Achse  r,  und  deren  Zentrum  der  unendlich  ferne  Punkt  von  d  ist; 
sie  ist  also  eine  homologisch -harmonische  Kurve  (s.  Nr.  153).  Es 
entsprechen  sich  selber  dieser  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  alle  Punkte  jenes  Durchmessers.  Wenn  insbesondere  d  senkrecht 
zu  r  ist,  so  haben  wir  eine  orthogonale  Symmetrie,  und  r  ist  eine 
Achse  der  Kurve.  Nehmen  wir  als  :r-Achse  den  Durchmesser  r  und 
als  y- Achse  eine  Gerade,  welche  dieselbe  Richtung  wie  d  hat,  so  wird 
eine  Kurve  P,  die  eine  solche  Symmetrie  besitzt,  wenn  sie  algebraisch 
und  von  der  Ordnung  n  ist,  eine  Gleichung  haben,  die  sich  nicht 
ändert,  wenn  das  Vorzeichen  von  y  auch  wechselt,  d.  h.  eine  Gleichung 
von  dem  einen  oder  anderen  der  folgenden  Typen,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade: 

/oW  +  ft(x)y">->+  •  ■  •  +  />,„(*)  =  0, 

f1(x)f*-*  +  f3(x)y**-*+---+f2v_1(x)  =  0,      .    .    (4) 

wo  fk(x)  im  allgemeinen  ein  Polynom  vom  Grade  Je  in  x  ist.    Wenden 
wir  auf  diese  dieselben  Betrachtungen  wie  auf  (1)  an,  so  ergibt  sich: 

n(rc  +  4)  ra(ra  +  l)-l 


Es  gibt  oo  4  oder  oo  4  Kurven  ntei  Ordnung  mit  einer  be- 
stimmten axialen  Symmetrie,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist; 
eine   bestimmte  Symmetrie    zu  besitzen,    ist   daher   äquivalent  mit 

/ oder      -£  }     einfachen    Bedingungen    für    eine    Kurve 

nter  Ordnung,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.    Die  Zahl  der 

Kurven  nteT  Ordnung  mit  axialer  Symmetrie  beträgt  daher  oo   4 

bezw.  oov  2  / 

Die  Tangenten  an  die  Kurve  r,  die  r  zum  konjugierten  Durch- 
messer in  bezug  auf  die  Richtung  d  hat,  in  den  einfachen  Punkten, 
in  welchen  r  sie  schneidet,   sind  parallel  zu  d.     Alle   übrigen  zu  d 


■[/2(a2-\-z*)  "|/2(a2-f  z*) 

wo  z  ein  Parameter  und  Q  eine  ungerade  Funktion   desselben  ist;   wenn   z.  B. 
Q  =  naz  ist,  erhält  man  eine  Kurve  8ter  Ordnung. 

1)  Im  allgemeinen  ist  ein  Durchmesser  die  Polare  eines  unendlich  fernen 
Punktes  in  bezug  auf  die  Kurve;  vgl.  V.  Kommereil,  Durchmesser  ebener  al- 
gebraischer Kurven  (Württemberg.  Mitth.,  2.  Ser.  X,  1907). 
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parallelen  Tangenten  sind  Doppeltangenten.  Die  Tangenten  in  zwei 
gegenüberliegenden  Punkten  schneiden  sich  auf  der  Achse;  singulären 
Punkten  entsprechen  symmetrisch  gegenüberliegende  usw.  —  Wenn 
die  Kurve  von  ungerader  Ordnung  ist,  so  geht  sie  durch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  von  d  und  hat  daselbst  einen  Wendepunkt;  in  be- 
sonderen Fällen  kann  dieser  von  einer  größeren,  aber  immer  ungeraden 
Yielfachheit  sein;  wenn  dagegen  die  Kurve  von  gerader  Ordnung  ist, 
so  geht  die  Kurve  eine  gerade  Anzahl  von  Malen,  Null  nicht  aus- 
genommen, durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  d. 

Zwischen  den  Krümmungen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  einer 
axial-symmetrischen  Kurve  besteht  eine  Beziehung,  die  ausgedrückt 
wird  durch  den  folgenden 

Satz  von  Mannheim:  Hat  eine  Kurve  einen  geradlinigen  Durchmesser, 
so  verhalten  sich  die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten  der  zu 
ihm  konjugierten  Sehne  wie  die  Kuben  der  entsprechenden  Tangenten, 
gerechnet  von  ihrem  Berührungspunkt  bis  zum  Schnitt  mit  jenem 
Durchmesser1). 

Zum  Beweise  beziehen  wir  die  Kurve  auf  ein  Koordinaten-System 
mit  jenem  Durchmesser  als  x-  Achse  und  nehmen  als  ^/-Achse  die 
Parallele  zu  der  gemeinsamen  Richtung  der  konjugierten  Sehnen.  Ist 
nun  &  der  Winkel  zwischen  den  Koordinatachsen,  so  haben  wir 
für  den  Krümmungsradius  R  und  die  Länge  T  der  Tangente  in  irgend 
einem  Punkte  (x,  y)  die  beiden  Ausdrücke 

A  jl 

-ß  =  (l  +  22/'  cos  03 -f  y/g)2         T  =  y(l  +  2y'coaco+y'y 
y"  sin  co  '  y'  ' 

woraus  sich  in  absoluten  Werten  ergibt 

-n  Tsys 

Jtl  =  — i 7, — ; • 

y  -y    smco 

Sind  nun  R±  und  T1  die  entsprechenden  Werte  für  den  Punkt  (x,  —  y), 
so  hat  man  ebenfalls  in  absoluten  Werten, 

w  T\y'> 

1        y*  y    sm  co 

woraus  R'.RX  =  TZ:T\  folgt,  w.  z.  b.  w. 

Allen,  die  axial-symmetrischen  Kurven  betreffenden  Sätzen,  ent- 
sprechen im  allgemeinen  solche  die  zentrosymmetrischen  Kurven  be- 
treffende. Jedoch  die  letzteren  erfreuen  sich  einer  Besonderheit,  der  nichts 
Analoges  bei  den  Kurven  entspricht,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen; 
während  nämlich  eine  algebraische,  nicht  zerfallende  Kurve  nur  in  bezug 
auf  ein  Zentrum  symmetrisch  sein  kann  (da  eine  Strecke  ja  nur  einen 
Mittelpunkt  haben  kann),  so  kann  sie  in  bezug  auf  mehrere  Achsen 
symmetrisch   sein;  um   dies  zu  zeigen,  möge  das  Beispiel  der  Kegel- 

1)  Note  de  geometrie  infinitesimale  (Ann.  di  Matern.  II,  1859). 

Loria,  Ebone  Kurven.     2.  Aufl.     I.  27 
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schnitte  genügen,  die  ja  symmetrisch  in  bezug  auf  jeden  Durchmesser 
und  den  dazu  konjugierten  sind.  Die  Untersuchung  der  Verteilung 
der  Durchmesser  einer  Kurve  wurde  mit  mäßigem  Erfolge  von  Euler1) 
versucht,  der  jedoch  das  Leitgesetz  dieser  Verteilung  erkannt  hat; 
dieses  Gesetz  wurde  dann  später  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  von 
Wantzel2)  aufgestellt,  dessen  Beweisführung  wir  nunmehr  in  ihren 
Hauptzügen  wiedergeben  wollen. 

Eine  Kurve,  die  einen  einzigen  Durchmesser  hat,  wird  im  all- 
gemeinen keine  anderen  Spezialitäten  haben  als  diejenigen,  die  sich 
aus  der  Definition  des  Durchmessers  ergeben;  dasselbe  kann  man 
sagen,  wenn  die  Kurve  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  besitzt.  Aber: 
Wenn  eine  Kurve  zwei  Durchmesser  hat,  die  nicht  zueinander 
konjugiert  sind,  so  hat  sie  noch  einen  dritten,  der  durch  den 
Schnittpunkt  jener  beiden  ersten  geht;  infolgedessen  noch  einen 
vierten  und  so  weiter  ins  Unendliche,  es  sei  denn,  daß  dieser  wieder 
mit  einem  zusammenfiele,  von  dem  man  ausgegangen  ist.  Um  dies 
zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  daß  OA  und  OB  die  beiden  gegebenen 
Durchmesser  seien,  und  daß  die  Geraden  a  und  b  (Taf.  XIV,  Fig.  115), 
die  durch  den  Schnittpunkt  gezogen  sind,  die  Richtungen  der  bezüg- 
lichen konjugierten  Sehnen  angeben;  die  beiden  Symmetrien  seien 
bzw.  Sa  und  Sb.  Es  gibt  nun  unendlich  viele  Kegelschnitte  K,  die 
OA  und  a,  OB  und  b  als  Paare  konjugierter  Durchmesser  haben;  es 
sind  lauter  konzentrische  und  nomothetische  Kurven,  Ellipsen  oder 
Hyperbeln,  jenachdem  die  beiden  konjugierten  Durchmesserpaare  sich 
trennen  oder  nicht;  im  Speziellen  sind  es  Kreise,  wenn  OA  und  OB 
Symmetrieachsen  sind.  In  jedem  Falle  geht  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  eine  einzige  und  bestimmte  Kurve  K.  Von  den 
Kegelschnitten  K  betrachten  wir  denjenigen,  der  durch  einen  Punkt  M 
der  Kurve  F  geht,  die  der  Annahme  gemäß  sich  der  beiden  Sym- 
metrien Sa  und  Sb  erfreut.  Wir  ziehen  durch  M  die  Sehne  MP 
von  K,  die  parallel  zu  a  ist,  und  die  Sehnen  M N  und  P  Q,  die  parallel 
zu  b  sind,  wir  verbinden  0  mit  dem  Mittelpunkte  C  der  Sehne  NQ. 
Es  wird  behauptet:  Der  Durchmesser  OC  hat  eine  von  dem  auf  r 
gewählten  Punkte  M  unabhängige  Lage.  Aus  der  angegebenen 
Konstruktion  ergibt  sich  nämlich 

Sektor  QOB  =  Sektor  POB;      Sektor  NOB=  Sektor  M OB, 
daher  Sektor  NOC  -  Sektor  MOA, 

und  Sektor  B 0 C  =  Sektor  BOA. 

Folglich  ist  OC  jener  Durchmesser  von  K,  der  mit  OB  einen  Sektor 

1)  Sur  quelques  propriétés  des  sections  coniques  qui  conviennent  à  une  in- 
finite d'autres  lignes  courbes  (Mém.  de  l'Acad.  de  Berlin  I,  1745). 

2)  Memoire  sur  la  théorie  des  diamètres  rectilignes  des  courbes  quelconques 
(Liouvilles  Journ.,  XIV,  1849). 
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bildet,  der  gleich  ist  dem  durch,  die  Durchmesser  OA  und  OB  ge- 
bildeten. Aber  wegen  der  nomothetischen  und  konzentrischen  Lage 
der  Kegelschnitte  K  ist  er  auch  unabhängig  vom  Punkte  M,  durch  den 
wir  den  beliebigen  Kegelschnitt  hindurchgehen  ließen,  er  hängt  daher 
ausschließlich  ab  von  den  Durchmesserpaaren  OA,  a  und  OB,b.  — 
Wir  beachten  jetzt,  daß,  weil  M  ein  Punkt  von  T  war,  dieser  Kurve 
auch  die  Punkte  P  und  N  angehören,  die  in  der  Symmetrie  Sa  und 
56  dem  Punkte  M  entsprechen;  ebenso  wie  Q  dem  P  in  Sb  ent- 
spricht. Außerdem  entsprechen  sich  N  und  Q  in  der  Symmetrie  Sc, 
die  durch  den  Durchmesser  OC  und  die  zu  ihm  konjugierte  Rich- 
tung c  bestimmt  ist;  demnach  entspricht  JT  auch  sich  selber  in  der 
Symmetrie  5C.  Wenden  wir  nun  dieselbe  Überlegung  wie  bei  OA 
und  OB  auf  das  Paar  OB  und  OC  an,  so  gelangen  wir  zu  einer 
neuen  Symmetrie  5d,  welche  jedoch  mit  einer  der  vorigen  zusammen- 
fallen kann.  Fahren  wir  so  fort,  so  erkennen  wir:  Alle  durch  einen 
Punkt  gellenden  Durchmesser  einer  Kurve  gehören  einem  Kegel- 
schnitte an,  in  welchem  sie  zu  den  Richtungen  der  Sehnen  selbst 
konjugiert  sind,  und  begrenzen  jeder  mit  dem  folgenden  und  dem 
zugehörigen  Bogen  des  Kegelschnittes  einander  gleich  große  Sek- 
toren. Im  Speziellen:  Alle  durch  einen  Punkt  laufende  Achsen  einer 
Kurve  bilden  miteinander  gleiche  Winkel.  —  Aus  den  obigen  Über- 
legungen geht  hervor,  daß,  wenn  die  Kurve  T  unendlich  viele  Durch- 
messer besäße,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  so  hätte  sie  mit  dem 
Kegeschnitte  K  unzählig  viele  Punkte  gemeinsam,  müßte  daher  not- 
wendigerweise transzendent  sein;  daher  haben  die  algebraischen 
Kurven  eine  endliche  Zahl  von  Durchmessern,  die  durch  einen 
Punkt  laufen.  Im  Falle  ihre  Ordnung  ungerade  ist,  kann  ihre 
Zahl  die  Ordnung  der  Kurve  nicht  übersteigen1),  aus  dem  Grunde, 
weil  mit  jeder  Symmetrie,  in  bezug  auf  eine  Achse,  ein  unendlich 
ferner  Punkt  der  Kurve  selbst  verknüpft  ist.  Insbesondere:  Die  durch 
denselben  Punkt  gehenden  Achsen  einer  algebraischen  Kurve  bilden 
eine  Windrose. 

Bei  dem  Beweise  des  ersten  der  vorigen  Sätze  sind  zwei  An- 
nahmen stillschweigend  ausgeschlossen  worden:  erstens,  daß  a  und  b 
zusammenfallen,  zweitens,  daß  die  beiden  Durchmesser  parallel  sind. 
Wir  müssen  jetzt  zusehen,  was  in  jedem  dieser  Spezialfälle  ein- 
treten wird: 

a)  Im  ersten  Falle  ziehen  wir  (Taf.  XIV,  Fig.  116)  eine  Gerade  AB 
parallel  zur  gemeinsamen  Richtung  von  a  und  &.  Nehmen  wir  dann 
beliebig  einen  Punkt  M  von  F  und  suchen  die  entsprechenden  P  und 
N  in  Sa  und  56,  darauf  den  dem  P  in  Sb  entsprechenden  Q]  es  ist 
klar,   daß   die  Punkte  N,  P,  Q  auf  der  durch  M  zu  AB  gezogenen 


1)  Waring,  Miscellanea  analytica  (Cantabridgiae,  1762)  S.  68. 

27* 
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Parallelen  liegen,  und  daß7  wenn  man  auf  dieser  Geraden  die  Strecke 
BG  =  AB  nimmt,  die  Punkte  N  und  Q  sich  in  der  Symmetrie  5C 
entsprechen,  welche  als  Achse  OC  und  als  konjugierte  Richtung  AB 
hat,  und  daß  die  Kurve  JT  sich  auch  dieser  dritten  Symmetrie  er- 
freut. Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  sehen  wir:  Wenn  eine 
Kurve  zwei  sich  schneidende  Durchmesser  hat,  die  derselben  Sehnen- 
richtung konjugiert  sind,  so  hat  sie  unzählige  andere,  die  durch 
denselben  Punkt  gehen,  und  die  auf  einer  Geraden,  welche  diese 
Richtung  hat,  einander  gleiche  Strecken  abschneiden. 

b)  Im  zweiten  Falle,  wenn  AÄ  und  BB'  zwei  parallele  Durch- 
messer der  Kurve  r  sind,  den  Richtungen  der  Geraden  a  und  b  bzw. 
konjugiert,  so  konstruiere  man  eine  Parabel  K,  in  welcher  den  Durch- 
messern AA',  BB'  die  zu  a  und  b  parallelen  Sehnen  konjugiert  sind; 
wenden  wir  die  vorige  Überlegung  mit  den  nötigen  Modifikationen 
an,  so  ergibt  sich:  Wenn  eine  Kurve  zwei  parallele  Durchmesser 
hat,  so  hat  sie  deren  unendlich  viele  in  gleichen  Abständen  von 
einander,  die  derselben  Parabel  angehören,  in  welcher  sie  zu  den- 
selben Sehnen  konjugiert  sind. 

155.  Die  unter  diesen  beiden  Voraussetzungen  betrachteten 
Kurven  r  sind  sämtlich  transzendent;  wir  werden  daher  nicht  weiter 
von  diesen  Voraussetzungen  sprechen  und  kehren  zu  dem  allgemeinen 
Falle  zurück,  um  zu  zeigen,  wie  man  analytisch  die  übrigen  Durch- 
messer einer  Kurve  P  bestimmt,  die  zwei  schon  bekannte  Symmetrien 
besitzt.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  ein  kartesisches  Koordinaten- 
system, welches  OA  und  a  als  Achsen  hat;  wir  nehmen  an,  daß  a  der 
von  den  Achsen  gebildete  Winkel  sei,  und  daß 

y  =  mx,     y  =  nx 

die  Gleichungen  von  OB  und  b  seien.  Haben  m  und  n  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  so  sind  die  Kegelschnitte  K  sämtlich  Ellipsen; 
die  Gleichung  einer  von  ihnen  möge  sein 

S+S-i (&) 

Da  OB  und  b  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  (5)  sind,  so  besteht 
die  Beziehung  ,s 

ö1 


mn  +  -, j  =  0 (6) 


Gehen  wir  zu  Polarkoordinaten  q   und  <p   über,  wobei    0  Pol,    OA 
Polarachse  ist,  so  müssen  wir  setzen 

sin  qp                        sin  (a  —  qp) 
X  =  Q -T— —  ,      y  =  o  n — : 

s   sin  cc  7       ^        s         sin  ce       1 

wegen  (5)  bekommen  wir  dann: 

2  a262sin2a 


Q    =7J 


a2  sin2  qp  -j-  ft2  sin2  (a  —  qp)  ' 
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Die  Fläche  des  Sektors  2J,  der  zwischen  dem  Halbmesser  OA  und 
dem  Halbmesser,  der  mit  OA  den  Winkel  <p  bildet,  liegt,  wird  daher 
gegeben  durch 

y, 1    C  2    j      a2ò2sina  j  d(p 

2  J  ?     a(P  ~       ~~2~       J  a2  sin2  9  -(-  6S  sin2  («  —  9) 
0  0 

a2b2  sin2  cc  (  c?tgqp 

2         J  b2  sin2  cc  —  2  b2  sin  a  •  cos  a  •  tg  qp  -|-  (a2  -j-  62  cos2  a)  tg2  qp  ' 
0 

nach  Ausführung  der  Integration  ergibt  sich 

a&sina  ,_. 

2 \—  <*> (7) 

wenn  man  setzt 

.      (a2  4-  b2  cos2  cc)  tg  qp  —  b2  sin  a  ■  cos  0: 

co  =  are  tg  - — ! —^-f 

0  ab  sin  a 

oder  auch  wegen  Gleichung  (6) 

,  (1  —  mw  cos2  a)  tg  qp -j- ww  sin  a  cos  a  ,Q. 

tg  a  = .        ...(£) 

y  —  ««  sin  cc 

Betrachten  wir  im  besonderen  als  zweiten  Halbmesser  des  Sektors 
den  Halbmesser  OB,  so  ist  in  diesem  Falle 

sin  qp  ,  ,        .  m  sin  cc 

m  =  -TT-. — — — -T ,     oder  auch     tg  qp  =  — - ; : 

sm  (a  —  qp)7  °  T        1  -f-  m  cos  cc  ' 

infolgedessen  wird  Gleichung  (8)  nach  einigen  Reduktionen 

,  t  /       m   1  4-  n  cos  a  /AX 

tgco=i/ — -T (y) 

0  V         n    1  -|-  m  cos  cc  v  ' 

Wenn  aber,  entgegen  der  vorhin  gemachten  Annahme,  m  und  n  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  so  sind  die  Kegelschnitte  K  sämtlich  Hy- 
perbeln.    Ist  nun  ,         , 

S-*-1 <W 

eine  derselben,  so  hat  man  ,2 

mn  =  -i, (6') 

es  besteht  auch  die  Gleichung  (7),  jedoch  der  Wert  von  co  wird  nicht 
mehr  durch  (9)  gegeben,  sondern  durch  folgende  Gleichung: 

~  i  /m  1  -f-  n  cos  cc  /ft/x 

XQco=|/—  —7 (9) 

D  V    n  1  -f-  m  cos  a  v    / 

Fassen  wir  zusammen,  so  können  wir  sagen:  Die  Fläche  Zi  des  von 
den  beiden  gegebenen  Halbmessern  OA  und  OB  begrenzten 
Sektors  des  Kegelschnitts  K  ist  durch  (7)  gegeben,  während 
co  durch  (9)  oder  (9')  bestimmt  wird,  jenachdem  K  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  ist.    In  dem  Spezialfälle,  daß   OA  eine  Achse 

ist,  werden  die  Gleichungen  (7),  (9),  (9'),  weil  a  =  —  ist,  zu 
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ab            ,9                 m       <~  9  m 

-r-  G3 ,     taf  co  = ,     AqJ  CO  =  — , 


die  von  Wantzel  aufgestellt  wurden,  der  stillschweigend  annahm, 
daß  der  erste  Durchmesser,  von  dem  man  ausging,  eine  Achse  sei 
Wir  betrachten  nun  einen  dritten  Durchmesser  der  Kurve  F, 
OC  und  den  dazu  konjugierten.  Wenn  y  =  m'x  und  y  =  rix  die 
Gleichungen  dieser  beiden  sind,  so  ist 

m'ri '  =  mn\ (10) 

Die  Fläche  des  Sektors  BOG'  wird  gleich  sein  der  des  Sektors 
A  OB,  daher  wird  die  des  Sektors  AOG  das  Doppelte  von  der  des 

Sektors  A  OB  sein,  also  gleich  — - —  •  2  co,  und  man  erhält,  je  nach 

dem  Falle,  Ellipse  oder  Hyperbel 

i.    o  "1  /      m'  1  4- ri  cos  cc         /11N        rr    n  ~1 /m'  1  +  ri  cos  a         /n'\ 

tg2a>=l/ 7  ,    |     , .  (11),      %q2co  =]/ —  i   ,     , .  (11) 

°  V         n   1-j-m  cosce         \    />  o  r    w   1 -f- m  cosa         v     ' 

Kombinieren  wir  (10)  mit  (11)  oder  (11'),  so  erhalten  wir  m  und  ri, 
wodurch  dann  die  dritte  Symmetrie  bestimmt  ist,  welche  r  besitzt. 
Eine  vierte  erhalten  wir,  wenn  wir  einen  Durchmesser  OB  nehmen,  so 
daß  der  Sektor  OAB  das  Dreifache  von  AOB  ist,  usf.  Es  ist  klar 
daß,  wenn  man  schließlich  wieder  auf  den  Durchmesser  AO  zurück- 
kommt, von  dem  man  ausgegangen  ist,  der  Fall  der  Ellipse  vorliegen, 
und  der  durch  Gleichung  (9)  definierte  Winkel  co  ein  aliquoter  Teil 
des  vollen  Winkels  sein  muß. 

In    dem   Falle,    daß     die    beiden    Ausgangs -Symmetrien    recht- 
winklig sind,  hat  man  a  —  —,  aber  mn  =  —  1,  und   Gleichung  (9) 

liefert  tgco  =  m,  wie   es   sein  muß.     Wenn  außerdem  noch  co  =  — , 

so  hat  die  Kurve  JT  als  Durchmesser  die  r  Geraden  durch  den  An- 
fangspunkt, welche  mit  OA  die  Winkel  bilden 

o.         %         2it         3?r  (r  —  1)  ti 

T  T  V    ^  T 

Nehmen   wir   an,    daß    T  eine  algebraische  Kurve  sei1)  und  die 

Polargleichung  habe        „.  .      N       ~ 

/(o,  cos  cjd,  sm  ff)  =  U , 

so  muß  f  von  der  Beschaffenheit  sein,  daß  es  sich  nicht  ändert, 
wenn  das  Vorzeichen  von  qp  wechselt;  daher  dürfen  in  f  nur  die  ge- 
raden Potenzen  von  sincjp  auftreten,  welche  man  vermittels  der  Iden- 
tität sin2  ff  =  1  —  cos2  ff  verschwinden  lassen  kann.  Alsdann  wird 
die  vorige  Gleichung  die  Form  annehmen: 

JF(q,  cosqo)  =  0. 
1)  Euler,  Introducilo  in  analysin  infinitorum  (Lausannae,  1748)  Kap.  XV. 
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Da    nun    r   symmetrisch    in    bezug    auf   die    Gerade    —  =  tg  —    ist 

(Ä  =  l,  2,  3..  .,w  — 1),  so  wird  die  nunmehr  gefundene  Gleichung  iden- 
tisch sein  müssen  mit 


^(q>  G08  (ciir  -  <p))  =  Q , 


was  erfordert,  daß  sie  von  der  Form  sei 

W(q,  cosncp)  =  0. 

Machen  wir  hier  die  Voraussetzung,  daß  ^  eine  algebraische,  ratio- 
nale und  ganze  Funktion  von  q  und  coswqp  sei,  oder  auf  eine  solche 
zurückführbar,  so  erhalten  wir  damit  die  analytische  Darstellung  einer 
algebraischen  Kurve,  die  w-fach  achsial- symmetrisch  ist.1) 

Ein  Beispiel  von  Kurven  mit  einer  bestimmten  Zahl  von  Symmetrie- 
Achsen  bieten  uns  die  Rhodoneen  (s.  Kap.  8  dieses  Abschnittes). 

Ein  zweites  liefern  die  Kurven,  die  durch  eine  Gleichung  von 
folgender  Form  dargestellt  werden 

(12) 


"        1  -f"  e  cos  nra  7 

wo  p  eine  gegebene  Strecke,  e  eine  reelle  und  n  eine  ganze  Zahl  ist. 
Für  n  =  0  stellt  diese  Gleichung  einen  Kreis  dar,  für  n  =  1  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Brennpunkt  der  Pol  ist;  demnach  können  die  frag- 
lichen Kurven  als  analytische  Verallgemeinerung  der  Kegelschnitte 
aufgefaßt  werden,  können  daher  denjenigen  zugesellt  werden,  von 
denen  im  2. — 6.  Kap.  dieses  Abschnittes  die  Rede  war.  Sie  wurden 
jedoch  nicht  in  Hinsicht  hierauf  eingeführt,  sondern  wegen  der  An- 
wendung, die  man  von  ihnen  in  der  Kinematik  macht,  woselbst  sie 
nach  einem  Vorschlage  C.  P.  Lefébre's  von  Laboulaye2)  den  Namen 
Kurven  mit  n  Bäuchen  (courbes  à  n  ventres)  erhielten.    Setzt  man 

qx  =  a  (1  -f-  e  cos  na) , 

1)  Weitere  Entwicklungen  über  derartige  Kurven  finden  sich  in  der  Ab- 
handlung von  E.  Ciani,  Le  linee  diametrali  delle  curve  algebriche  piane,  in  parti- 
colare i  lori  assi  disimmetria  (Ann.  Scuola  norm.  Pisa,  1889),  ferner  in  den  Aufsätzen 
von  ß.  1).  Carmichael,  On  the  Classification  of  plane  algebraic  curves  possessing 
fourfold  symmetrg  with  respect  to  a  point  (Annais  of  mathem.,  2.Ser.,  IX.,  1908)  und 
On  the  geometrie  properties  ofquartics  curves  possessing  fourfold  symmetry  ivith  respect 
to  a  point  (Id.,  X,  1909).  Aus  dem  letzten  entnehmen  wir,  daß  die  kartesische 
Gleichung  einer  Kurve  4.  Ordnung  mit  vierfacher  Symmetrie  auf  eine  der  folgenden 
Formen  reduziert  werden  kann: 

2a0  (a;4-f  y*)  +  2atxy  (x2  —  y*)  -f  4a2«V+  as  (x2  +  y*)  -f  a4=  0, 

«o  (*4-  V4)  +  2«x  (x*+  2/2)  +  «2  (x*-  y*)  +  2asxy  =  0. 

2)  Traité  de  cinématique  (Paris,  1849).  Wir  entnehmen  diese  Zitation 
ebenso  die  Definitionsgleichung  (12)  aus  H.  Brocard,  Notes  de  Bibliographie  des 
courbes  géométriques  (Bar-le-Duc  1897,  S.  65 — 66). 
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so  hat  man  die  Gleichung  der  Konchoide  einer  Rhodonee  (Beispiel 
auf  S.  374);  infolgedessen  kann  man  (12')  schreiben  als 

Eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  ist  die  Inverse  einer  Rhodoneenkonchoide; 

damit  ist  ein  Weg  zu  ihrer  Konstruktion  gegeben. 

Die  bloße  Betrachtung  der  Gleichung  (12)  führt  uns  zu  einer 
"wichtigen  Einteilung.  Ziehen  wir  nämlich  in  Erwägung,  daß,  wenn 
wir  co  derart  wählen,  daß 

1  +  ecoswco  =  0, (13) 

so  muß  q  =  oo  werden;  nun  hat  diese  Gleichung  für  co  nur  dann 
reelle  Wurzeln,  wenn  |e|^l;  folglich:  Die  durch  (12)  dargestellten 
Kurven  erstrecken  sich  ins  Unendliche,  wenn  |c|^l,  andernfalls 
liegen  sie  ganz  innerhalb  des  Kreisringes,  der  von  den  mit  den 
Radien  p  :  1 1  +  e  |  um  den  Pol  beschriebenen  Kreisen  begrenzt  wird. 

Im    ersteren  Falle    setzen    wir =  cos  a  ;    die  Gleichung  (1) 

wird  alsdann 

__P_COsa__ 12,} 

s         cosa — cosww  v      ' 

und  (13)  liefert  nun 

(0==±a±^k*        (Ä  =  01j'2i n_    1}_ 

Bezeichnen  wir  mit  ß  einen  beliebigen  der  Winkel  +  <—^- ,     und 

betrachten  somit  einen  beliebigen  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
der  fraglichen  Kurve,  nennen  d  den  Abstand  der  entsprechenden  Asym- 
ptote vom  Pol,  so  haben  wir1) 

d  =  lim  p  (co  —  ß)  =  lim (co  —  ß) 

*K  ry  cosa  —  cosww  v  rj 

W  =  ß  01=ß 


,.  co  —  ß  »cos  al  +  P  ,    p  l/e2  —  1 

=  p  cos  a  •  lim 3 — =  - -. — s  =  ~      =  +  — 

*  cos  np —  cos  «co  n       sinwp        ntga        —  n 

Weil  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  h  ist,  so  ergibt  sich:  Wenn 
eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  unendliche  Zweige  hat,  so  berühren  die 
zugehörigen  Asymptoten  einen  und  denselben  mit  der  Kurve  kon- 
zentrischen Kreis. 

Wir  beachten  nun2),  daß,  wenn  —=0  gesetzt  wird,  der  Krüm- 
mungsradius in  Polarkoordinaten  im  allgemeinen  durch  die  Formel 
gegeben  wird:  s 


1)  Siehe  z.  B  Hoüel,  Cours  de  Calcul  infinitesimal  IL  (Paris,  1878),  S.  22. 

2)  Serret-Harnack-Scheffers.  I  (Leipzig,  1906)  S.  351. 
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daher  sind  alle  diejenigen  Punkte  Wendepunkte,  für  welche 

'    (Zoo2 
wird:  wenden  wir  dies  auf  den  Fall  6  =  — — ^-^  an,   so    erhalten 

wir  1  +  e(l-w2)coswo  =  0, 

welches  mit  (2)  kombiniert  liefert 

n*—  1 

damit  ist  gezeigt:  Alle  Punkte,  in  welchen  die  durch  (12)  dargestellte 

n2—  1 
Kurve  von  dem  konzentrischen,  mit  dem  Radius  — ,—   p   beschrie- 

benen  Kreise  geschnitten  wird,  sind  Wendepunkte  derselben. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist  (und  dies  ist  der  häufigste  Fall,  der 
auch  in  Betracht  kam,  als  man  den  hier  untersuchten  Kurven  ihren 
Namen  gab),  so  ist  die  durch  (12)  dargestellte  Kurve  rational.  Geht 
man  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  wird  diese 

wenn  n  gerade: 

[e{xn-  Q)  xn~2y2  +....}  +  (#2+  y2fj-p2(%2+  y2)"-1  =  0, 

wenn  n  ungerade: 

[e{xn-(^)xn-2y2+---  .}  -p(x2  +  y2prj-(x2  +  y2)n=0. 

Hieraus  ergibt  sich  :  Eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  ist  von  der  Ord- 
nung 2n,  und  das  Zentrum  ist  ein  2{n  —  l)-facher  Punkt,  dessen 
zugehörende  Tangenten  mit  den  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene 
gehenden  Geraden  zusammenfallen.  —  Das  Verhalten  der  Kurve  im 
Unendlichen  ist  verschieden,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade.  Im 
ersten  Falle  hat  sie  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  n  Doppelpunkte; 
im  zweiten  Falle  sind  ihre  unendlich  fernen  Punkte  sämtlich  vonein- 
ander getrennt.1) 

Ein  drittes  Beispiel  einer  Kurve,  die  in  bezug  auf  mehrere  Achsen 
symmetrisch  ist,  bietet  uns  der  Ort  der  Punkte,  die  gleich  stark  er- 
leuchtet werden  von  n  gleichen  Lichtern,  die  auf  den  Ecken  eines 


(14) 


1)  Wollen  wir  auch  den  Fall  betrachten,  daß  n  eine  gebrochene  Zahl  ist, 
und  die  kartesische  Gleichung,  sowie  die  Ordnung  der  Kurve  auffinden,  so  können 
wir  ein  Verfahren  anwenden,  das  demjenigen  nachgebildet  ist,  welches  wir  in 
S.  362  bei  den  Rhodoneen  angewandt  haben;  diese  Rechnung  auszuführen,  über- 
lassen wir  dem  Leser.  Setzt  man  endlich  nur  voraus,  daß  n  eine  reelle  Zahl 
ist,  so  bekommt  man  aus  (12)  eine  Kurvenklasse,  der  man  bei  der  Kegelabwick- 
lung begegnet;  m.  s.:  Th.  Olivier,  Journ.  Ec.  pol.,  XXII  cah.,  1833,  S.  122; 
E.  Catalan,  Nouv.  Ann.  Math.,  XV,  1856,  S.  107,  und  Tratte  de  geometrie 
descrittive  (Paris,  1857)  II,  S.  58. 


426        v\  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

regulären  w-Ecks  verteilt  sind.  Ein  solcher  Ort  ist  offenbar  sym- 
metrisch in  bezug  auf  jeden,  entweder  durch  die  Ecken  oder  die 
Seitenmitten  des  Polygons  gehenden  Durchmesser  des  umbeschriebenen 
Kreises.  Unter  der  gewöhnlichen  Voraussetzung,  daß  die  Stärke  der 
Beleuchtung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung 
des  beleuchteten  Punktes  vom  leuchtenden  Punkte  ist,  und  daß  die 
Koordinaten  der  Ecken  des  gegebenen  regulären  Vielecks  seien 

2Jfc«                               .     2kn  .        „    .    „   „ 

x  =  a  cos ,  y  =  a  sin (n  =  0,  l,  2,  3  .  .  .  n  —  l) 

ist  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  ersichtlich 

k  =  n  —  1 

^j  7  2**\»  ,    /  .     2&jr\2  =  a^  '  •      ■      (15) 

£J  (x  -  a  cos^-j  +  {y  -a  sin  — J 
Den  Ort  selbst  kann  man  Isophane  nennen1). 
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Autopolare,  anallagmatische  und  Richtungskurven. 

156.  Die  Untersuchung  der  Kurven,  denen  das  vorige  Kapitel 
gewidmet  war,  gehört  als  spezieller  Fall  zu  dem  vielgestaltigen  Prob- 
lem, solche  Kurven  aufzusuchen,  die  bei  einer  bestimmten  geometrischen 
Transformation  sich  selber  entsprechen.  Einen  anderen  speziellen  Fall 
dieser  Frage  bietet  die  Untersuchung  der  autopolaren  Kurven  dar, 
d.  h.  solcher  Kurven,  die  sich  in  sich  selbst  verwandeln,  wenn  sie 
einer  polaren  Transformation  unterzogen  werden.     Sei 

x*  +  x22  +  x32  =  0 (1) 

die  homogene  Gleichung  des  Direktrix-Kegelschnittes  I"1  einer  ebenen 
Polarität;  es  gibt  dann  oo2  Kegelschnitte  2,  die  zu  sich  selbst  polar 
sind  in  bezug  auf  r-  leicht  sieht  man,  daß  deren  allgemeine  Glei- 
chung lautet: 

2  (£Ä  +  l,x,  +  %x,Y  -  (£x2  +  tf  +  |32)  (tf  +  V  +  z32)  =  0 ,    (2) 

wo  die  |  beliebige  Parameter  sind.  Während  hiermit  das  Problem 
der  Bestimmung  der  zu  r  autopolaren  Kurven  zweiter  Ordnung  er- 
ledigt ist,  wird  das  analoge  Problem  für  die  Kurven  höherer  Ord- 
nung in  folgender  Weise  gelöst2): 

Nehmen  wir  an,  daß  in  (2)  die  £  beliebige  Funktionen  eines 
Parameters  seien,  dann  stellt  (2)  oo1  Kegelschnitte  2  dar;  die  Enve- 

1)  Der  einfachste  Fall  der  Isophanen,  »=2,  findet  sich  in  E.  Catalan, 
Manuel  des  candidats  à  VEcóle  polytéchnique  I.  (Paris,  1857)  S.  330. 

2)  P.  Appell,  Courbes  autopolaires  (Nouv.  Ann.  Math.,  3°  Sér.  XIII,  1894). 


Vierzehntes  Kapitel:  Autopolare,  anallagrnatische  und  Richtungskurven.     427 

loppe  derselben  besteht  aus  der  Kurve  r  und  einer  Kurve  K,  die 
autopolar  in  bezug  auf  J1  selbst  ist.  Ist  nämlich  A  der  Berührungs- 
punkt von  r  mit  einer  der  U  und  b  die  gemeinsame  Tangente  in  A 
an  beide  Kurven,  dann  entspricht  in  der  gegebenen  Polarität  ZI  der 
Annahme  gemäß  sich  selber,  der  K  entspricht  eine  Kurve  IC,  die  2J 
im  Pole  JB  von  b  berührt,  weshalb  K'  in  gleicher  Weise  wie  K  die 
Enveloppe  der  betrachteten  Kegelschnitte  E  ist;  daher  fällt  K'  mit 
K  zusammen,  mit  allenfallsiger  Ausnahme  gewisser  Teile,  die  durch  den 
Kegelschnitt  r  dargestellt  werden  ein-  oder  mehrfach  genommen. 

Umgekehrt  kann  jede  in  bezug  auf  JT  autopolare  Kurve  K  auf 
diese  Weise  erzeugt  werden.  Ist  nämlich  A  ein  Punkt  von  K,  und  b 
die  entsprechende  Tangente,  so  berührt  der  Voraussetzung  nach  die 
Polare  a  von  i  K  im  Punkte  JB,  welcher  der  Pol  von  b  ist;  man 
kann  daher  einen  Kegelschnitt  E  auffinden,  der  autopolar  in  bezug 
auf  r  ist,  der  die  Geraden  a  und  b  bzw.  in  A  und  JB  berührt;  dieser 
ist  daher  auch  doppelberührend  für  K;  diese  ist  demnach  die  Enve- 
loppe von  unendlich  vielen  autopolaren  Kegelschnitten,  was  zu  be- 
weisen war.  —  Die  Untersuchung  der  autopolaren  Kurven  ist  somit 
auf  ein  Problem  zurückgeführt,  das  die  Enveloppe  einer  Reihe  von 
oo1  Kegelschnitten  betrifft. 

Eine  andere  Methode  diese  Frage  zu  lösen  wurde  von  C.  Rabut1) 
angegeben  und  verdient  unsererseits  einen  Hinweis. 

Die  kartesische  Gleichung  des  als  Direktrix  der  Polarität  dienen- 
den Kegelschnittes  P  sei 

f(x,y)  =  anx2+2ai2xy  +  a22y*  +  2a1Bx  +  2a23y  +  a33  =  0, 

und  es  seien  fx,  f  die  partiellen  Ableitungen  von  f.  Es  möge 
nun  der  Punkt  P(%,  y)  die  Kurve  /l  cp(x,y)  =  0  durchlaufen.  Seine 
Polare  p  in  bezug  auf  r  hat  die  Gleichung 

(anx  +  any  +  a13)  X  +  (anx  +  a22y  +  a23)  Y 

+  (aaix  +  a22y  +  a33)  =  0, 

folglich  erhält  man  die  Enveloppe  von  p  durch  Elimination  von  x, 
y,  X  aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen  und  den  folgenden 

a±1X  +  a12T  +  als  +  ^^  =  °> 

a21X  4-  a22r+  a23  +  l  ^  =  0. 

Nennen  wir  also  x1}  yt  die  Koordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die 
Gerade  p  ihre  eigene  Enveloppe  rt  berührt,  so  haben  wir 


1  -,     ,  '     dy  _  0  1  r      ,    ,  d^  _  0 


1)  Equations  et  propriétés  fondamentales  des  courbes  autopolaires  dans  le 
plan  et  dans  V  espace  (C.  R.  CXXXII,  1901,  S.  1470). 
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und  daher  auch 

'•"*■' »»  ~~  Fx:dy' 
d.  h. 

^^--g- (3) 


In  ähnlicher  Weise  erhält  man 


f.=r,  —  ff- (4) 


Wenn  nun  aus  den  drei  Gleichungen 

/        \       a            d<P    ,    dcp    dy       p.            fx       am  x -j- a12y  4- als 
w(x,y)  =  0,         ö^  +  ö^ •  j^  =  0 ,         7r  =  — — ,     - 


y 


x  und  ^/  eliminiert  werden,  so  bekommt  man  eine  Gleichung  von  der 

Form 

rdy  fx^ 


W*>-rJ=0> (5) 

von  der  die  gegebene  Kurve  A  ein  Integral  ist.  Zufolge  der  Gl.  (3) 
und  (4)  wird  aber 

H-7vA)=° <w 

die  Differentialgleichung  der  Kurve  Ax,  der  Polare  von  A,  sein.  Wenn 
nun  Ax  mit  A  zusammenfallen  soll,  so  dürfen  (5)  und  (5')  nur  sich 
durch  Vertauschung  von  x,y  mit  x1}  y1  resp. unterscheiden  und  dies  erfordert 
offenbar,  daß  die  Funktion  F  symmetrisch  in  den  beiden  Größen  sei, 
von  denen  sie  abhängt.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  stellt  (5)  die 
Differentialgleichung  der  zum  Kegelschnitt  F  autopolaren  Kurve  dar. 

Die  Frage,  ob  es  Kurven  gibt,  die  in  bezug  auf  eine  endliche 
Zahl  von  Kegelschnitten  autopolar  sind,  ist  unseres  Wissens  noch 
nicht  behandelt  worden.  G.  Fouret  dagegen  hat  gezeigt1),  daß  es  Kurven 
gibt,  die  ihre  eigenen  Polaren  in  bezug  auf  oo1  Kegelschnitte  sind; 
solche  spezielle  Kurven  sind  die  interszendenten  Parabeln,  denen  wir 
in  Nr.  127  begegneten,  und  die  wir  ex  professo  im  folgenden  Abschnitte 
(Bd.  II)  untersuchen  werden. 

157.  In  der  Geschichte  der  geometrischen  Transformationen  folgt 
auf  die  Theorie  der  projektiven  Transformationen  (kollineare  oder  re- 
ziproke) der  Zeitfolge  nach  das  Studium  der  Transformation  durch 
reziproke  Radien  oder  der  Inversion;  demnach  folgt  auf  die  in  sich 
selbst  durch  Kollineation  oder  Reziprozität  transformierten  Kurven 
(mit  denen  wir  uns  im  Vorigen  beschäftigt  haben)  naturgemäß  die 


1)  S.  die  Note  Sur  les  courbes  planes  ou  surfaces  qui  sont  leurs  propres  po- 
laires  reciproques  par  rapport  à  une  infinite  des  coniques  ou  surfaces  du  sccond 
ordre  (Bull.  Soc.  Philom.,  Paris  1878). 
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Betrachtung  der  Kurven,  die  durch  eine  Inversion  in  sich  selbst  trans- 
formiert werden.  Es  sind  dies  diejenigen  Kurven,  die  —  nach  der 
von  T.  Moutard  vorgeschlagenen  Benennung1)  —  anallagmatische 
Kurven  genannt  werden,  eine  Bezeichnung,  die  (von  a  privans  und 
allatta,  ich  ändere,  hergeleitet)  ein  wenig  unbestimmt  ist. 

Es  sei  3  eine  Inversion,  die  durch  den  Kreis  Sì  mit  dem  Zen- 
trum 0  und  dem  reellen  oder  rein  imaginären  Radius  r,  bestimmt  ist2). 
Es  gibt  dann  oo2  Kreise  K  rechtwinklig  zu  Si]  jeder  ist  bekanntlich 
anallagmatisch.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M  der  Ebene  gehen 
oo1  Kreise  K;  alle  diese  gehen  dann  auch  durch  den  Punkt  3  {M), 
der  durch  die  Transformation  3  aus  M  entsteht3);  durch  zwei  beliebige 
Punkte  der  Ebene  (in  endlicher  oder  unendlich  kleiner  Entfernung) 
geht  dagegen  nur  ein  einziger  bestimmter  Kreis  K. 

Ist  nun  r  eine  reelle  Kurve,  anallagmatisch  in  bezug  auf  die 
Inversion  3,  P  einer  ihrer  Punkte  und  t  die  bezügliche  Tangente,  so 
gibt  es  einen  Kreis  K,  der  die  Gerade  t  im  Punkte  P  berührt.  Da 
nun  sowohl  P  als  auch  K  anallagamatisch  sind,  so  entspricht  dem 
Punkte  P  ein  anderer  Punk  3{P),  der  K  und  F  gemeinsam  ist 
und  da  die  Inversion  eine  Berührungstransformation  ist,  so  berühren 
sich  r  und  K  auch  in  3  (P).  K  ist  also  ein  Kreis,  der  F  zweifach 
berührt;  variieren  wir  P,  so  nimmt  K  oo1  Lagen  an,  dabei  wird  sein 
Mittelpunkt  eine  gewisse  Kurve  A  beschreiben;  nach  einem  Vor- 
schlage von  de  la  Gournerie  heißt  sie  die  Deferente,  sie  ist  alge- 
braisch, wenn  Y  es  ist;  ihre  Ordnung  wollen  wir  im  folgenden  mit  n 
bezeichnen.  Wir  können  dann  sagen:  Jede  anallagmatische  Kurve 
kann  als  Enveloppe  der  oo1  Lagen  eines  zu  einem  festen  Kreis  ortho- 
gonalen Kreises,  dessen  Zentrum  eine  gegehene  Kurve  durchläuft, 
angesehen  werden.  Umgekehrt  ist  klar,  daß,  wie  auch  immer  man 
die  Deferente  und  den  gegebenen  Kreis  wählt,  man  jedesmal  als 
Enveloppe  eine  anallagmatische  Kurve  erhält.  Nicht  ausgeschlossen  ist, 
daß  der  Radius  von  Sì  gleich  Null  ist;  alle  Kreise  K  gehen  dann 
durch  0.  Wenn  wir  im  allgemeinen  Falle  zwei  aufeinanderfolgende 
Punkte  von  z/,  Dx  und  D2  betrachten  sowie  die  zugehörigen  Kreise 
Kt  und  K2,  so  schneiden  sich  diese  in  zwei  Punkten  P  und  Q  von  P, 
die    symmetrisch   zueinander    in   bezug    auf  die  Gerade  D^D^  liegen, 

1)  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  (Nouv.  Ann. 
Math.  2.  Sér.  III,  1864).  —  Für  das  Folgende  s.  besonders  J.  de  la  Gournerie, 
Mémoires  sur  les  lignes  spiriques  (Liouvilles  Journ. ,  2.  Ser.  IV,  1869).  Andere 
wichtige  Betrachtungen  sind  von  Ribaucour  gemacht  in  der  Memoire  sur  les 
courbes  enveloppes  de  eercles  et  sur  les  surfaces  enveloppes  de  spMres  (Nouv.  Corr. 
math.  V,  1879,  und  VI,  1880)  und  in  der  Note  von  Liguine,  Sur  les  aires  des 
courbes  anallagmatiques  (Bull.  Sc.  math,  2.  Sér.  V,  1881). 

2)  Man  nennt  ihn  den  Inversions-Kreis. 

3)  Wir  bezeichnen  im  allgemeinen  mit  3  (4>)  das,  was  man  erhält,  wenn  man 
auf  die  Figur  $  die  Inversion  8  anwendet. 
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welche  ja  eine  Tangente  von  A  ist;  folglich:  Die  Strecke  zwischen 
zwei  korrespondierenden  Punkten  einer  anallagmatischen  Kurve  wird 
durch  die  entsprechende  Tangente  der  Deferente  senkrecht  halbiert. 

Die  Kreise  K  bilden  ein  einfach  unendliches  System,  auf  welches 
man  die  Chaslessche  Methode  der  Charakteristiken  anwenden  kann; 
wir  nennen  daher  \i  die  Zahl  der  Kreise  K,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  gehen,  v  die  Anzahl  derer,  die  eine  beliebige  Ge- 
rade berühren,  a  die  Zahl  der  als  Hüllkurven  in  ein  Punktepaar  de- 
generierten Kreise  K  und  ß  die  Zahl  der  als  Ortkurven  in  ein  Geraden- 
paar  degenerierten.  Um  diese  vier  Zahlen  zu  bestimmen,  genügt  es, 
zwei  direkt  zu  bestimmen  und  dann  die  bekannten  Formeln  von 
Chasles  anzuwenden: 

2  11  —  v  =  cc,       2  v  —  (i  =  ß. 

Man  findet  nun  [i  auf  folgende  Weise:  Alle  Kreise  K,  die  durch  M 
gehen,  gehen  auch  durch  3  (M )  ;  ihre  Mittelpunkte  liegen  daher  auf 
der  Geraden  r,  die  die  von  M  und  9 '  (M)  begrenzte  Strecke  senkrecht 
halbiert;  anderseits  gehören  ihre  Mittelpunkte  auch  der  Kurve  A  an, 
sie  sind  daher  nichts  anderes,  als  die  Schnitte  von  r  mit  A-  das  be- 
weist uns,  daß  fi  =  n.  Um  ß  zu  finden,  beachten  wir,  daß,  wenn  F 
einer  der  2n  Schnittpunkte  von  JP  und  Sì  ist,  die  Verbindungslinien  T 
mit  den  Kreispunkten  der  Ebene  einen  degenerierten  Kreis  des  Systems 
bilden;  wenn  dann  U  einer  der  n  unendlichfernen  Punkte  der  Kurve 
r  ist,  so  bilden  der  zu  OU  senkrechte  Durchmesser  von  Sl  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  einen  ferneren  degenerierten  Kreis  des  Systems; 
es  ist  leicht  einzusehen,  daß  es  weitere  nicht  gibt;  demnach  ist  ß  =  3n. 
Setzen  wir  nun  die  für  [i  und  ß  gefundenen  Werte  in  die  vorigen 
Gleichungen  ein,  so  folgern  wir,  daß  v  =  2n  ist  (also  doppelt  so 
groß  als  die  Ordnung  der  Deferente),  und  daß  a  =  0. 

Aus  der  zur  Bestimmung  von  ß  gemachten  Überlegung  ergeben 
sich  zu  gleicher  Zeit  folgende  beiden  Eigenschaften  der  anallagmati- 
schen Kurve  T:  Die  2  n  Schnittpunkte  von  r  mit  der  Peripherie  von 
£2  sind  Brennpunkte  der  Kurve;  die  durch  den  Mittelpunkt  von  £2 
rechtwinklig  zu  den  Asymptoten  der  Deferente  gezogenen  Geraden 
sind  ebensoviele  Doppeltangenten  der  anallagmatischen  Kurve. 

Im  allgemeinen  geht  r  nicht  durch  den  Mittelpunkt  0  von  Sl} 
daher  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade  r  sie  in  einer  gewissen 
Anzahl  von  Punktepaaren  M  und  c7(Jf);  da  die  Gerade,  welche 
die  Verbindungslinie  dieser  beiden  senkrecht  halbiert,  Tangente  an  A 
ist,  so  ist  die  Zahl  dieser  Punktepaare  gleich  der  Zahl  der  zu  r  senk- 
rechten Tangenten  von  A,  d.  h.  gleich  der  Klasse  von  A.  Wir  sind 
also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt:  Die  Ordnung  einer  anallagmatischen 
Kurve  ist  im  allgemeinen  doppelt  so  groß,  als  die  Klasse  ihrer 
Deferente. 
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Betrachten  wir  noch  einen  durch  0  gehenden  Kreis  A,  so  wird 
dieser  die  Kurve  F  in  einer  gewissen  Zahl  x  von  reellen  Punkten  X 
schneiden.  Wir  führen  nun  auf  die  ganze  Figur  die  gegebene  In- 
version aus.  A  wird  sich  dann  in  eine  Gerade  l  und  F  in  sich  selbst 
transformieren;  daher  werden  die  Punkte  <?(X)  die  Schnitte  von  l 
und  F  sein;  x  ist  also  gleich  der  Ordnung  von  F,  d.  h.  gleich  dem 
Doppelten  der  Klasse  der  Deferente.  Andererseits  ist  die  Gesamt- 
zahl der  Schnitte  von  r  und  A,  da  sie  doppelt  so  groß  als  die 
Ordnung  von  F  ist,  gleich  dem  Vierfachen  der  Klasse  der  Deferente; 
folglich:  Eine  reelle  anallagmatische  Knrve  geht  durch  jeden  der 
Kreispnnkte  der  Ebene  so  oft,  als  die  Klasse  ihrer  Deferente  dies 
angibt.  Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  bezüglichen  Tangenten 
auch  die  Deferente  berühren,  in  der  Art,  daß  die  Brennpunkte  der 
Deferente  singulare  Brennpunkte  der  anallagmatischen  Kurve  sind.  — 
Die  anallagmatische  Kurve  kann  auch  vielfache  Punkte  haben;  sie 
entsprechen  den  eventuellen  vielfachen  Tangenten  der  Deferente  paar- 
weise. Wenn  diese  eine  Kurve  von  der  allgemeinen  Klasse  N  ist,  so 
bestimmt  sie  mit  dem  Kreise  Sì  eine  allgemeine  anallagmatische  Kurve 

r  von  der  Ordnung  2  JV;  diese  Kurve  F  hängt  daher  von  — —t ~—^-  4~  ^ 

Konstanten  ab,  kann  daher  durch  ebensoviele  beliebige  Punkte  der 
Ebene  hindurchgehen;  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve  kann  immer 
in  die  Form  gebracht  werden  F(f[,  f2f  f3)  =  0,  wo  F  eine  ternäre 
Form  vom  Grade  N  und  f±  =  0,  f2  =  0,  f3  =  0  die  Gleichungen 
dreier  Kreise  sind,  die  nicht  demselben  Büschel  angehören  und  deren 
Orthogonalkreis  der  Inversionskreis  von  r  ist. 

In  dem  Falle,  den  wir  bis  jetzt  ausgeschlossen  haben,  daß  die 
Deferente  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt,  vermindert  sich  die 
Ordnung  der  anallagmatischen  Kurve  um  eine  Einheit  und  die  Kurve 
geht  dann  durch  den  Pol  der  Inversion;  wenn  aber  die  Berührung 
zweiter  Ordnung  ist,  so  beträgt  die  Verminderung  zwei  Einheiten; 
demnach  kann  man  sagen:  Die  Ordnung  der  anallagmatischen  Kurve 
ist  gleich  der  doppelten  Klasse  der  Deferente  vermindert  um  die 
Zahl  der  Berührungen,  welche  diese  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden hat,  und  vermindert  um  die  doppelte  Anzahl  ihrer  Inflexions- 
tangenten,  die  mit  der  Geraden  selbst  zusammenfallen.  Die  übrigen 
vorhergehenden  Sätze  erleiden  infolgedessen  Modifikationen,  die  der 
Leser  auch  leicht  ohne  unsere  Hilfe  finden  dürfte. 

r  sei  wiederum  eine  anallagmatische  Kurve;  sie  wird  die  Enve- 
loppe  von  oo1  Kreisen  K  sein,  die  senkrecht  zu  einem  Kreise  Sì  sind. 
Wir  wenden  auf  dieses  System  eine  beliebige  Inversion  d  an;  es  ent- 
steht dann  ein  System  von  oo1  Kreisen  K,  die  alle  orthogonal  zu 
einem  Kreise  iß  sind  (dem  Transformierten  von  Sì)  und  deren  Enve- 
loppe  eine  anallagmatische  Kurve  F  ist;    da  nun  F  dasselbe  ist,  als 


432        v".  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

was  man  erhält,  wenn  man  r  der  Inversion  SJ  unterwirft,  so  ist  klar: 
Transformiert  man  eine  anallagmatische  Kurve  durch  reziproke  Ra- 
dien, so  erhält  man  eine  andere  Kurve  derselben  Art.  —  Machen 
wir  hiervon  sogleich  eine  Anwendung:  Eine  orthogonale  Symmetrie 
S  in  bezug  auf  eine  Achse  a  kann  als  eine  Grenzform  der  Inversion 
aufgefaßt  werden;  der  feste  Kreis  hat  als  Peripherie  die  Achse  a  und 
als  Zentrum  den  unendlich  fernen  Punkt  in  der  zu  a  senkrechten 
Richtung;  daraus  folgt:  Transformiert  man  eine  Kurve,  die  in  bezug 
auf  eine  Achse  rechtwinklig  symmetrisch  ist,  durch  reziproke  Radien, 
so  erhält  man  eine  anallagmatische  Kurve.  Verfahrt  man  in  der- 
selben Weise  mit  einer  Kurve,  die  mehrfache  rechtwinklige  Sym- 
metrien in  bezug  auf  mehrere  durch  einen  Punkt  gehende  Achsen 
besitzt,  so  gelangt  man  zu  einer  Kurve,  die  in  bezug  auf  mehrere 
Kreise  desselben  Büschels  anallagmatisch  ist1). 

158.  Die  Untersuchung  der  anallagmatischen  Kurven  kann  noch 
von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  in  Angriff  genommen  werden, 
der  wert  ist  hervorgehoben  zu  werden,  da  er  uns  zu  neuen  Resultaten 
führt.  Erinnern  wir  uns  nämlich2),  daß,  wenn  man  eine  reelle  Kurve 
r  von  der  Ordnung  n,  die  den  Pol  und  die  imaginären  Kreispunkte 
I  und  J  als  vielfache  Punkte  von  den  Ordnungen  bzw.  co,  i,  i, 
hat,  einer  Inversion  af  unterzieht,  ihr  eine  Kurve  V  von  der  Ord- 
nung n  =  2n  —  (co  +  2 1)  entspricht,  für  welche  0,  I,  J  vielfach 
sind  bzw.  nach  co  =  n  —  2  t,  i  =  n  —  (co  +  t)  ;  nun  ist  klar,  daß, 
damit  r  anallagmatisch  in  bezug  auf  3  sei,  ri  =  n,  co'  =  co,  i  =  i 
sein  muß;  alle  diese  Bedingungen  werden  aber  erfüllt,  wenn  man 
n  =  co  -f-  2l  setzt.  —  Geben  wir  dem  co  einen  beliebigen  Wert  p, 
gerade  oder  ungerade,  jenachdem  n  es  ist,  so  entsteht  eine  Kurve  jT" 
von   der  nten  Ordnung,   die  0   als  p-fachen   und  die  Kreispunkte  als 

— ~- fache  Punkte  hat;  sie  wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden 

in  p  weiteren  Punkten  geschnitten.  Ist  P  einer  derselben,  so  ent- 
spricht diesem  der  dem  0  unendlich  nahe  Punkt  auf  OP,  welcher 
Punkt,  wenn  JT  anallagmatisch  ist,  zu  T  selbst  gehören  muß;  dies 
besagt,  wenn  T  eine  anallagmatische  Kurve  ist,  die  p  Geraden  OP 
sind  nichts  anderes,  als  die  in  0  berührenden  Geraden.  Z.  B.:  wenn 
n  gerade  ist  und  wir  nehmen  p  =  0,  so  erhalten  wir  Kurven  wter  Ord- 


1)  Außer  dieser  Kurve,  die  anallagmatisch  in  bezug  auf  eine  endliche  Zahl 
von  Inversionen  ist,  gibt  es  eine,  nämlich  den  Kreis,  der  offenbar  anallagmatisch 
in  bezug  auf  oo2  Inversionen  ist;  daß  es  deren  keine  gibt,  die  anallagmatisch 
in  bezug  auf  oo1  sind,  hat  Gr.  Fouret  bewiesen  in  der  Abhandlung  Recherche 
d'une  courbe  plane  possédant  un  Heu  géométrique  de  póles  principales  d'inversion 
(Nouv.  Ann.  Math.  3e  Sér.  II,  1883). 

2)  Man  s.  z.  B.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  sur- 
faces  algébriques  (Paris,  1873)  S.  2. 
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nung,    welche    die  Kreispunkte    der  Ebene  als  --fache  Punkte  haben: 

sie  gehören  zur  Klasse  der  isotropischen  Kurven1).  Wenn  man, 
bei  beliebigem  n,  p  =  n  —  2  nimmt,  so  erhält  man 2)  eine  Kurve 
nteT  Ordnung  mit  einem  (n  —  2)-fachen  Punkte,  die  durch  die  Kreis- 
punkte und  durch  die  n  —  2  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden 
geht,  welche  die  Kurve  im  Punkte  0  berühren.  Eine  solche  Kurve 
auf  ein  orthogonales  Koordinatensystem  mit  dem  Ursprung  0  be- 
zogen, hat  eine  Gleichung  von  folgender  Form 

(x2  +  y2)fn_2  (x,  y)  +  fn_t  {x,  y)  +  R2fn_2  (x,  y)  =  0, 

wo  fn_lf  fn_2  binäre  Formen  in  x,  y  sind  vom  Grade  n  —  1  und 
n  —  2  und  R  eine  Konstante  ist.  Beim  Üb.ergang  zu  Polarkoordi- 
naten wird  diese 

Q2fn-2  (C0S  a:  Sm  ra)  ~f~  Qfn-l  (C0S  M)  Sm  £ö)   +  -R?fn-2  (C0S  (°)  Sm  G))  =  0. 

Wenn  man  also  mit  q1}  q2  zwei  Werte  von  q  bezeichnet,  welche  dem- 
selben Werte  von  a  entsprechen,  so  hat  man  qx  •  q2  =  R2,  was  be- 
stätigt, daß  die  genannte  Kurve  durch  eine  Inversion  mit  dem  Zen- 
trum 0  und  der  Potenz  R2  in  sich  selbst  transformiert  wird;  im  Falle 
p  =  n  —  2  sind  die  vorhin  gefundenen  Bedingungen  demnach  nicht 
nur  notwendig,  sondern  auch  hinreichend,  damit  die  Kurve  anallagma- 
tisch  sei.  Alle  Kurven  wter  Ordnung,  die  mit  den  vorhin  beschriebenen 
Eigentümlichkeiten  versehen  sind,  sind  folglich  anallagmatisch.  Die 
entsprechenden  Kurven  sind  Deferenten  von  der  Klasse  n  —  1,  welche 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  (n  —  2)-fachen  Tangente  haben;  jede 
besitzt  im  allgemeinen  2  (n  —  3)  (n  —  4)  Doppelpunkte,  3  (n  —  3)  Spitzen 
und  ist  daher  von  der  Ordnung  2  (w  —  2). 

159.  Die  isotropischen  Kurven  der  vorigen  Nr.  sind  Spezial- 
fälle der  s-fach  zyklischen  Kurven  von  F.  P.  Ruf  fini3);  man 
gebraucht  diesen  Namen,  um  die  Kurven  ntei  Ordnung  zu  bezeichnen, 
deren  Schnitte  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  aus  den  Kreispunkten 
und  noch  n  —  2  s  anderen  Punkten  bestehen,  also  Kurven,  die  in  kar- 
tesischen  Koordinaten  eine  Gleichung  haben,  deren  Glieder  höchster 
Ordnung  in  einer  binären  Form  vom  Grade  n  —  2  s  in  x,  y  das  Pro- 
dukt (x2  -f-  y2)s  sind.  Derartige  Kurven  ergeben  sich  bei  der  Lösung 
folgender  Frage:  „Gibt  es,  außer  dem  Kreise,  noch  Kurven,   die   sich 

1)  Index  du  Repertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques  (Paris 
1893)  S.  51,  nach  einem  Vorschlage  von  M.  d'O cagne  (Journ.  math.  spéc.  3.  Sér., 
I,  S.  125)  so  benannt;  E.  Ciani  in  der  S.  423  angef.  Abh.  (Le  linee  diametrali 
etc.)  zog  den  Namen  hypercyklische  Kurven  vor. 

2)  H.  Piquet,  Sur  une  nouvelle  espece  de  courbes  et  de  surfaces  anallag ma- 
tiques  (C.  R.  LXXXVH,  1878). 

3)  Delle  curve  piane  algebriche  che  hanno  potenza  in  rispetto  a  ogni  punto 
del  loro  piano,  ovvero  in  rispetto  ad  alcuni  dei  loro proprii  punti  (Mem.  Acc.  Bologna 
4.  Ser.  X,  1890);  Della  lemniscata  (Rendic.  Acc.  Bologna  1907). 
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der  Besonderheit  erfreuen,  daß  das  Produkt  aus  den  Abständen  eines 
beliebigen  festen  Punktes  ihrer  Ebene  von  den  auf  einem  beliebigen 
durch  den  festen  Punkt  gezogenen  Strahl,  gelegenen  Schnittpunkten 
für  alle  solche  Strahlen  konstant  ist?"1).  Dieses  Problem,  welches 
Euler  schon  1748  untersucht  hat2),  und  A.  Mannheim  neuerdings 
wieder  aufgestellt  hat3),  wurde  im  Jahre  1869  von  J.  Petersen  ge- 
löst4), und  mehr  als  20  Jahre  später,  ohne  daß  er  die  bezügliche 
Arbeit  des  dänischen  Mathematikers  kannte,  in  einer  noch  voll- 
ständigeren Weise  von  F.  P.  Ruffini5):  die  von  dem  letzteren  be- 
folgte Methode,  um  zu  den  sog.  Potenzkurven  zu  gelangen,  ist  zu 
einfach  und  elementar,  als  daß  sie  hier  nicht  Platz  finden  sollte. 

Es  sei  f&y)  =  o (6) 

die  Gleichung  von  T,  einer  der  verlangten  Kurven,  und  es  sei: 

r  =  n 

'S'a,  xn~r  •  yr 

?=o 

der  Komplex  ihrer  Glieder  höchster  Ordnung.    0  (x0,  y0)  sei  der  feste 

Punkt,    von   welchem    aus    man    die  Transversalen    zieht;    setzt   man 

nun  in  (6)  ein 

x  =  xQ  -f  pcos  co;     y  =  y0  -f-  q  sin  co, 

so    erhält    man    eine    Gleichung   nien   Grades    in   q,    deren    Wurzeln 

Qt  q2 ,  Qn  sein  mögen;  damit  nun  r  in  bezug  auf  0  die  Potenz 

rt  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  Produkt 

*  =  Qi'  Q*mQ» Qn 

einen  von  a>  unabhängigen  Wert  habe.  Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

cos  co  =  ce,     sin  co  =  ß, 
so  hat  man 

ffa  V)  =  f{xo  +  Q  •  cos  »,  %  +  Q  ■  sin  <°)  =  f(xo  +  Qu,  Vo  +  ?/?)■ 
Entwickelt  man  nun  nach  dem  Taylorschen  Satze  und    wendet   all- 
gemein bekannte  Bezeichnungen  an,  so  wird  Gleichung  (3)  zu 


1)  Indem  man  die  gebräuchliche  Steinersche  Bezeichnung  erweitert,  kann 
man  jenes  konstante  Produkt  die  Potenz  des  festen  Punktes  in  bezug  auf  eine 
Kurve  nennen  und  Potenzkurven  jene  Kurven,  welche  die  genannte  Eigen- 
schaft haben. 

2)  Ivitroductio  in  analysin  infinitorum  II  (Lausannae,  1748),  S.  226. 

3)  Intermédiaire  III,  lö96,  S.  274. 

4)  S.  den  Aufsatz  Om  et  punkts  potens  met  hensyn  til  en  curve  (Tidskrift, 
2.  Ser.  V,  1869). 

5)  S.  die  erste  in  Note  3  auf  S.  433  zitierte  Abhandlung. 
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Daraus  folgt  nun 


o* 


=  (-l)wT 


ffr0,y0) 


n\\dx  cy  ")o 

Der   Zähler    dieses   Bruches  ist,    wie   man    sieht,    unabhängig  von  or 
damit  dies  auch  für  den  Bruch  selbst  eintrete,  muß  sein 

d       1  föf      i    df  aVn)     a 

da     n\\cx  cy  r/o  ' 

oder 


dco 


^aran-r-ßr  =  0,, 


oder  endlich 

^{(n-r  +  1)  ar_t  -  (r  +  1)  ar+1}  an~r  •  ßr  -  0. 

Damit  diese  Beziehung  für  alle  Werte  von  cc  und  ß  gültig  sei,  müssen 
folgende  n  -\-  1  Relationen  bestehen: 

(n  —  r+  l)ar_!  =  (r  +  1)  ar+1      (r  =  0,  l,  2,  3, n), 

wobei  zu  bemerken  ist,   daß  a_t  =  an  +  1  =  0.     Es  ist  nun  notwendig 
folgende  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Wenn  n  =  2p,  so  findet  man,  wenn  man  in  (7)  der  Reihe 
nach  r  =  0, 2, ...  2p  —  2  setzt,  o^  =  a3  =  ....  =  «2  _x  —  0;  setzt  man 
hingegen  r  =  1,  3,  .  .  .  .,  2p  —  1,  so  bekommt  man 

jpa0  =  1  •  a2,     (p  —  1)  a2  =  2  ■  a4,  .  .  .  .,     O  —  l) o2k  =  (A;  +  1) a2k+2, 

1   '  a2p  +  2   =  P  '  a2p> 

daher  im  allgemeinen 

a2k  +  2  =  (fc_|_J   a0l (8) 

man  schließt  daraus,  daß 


n(^  +  M">-^^"-^=««(«2+«" 


daher  ist  _  /_  i  \„  /"(^o ,  2/0) 

welche    Größe    tatsächlich    unabhängig   von    co   ist.      Nun    lassen    die 

vorhin  für  die  Koeffizienten  a1}  a2, gefundenen  Werte  erkennen, 

daß  die  Glieder  höchsten  Grades  in  den  Koeffizienten  der  Kurve  f=  0, 
abgesehen  von  dem  Faktor  aQ,  die  Potenz  (x2  -f-  y2)P  bilden,  weshalb 
/'  die  Form  hat  (x2  +  y2)p  +  F{x,  y)  =  0,  wo  F  ein  Polynom  von 
niederem  Grade  als  2p  ist.  Wir  sind  daher  in  der  Lage  zu  schließen: 
Die  Kurven  gerader  Ordnung  2p,  die  eine  Potenz  in  bezug  auf  jeden 
Punkt  ihrer  Ebene  haben,  sind  p-fach  zirkuläre  Kurven;  und  um- 

28* 
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gekehrt:  Alle  Kurven  gerader  Ordnung  die  außer  den  Kreispunkten 
keine  unendlich  fernen  haben,  sind  Potenzkurven. 

II.     Wenn    n  =  2p  -f  1,    und     man    nimmt    in    (8)    zunächst 

r  =  0,2,4, ,    dann   r  =  2p+l,   2p  —  1,   2p  —  3,    ,   so 

sieht  man,  daß  alle  Koeffizienten  ar=0  sind;  folglich  gibt  es  keine 
Kurven  ungerader  Ordnung,  die  eine  Potenz  in  bezug  auf  alle 
Punkte  ihrer  Ebene  haben. 

Bisher  haben  wir  angenommen,  daß  der  feste  Punkt  0  der  Kurve 
selbst  nicht  angehöre.  In  diesem  Falle,  f(%0,  y0)  =  0,  hat  die  Glei- 
chung (4)  eine  Wurzel  (?  =  0,  und  als  Potenz  von  0  erhält  man  die  Größe: 

»■fc-i>-fc.4-(-ir'"    *'• 


n\\ox        oy  Ja 

wenn  diese  unabhängig  von  co  ist;  dies  tritt  tatsächlich  ein,  wenn 
0  ein  Doppelpunkt  ist,  weil  dann  %  =  0.  Diesen  trivialen  Fall  aus- 
geschlossen, sieht  man,  nach  einer  einfachen  Diskussion,  daß  diese 
Tatsache  nur  dann  eintritt,  wenn  T  alle  Glieder  höchsten  Grades 
verliert;  dies  führt  zu  dem  Schlüsse,  daß  es  keine  algebraischen 
Kurven  gibt,  die  in  bezug  auf  alle  ihre  Punkte  eine  Potenz  haben. 
Dennoch  gibt  es  Kurven,  die  in  bezug  auf  einige  ihrer  Punkte  eine 
Potenz  haben;  so  hat  Ruf  fini  —  mit  Beweisen  der  Art,  wie  die  hier 
angeführten  —  gezeigt:  Jede  Kurve  von  der  Ordnung  2p  +  1,  die 
i?-fach  zirkulär  ist,  hat  eine  Potenz  in  bezug  auf  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  die  man  an  sie  von  dem  einzigen  reellen 
Punkte,  den  sie  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  besitzt,  ziehen 
kann. 

Man  kann  nach  dem  Orte  der  Punkte  P  der  Ebene  fragen,  die 
in  bezug  auf  eine  gegebene  Potenzkurve  die  gleiche  Potenz  haben; 
P  wird  dann  eine  Kurve  durchlaufen,  die  wir  nach  H.  Wieleitner1) 
Kurve  gleicher  Potenz  nennen  wollen;  ihre  Betrachtung  läßt 
uns  neue  Beziehungen  zwischen  verschiedenen  Linien  entdecken;  so  er- 
scheinen die  spirischen  Linien  (Nr.  61)  als  Kurven  gleicher  Potenz  der 
Boothschen  Lemniskaten  (Nr.  65)  und  die  Cartesischen  Ovale  (Nr.  78) 
als  ebensolche  Kurven  für  die  Pascalsche  Schnecke  (Nr.  70). 

160.  Wir  wollen  dieses  Kapitel  —  welches  wie  das  vorige  haupt- 
sächlich solchen  Kurven  gewidmet  ist,  die  aus  der  Theorie  spezieller 
geometrischer  Transformationen  hervorgehen  —  nicht  abschließen,  ohne 
zuvor  einen  Hinweis  auf  die  Richtungs-Kurven  (courbes  de  direction) 
zu  geben,  zu  denen  E.  Laguerre  im  Verlauf  seiner  Untersuchungen 


1)     Über    einige    Zusammenhänge    zwischen    spezieilen    Quartiken    (Wiener 
Sitzungsber.  CXVI,  Abt.  H»,  1907). 
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über  die  „Direktionsgeometrie"1)  gelangte,  und  die  man  sämtlich 
als  Antikaustiken  (vgl.  Kap.  7  des  VII.  Abschnittes)  algebraischer 
Kurven  betrachten  kann,  wenn  die  auffallenden  Strahlen  als  parallel 
angenommen  werden2).  Wenn  co(x}  y)  =  0  die  Gleichung  einer  al- 
gebraischen Richtungskurve  ist,  so  kann  man  die  Kosinus  der  Rich- 
tungen der  Tangenten  in  einem  ihrer  Punkte  vermittelst  rationaler 
Funktionen  der  Koordinaten  des  Berührungspunktes  ausdrücken3). 
Wenn  s  der  Bogen  der  Kurve  ist,  so  sind  diese  Kosinus  gegeben 
bzw.  durch  „  0 

oco  oca 

dx dy  dy d  x 

Ts  ~  -|//2üA2,  /^ '         ds  ~  -i/7äco\2  .    (fti\* ' 

V  te; +  \w  V  \rx)  +  \Ty) 

damit  also   a(x,y)  =  0   eine  Richtungskurve  sei,    ist  notwendig  und 

hinreichend,     daß     eine    der    beiden    Größen    -r- ,  -r-    eine    rationale 
7  ds  '   ds 

Funktion  von  x,  y  sei4). 

Nun  hat  P.Appell5)  eine  Methode  ersonnen,  aus  der  Gleichung 

einer  Richtungskurve  ^  j)  =  Q  (9) 

die  von  unzählig  vielen  anderen  abzuleiten:  sie  besteht  in  folgendem: 
Man  bezeichne  mit  S  den  Bogen  der  Kurve  (9)  und  mit  R  eine 
rationale  Funktion.     Wegen   der   gemachten  Annahme,   daß   (9)   eine 
Richtungskurve  sei,  können  wir  schreiben 

dS  =  R(X,  T)-dX.      ......    (10) 

1)  Sur  la  geometrie  de  direction  (Bull.  Soc.  math.  France,  Vili,  1880;  (Euvres 
de  Laguerre  II,  S.  592  ff.).  Die  Tangentialgleichung  solcher  Kurven,  im  Palle  daß 
alle  Brennpunkte  im  Endlichen  liegen,  ist  von  der  Form 

$M  («,  v)  -  (u2-j-  v*)Fn_2{u,  v)  =  0, 

wo   <&n  und  F  _2  binären  Formen  der  Grade  n  und  n  —  2  in  u,v  sind. 

2)  Laguerre,  Sur  les  anticaustiques  par  réflexion  de  la  parabole,  les  rayons 
incidents  étant  paralleles  (Nouv.  Ann.  Math.  2e  Sér.  Il,  1883  ;  (Euvres,  II  S.  636). 

3)  Dieser  Eigenschaft  verdanken  die  Richtungskurven  ihre  Wichtigkeit  bei 
der  Untersuchung  der  algebraisch  rektifizierbaren  Kurven,  d.  h.  solcher, 
deren  Bogen  durch  eine  algebraische  Funktion  der  Koordinaten  ausgedrückt 
werden  kann.  Vgl.  G.  Humbert,  Sur  les  courbes  algébriques  planes  rectificables 
(Liouvilles  Journ.  4e  Sér.  IV,  1888). 

4)  E.  Köstlin  hat  eine  geistvolle  Methode  vorgeschlagen  zur  Erzeugung 
einer  speziellen  Gattung  von  Bichtungskurven  mit  Hilfe  der  rationalen  Kurven 
dritter  Ordnung,  deren  Doppelpunkt  im  Endlichen  liegt  (Württemberg.  Mitt.,  II.  Ser., 
IX,  1907).  Ist  nämlich  r  eine  Kurve  3.  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  0,  und 
K  ein  Kreis,  welcher  durch  0  geht  und  T  in  einem  veränderlichen  Punkte  P 
berührt,  so  schneidet  K  die  Kurve  T  noch  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linie eine  Richtungsklasse  einhüllt;  ihre  Klasse  ist  eine  der  Zahlen  4,6,8,  und  ihre 
Ordnung  der  Reihe  nach  5  oder  3,  8  oder  6,  11  oder  9. 

5)  Exercises  sur  les  courbes  de  direction  (Nouv.  Ann.  math.  2e  Sér.  XV,  1896). 


438        V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

Man  betrachte  auch  eine  rationale  Funktion  Sl  von  z  =  x  +  iy,  die 
der  Bedingung  genügt,  daß  alle  die  Residuen  von  &l2(z)  gleich  Null 
sind.  Dann  wird  f£l2(z)  •  dz  eine  rationale  Funktion  von  z  sein,  und 
wir  dürfen  setzen 

Z  =  X  +  *  Y  =fsi2(z)  ■  dz  =  cp(x,  y)  -f  i1>(x,  y) . 

Die  Formeln  X  =  <p(x,y),         F -*(*,*) 

bestimmen  dann  in  der  Ebene  eine  Korrespondenz  zwischen  den 
Punkten  (x,  y)  und  (X,  Y).  Wir  behaupten  nun;  daß  diese  die 
Kurve  (9)  in  eine  andere  Richtungskurve 

fi*,y)-o (il) 

transformiere.  Da  nämlich  dX-\-i  -dY=  &l2(z)(dx-\-  i-dy),  so  haben 
wir  ferner  dX  —  i  •  dY=  £l(z)  •  (dx  —  i  •  dy),  wo  £l(z)  die  zu  &l(z) 
konjugiert  imaginäre  Größe  ist.  Multiplizieren  wir  diese  beiden  Be- 
ziehungsgleichungen, benutzen  die  Gleichungen  (10)  und  bezeichnen 
mit  s  den  Bogen  der  Kurve  (11),  so  ergibt  sich: 

ü(z)-  &{z) 

Da  aber  X  =  <p(x,  y),  Y  =  il>(x,  y),  £l(x  +  iy),  Sl(x  -\-  iy)  rationale 
Funktionen  von  x,  y  sind,  so  ist  es  auch  der  Koeffizient  von  dX  in 
dieser  Gleichung;  da  außerdem 

dX=  7^-dx  -\--^-dy ,         -J-dx  4-  ~dy  =  0, 

o x  c y    J '  ex  oy   u 

so  ist  auch  -j—  eine  rationale  Funktion  von  x,y\  die  vorige  Beziehung 
kann  aber  in  der  Form  geschrieben  werden 

ds  =  r(x,  y)  •  dx , 

wo  r  eine  neue  rationale  Funktion  bedeutet.  Dies  genügt  zum  Nach- 
weise, daß  die  Gleichung  (11)  eine  Richtungskurve  darstellt. 

Wenden  wir  diese  Methode  auf  ein  Beispiel  an.    Bedeutet  Je  eine 
ganze  Zahl  und  setzen  wir  Sl{z)  =Y2k  -f-  1  •  zk,  dann  wird 

f&(z)2dz  =  z2k+x  =  Q2k  +  x{cos(2k  +  l)o  +  ism(2Je  +1)»}; 

so  daß  die  anzuwendende  Transformation  ist: 

X  =  Q2k+1  cos  (2k  +  l)o,         Y=Q2k+1sin(2k+  l)a. 

Wenden  wir  diese  auf  die  Gerade  X  =  a2k  +  1  an  —  die  offenbar  eine 
Richtungskurve  ist  —  so   erhalten  wir  die  durch  folgende  Gleichung 

Q**+1coa(2k  +  l)e>  =  a2*+1 

dargestellte  andere  Richtungskurve,  die,  wie  wir  in  kurzem  sehen 
werden,  eine  Sinusspirale  ist  (s.  Kap.  18  dieses  Abschn.)1). 

1)  Dies  wurde  zum   erstenmal  von  Gr.  Humbert  bemerkt  (Sur  le  theorème 
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Fünfzehntes  Kapitel. 
Geometrie  der  Polynome. 

161.  Die  geometrische  Darstellung  komplexer  Zahlen  durch  die 
Punkte  einer  Ebene  führt  zu  der  Betrachtung  verschiedener  algebrai- 
scher Kurven  und  gestattet  deren  Untersuchung.  Diese  Kurven  ver- 
dienen wegen  ihres  engen  Zusammenhanges  mit  der  Lehre  von  den 
isogonalen  Transformationen  den  in  den  vorigen  Kapiteln  behandelten 
an  die  Seite  gestellt  zu  werden;  ihr  Zusammenhang  mit  der  Betrach- 
tung der  Polynome  veranlaßt  uns,  sie  als  ein  besonderes  Kapitel  der 
Wissenschaft  der  Ausdehnung  zu  behandeln,  welches  wir,  dem  Bei- 
spiele F.Lucas  folgend,  „Geometrie  der  Polynome"  betiteln. 

Es  sei 

f(z)  =  %zn  +  M"_1+  a2*w-2+  •  •  •  +  a„_i*  +  an 

ein  vollständiges  Polynom  der  Variabelen  z  =  x  +  iy,  dessen  Koeffi- 
zienten wir  der  Allgemeinheit  wegen  als  beliebige  komplexe  Zahlen 
annehmen.  Trennen  wir  den  reellen  Teil  des  f(z)  von  dem  rein  ima- 
ginären, so  können  wir  schreiben 

f(e)  =  P(x,  y)  +  *Qfa  y); 

P  und  Q  sind  dann  Polynome  vom  nten  Grade  in  x,  y  mit  reellen 
Koeffizienten;  wenn  wir  daher  x  und  y  als  rechtwinklige  kartesische 
Koordinaten  interpretieren,  so  stellen  die  Gleichungen 

P(x,y)  =  0,         Q(x,y)  =  0 (1) 

zwei  Kurven  nteT  Ordnung  dar,  die  sich  in  n  reellen  Punkten  schneiden 
werden,  nämlich  den  n  Wurzel -Punkten  der  Gleichung  f(z)  =  0.  — 
Die  Einführung  solcher  Kurven  in  die  Wissenschaft  geht  auf  das 
Ende  des  18.  Jahrhunderts  zurück,  indem  gerade  aus  der  Unter- 
suchung ihrer  Eigenschaften  Gauß  die  Elemente  seines  ersten  Be- 
weises für  den  Fundamentalsatz  der  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen herleitete1)  und  fünfzig  Jahre  darauf  sich  ihrer  bediente  bei 
dem  vierten  seiner  Beweise  für  denselben  Satz2).    Die  Untersuchung 


d'Abel  et  quelquesunes  de  ses  applications ,  Liouvilles  Journ.  4e  Sér.  III,  1887, 
S.  395)  als  er  die  zirkulären  Richtungskurven  untersuchte,  d.  h.  solche,  die 
durch  die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  gehen. 

1)  Demonstratio  novae  theorematis  omnem  functionem  algebraicam  rationalem 
integram  unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  resolvi  posse  (Inaug.- 
Dissert.  Helmstedt,  1799). 

2)  Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  (Götting.  Abhand- 
lungen IY,  1850). 
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der  Eigenschaften  dieser  Kurven  jedoch  wurde  von  W.  Walton1)  vor 
etwa  50  Jahren  unternommen  und  größtenteils  ausgebaut;  ihm  ver- 
dankt man  den  Namen  Wurzel-Kurven  (rhizic  curves),  mit  dem  sie 
bezeichnet  zu  werden  pflegen.  Neuerdings  wurden  sie  von  E.  K  ans  er 
erforscht2),  der  sie  algebraic  potential  curves  nannte,  da  man, 
wie  bekannt,  z/2P  =  0  und  <42Q  =  0  hat. 

Sind  tp  und  tq  die  von  den  Tangenten  an  die  Kurven  (1),  in 
einem  ihrer  gemeinsamen  Punkte  M(x,  y),  gebildeten  Winkel,  so 
wird  sein:  BP    3P  ,  dQ    dQ 

*tpmm-dZ:Jy>         tgTQ  =  ~  Jx  '•  J~y> 
und  da  man  bekanntlich  hat 

!?_!«,    §?+|8_o,    (2) 

oy       ox;  ox       oy         7  v  J 

so  ergibt  sich,  daß 

tg  xP  •  tg  tQ  +  1  =  0 . 

Diese  Gleichung  beweist:  Die  beiden  Kurven  P  =  0 ,  Q  —  0 
schneiden  sich  in  allen  Punkten,  die  sie  gemeinsam  haben,  unter 
rechtem  Winkel. 

Differenzieren  wir  die  Gleichungen  (2),  so  ergeben  sich  daraus 
leicht  die  folgenden: 

82rP  ,        ^ad2rP\ 


=  C-  IV 

dx2a.dy2r~2a       K       J    dx2r 
d2rQ         ^rrf^Q 


8x2a-dy2r-2a       v       '    dx2r 

d2rP  __        ,Yd2rQ 

dx^  +  ^dy2'-2«-1       l       J    dx2r 

d2rQ  _  =  f_if+^rp 


(3) 


dx2a+1.dy2r-2a-1  dx* 

von  denen  wir  alsbald  Gebrauch  machen  werden.  Wir  nehmen 
einmal  an,  daß  M (%,  y)  ein  2r-facher  Punkt  der  Kurve  P  =  0  sei; 
die  Winkel  &P,  welche  die  zugehörigen  Tangenten  mit  der  «-Achse 
bilden,  werden  durch  eine  Gleichung  bestimmt,  die  man  symbolisch 
folgendermaßen  wiedergeben  kann: 

(cos  frp^,  +  sin &pj^  rP(x,  y)  =  0, 

1)  Man  sehe  die  Aufsätze  Note  on  the  rhizic  curves,  On  the  spolce  asymptotes 
of  rhizic  curves,  und  On  the  curvature  of  rhizic  curves  at  multiples  points  (Quarterly 
Journ.  Mathem.  XI,  1871).  Über  denselben  Gegenstand  kann  man  nachsehen: 
T.  BondSprague,  On  the  nature  of  the  curves  ivhose  intersections  give  the  imagi- 
nary  roots  of  an  algebraic  equation  (Edinburgh.  Trans.  XXX,  T.  II,  1883). 

2)  On  the  algebraic  potential  curves  (Bull.  Amer.  math.  Soc,  II  Ser.,  VE,  1901). 
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wenn  man   darunter  versteht,    daß,   wenn    die  Potenz   dieses  Binoms 
entwickelt  ist,  man  im  allgemeinen  (~— j   •  (~\  -?(#>  y)  ersetzt  durch 

—  •     Demnach  ist  jene  Gleichung  in  Wirklichkeit  äquivalent 

dxp-  dy 

mit  folgender  anderen: 


2Qra)  cos'2o:^  *  sin2r-2a^ 


d2rp 


2a    o  „,2?- -2a 


+  Sfo  2i  ,)  cos2^1^  ■  sin2'-2«-1^  •       ,   J  "f    ,      .  =  0, 

und  diese  verwandelt  sich,  wenn  man  sich  der  Identitäten  (3)  und 
der  Multiplikationsformeln  für  die  Bogen  bedient,  in  folgende  viel 
einfachere 

2r-o  cßr 


cos  (2r#P)  +  d—Q  sin  (2r&P)  =  0 (4) 


dzrp 


dx£r       v         '       dx 


Bezeichnet  man  nun  mit  \i  einen  Wert  des  Winkels  2r&p,  welcher 
dieser  Gleichung  genügt,  so  kann  ftP  folgende  Werte  annehmen 


fi 

ft-f-jt 

fi  -\-  2tt 

ft-f(2r  —  1)ä 

2r> 

2r    ' 

2r      ' 

> 

2r            » 

die  einander  inkongruent  (mod  it)  sind;  es  geht  daraus  hervor:  Die 
Tangenten  an  die  Kurve  P=0  in  ihrem  2r-faehen  Punkte  teilen 
den  vollen  Winkel  um  P  in  2r  gleiche  Teile.  Dieselbe  Eigenschaft 
gilt  für  einen  Punkt  von  ungerader  Vielfachheit,  und  wird  in  ähn- 
licher Weise  bewiesen. 

Ist  hingegen  M(x,y)  ein  2r-facher  Punkt  der  Kurve  Q(x,y)  =  0f 
so  findet  man  bei  Wiederholung  der  vorigen  Rechnung  statt  der 
Gleichung  (4)  die  folgende 

cos 


dx* 


(2r^)-|^sin(2r^)  =  0,      ...     (5) 


welcher  —  wenn  n  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin  —  durch  fol- 
gende Werte  von  &q  genügt  wird: 

.     W  i      Ä  ,1t,  ,     K      ,     ._  .. 

fi-j-—       p+  —  +  «       ft-|._4-2«  p  +  —  +  (2r-l)» 


2r     '  2r         7  2r  '  2r  7 

dies  zeigt:  Die  Tangenten  an  die  Kurve  Q(x,  y)  —  0  im  ^-fachen 
Punkte  M  erhält  man,   wenn  man  die  entsprechenden  Tangenten 

der  Kurve  P{x,  y)  =  0  um  den  Winkel  ^  dreht.    Ähnliches  trifft 
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zu  für  einen  Punkt  von  der  Vielfachheit  2r  —  1,  jedoch  ist  die  Größe 
der  entsprechenden  Drehung  —  ri'1) 

Die  Betrachtung  der  Asymptoten  der  Kurven  P  =  0,  Q  =  0 
führt  zu  einem  ähnlichen  Satze,  wie  der  vorhergehende.  Um  ihn  zu 
beweisen,  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  die  Koeffizienten  ar  der 
gegebenen  Gleichung  als  reell  an.  Wir  erinnern  uns2),  daß  wir  die 
Gleichung  der  Kurve  nteT  Ordnung  in  der  Form  schrieben 

fnfa  y)  +  K-ifa  y)  + +  Afa  y)  +  fo  =  °, 

wo  fk(x,  y)  eine  binäre  Form  vom  Grade  Ti  in  x  und  y  ist.  Ihre 
Asymptoten  haben  die  Gleichung 

^x  +  ^Y+f  1-o, 

dx  dy  /w_1         ? 

wo  X  und  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind  und  x,  y  der  homogenen 
Gleichung  fn(x,y)  =  0  genügen3).  Um  dieses  auf  unsern  Fall  anzu- 
wenden, setzen  wir 

oder 

-^-  -  (x  +  iy)r  +(x-  iyf,     — ^-  -  (*  +  iyY  -{x-  iy)*; 


2^a 


wir  sehen  dann,  daß   die  Gleichung  einer  beliebigen  von  den  Asym- 
ptoten der  Kurve  P  =  0  sein  wird 

^fX  +  **±Y  +  P._!-  0     (unter  der  Bedingung  Pra=  0), 


1)  Vor  Walton  waren  diese  Sätze  schon  von  W.  J.  Macquor  Rankine 
bemerkt  worden  in  der  Abhandlung  On  curves  fulfilling  the  equation 

dx*       dy2 
(Proc.  R.  Soc.  London,  XIV,  1867;  Phil.  Mag.  1868). 

2)  Gregory,  Of  asymptotes  to  algebraic  curves  (Cambridge  Math.  Journ. 
IV,  1845);  Casorati,  Nuova  e  migliore  forma  delle  equazioni  degli  asintoti  di 
una  linea  piana  algebrica  (Rend.  Ist.  Lomb.  2.  Ser.  XII,  1879;  vgl.  Rendic.  Circ. 
mat.  Palermo  III,  1889,  S.  49  &.). 

3)  Um  dies  zu  verifizieren,  schreibe  man  die  Gleichung  der  Kurve  in  ho- 
mogener Form  also: 

u 

da  eine  Asymptote  nichts  anderes  ist  als  eine  Tangente  in  einem  ihrer  unend- 
lich fernen  Punkte ,  d.  h.  in  einem  Punkte ,  wofür  u  =  0 ,  fn  =  0 ,  so  wird  sie 
die  Gleichung  haben  ^~  „, 

unter  der  Bedingung  fn  =  0,  wie  auch  im  Texte  behauptet  wird. 
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oder  noch  einfacher 

na0  {0  +  iy)n~1+  {x  -  iy)n-x\  X 
+  niaQl(x  -f-  iyj1'1  —  {x  —  iy)71"1]  Y 
+  ax  {{x  +  iy)n-ljt  0  -  iy)"-1}  =  0, 

unter  der  Bedingung 

(x  +  *?/)n  -f  (#  —  iy)w  =  0 . 

Setzen  wir  x  =  q  cos  co  ;  y  =  q  sin  <o }  so  werden  diese  beiden  Re- 
lationen zu 

na0  cos  (n  —  l)co  •  X  —  wa0  sin  (w  —  l)co  •  Y  -f  at  cos  (w  —  l)co  =  0 

cos  wo  =  0; 
oder  auch 

naQ  sin  co  •  X  —  na0  cos  co  Y  -\-  ax  sin  co  =  0,       cos  wco  =  0. 
Die  zweite  von  diesen  Beziehungen  gibt  nun 

co  =  ^±^       0-Ofl,.;....,n-l), 

und  folglich  stellen  die  Gleichungen 

nan  cos         '         2  =  (nanX  4-  aA  sin  - — -' — — 

die  w  Asymptoten  der  Kurve  P  =  0  dar.  Sie  zeigen,  daß  die  Asym- 
ptoten selbst  in  einen  Pnnkt  C  l — ,  0  )  zusammenlaufen  nnd  mit 

der  ae-Achse  die  Winkel  ■£-,  -ß-,  ......  ^"n~~   )7t  bilden;  demnach 

3 n  '    2 n?  In 

bilden  zwei  aufeinanderfolgende  miteinander  den  Winkel  — .    Ähnlich 

zeigt  man,  daß  die  Asymptoten  der  Kurve  Q  =  0  auch  durch  den  Punkt 

C  gehen  und  mit  der  #-Achse  die  Winkel  0,  — ,  •  •  •  -,  bilden. 

Sie  sind  also  die  Winkelhalbierer  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Asymptoten  der  Kurve  P  =  0.  Dies  beweist,  daß  die  Wurzelkurven 
spezielle  Equilateren  von  P.  Serret  sind  (s.  Nr.  133). 

Die  Kurven  J?  =  0,  O  =  0  haben  beide  in  einem  ^-fachen  Punkte 
M,  r  Krümmungsmittelpunkte,  die  auf  einer  Geraden  liegen,  und 
wenn  dieser  Punkt  ein  vielfacher  für  beide  ist,  so  fallen  die  be- 
treffenden so  entstehenden  Geraden  zusammen.  Den  Beweis  dieser 
Sätze  wollen  wir  dem  Leser  überlassen  und  zu  anderen  Linien  über- 
gehen, als  deren  Spezialfälle  man  die  Wurzelkurven  ansehen  kann. 

162.  Es  seien  z  =  x  +  iy,  Z=  X-\-iY  zwei  komplexe  Variabein, 
die  durch  die  Gleichung 
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(worin  die  pk  beliebige  komplexe  Zahlen  sind)  miteinander  verknüpft 
sind.  Stellen  wir  diese  in  gewohnter  Weise  auf  zwei  Ebenen  it  und 
II  dar,  so  entsteht  eine  isogonale  Transformation.  Betrachten  wir  in 
der  Ebene  II  eine  beliebige  Gerade 

IeI-*»- O 

und  suchen  die  entsprechende  Kurve  in  %  auf.  Zu  dem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (6)  mit  f(z),  mit  |  die 
zu  £  konjugierte  Größe  und  mit  c  die  komplexe  Zahl  a  +  bi]  da  man 
nun  Gleichung  (7)  schreiben  kann 

,      Y—b         1  ,      (X-\-iY)  —  (a+bi) 

y  =  are  tg  ^= =  — :  are  tg  ;_.      .' — ) — —~ , 

r  °X  —  a        2i  &  (X  —  iY)  —  (a  —  bi)  ' 

so  haben  wir,  wegen  Gleichung  (6) 

l .    m—c 

y  —  —.  log  é±± 

Bezeichnen  wir  nun  mit  c1}  e2,  c3  .  .  .  .  cn  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f{s)  =  c,  d.  h.  setzen  wir 

m-c  =  (z-Cl)(2-c2) (*-cn),     ...     (8) 

so  wird  die  vorige  Gleichung 


1  ,       *  —  % 

_  »  f 

*  =  1  *■        4  =  1 

oder  schließlich 


k  =  n 


y  =y.  are  tg  ? Ì 


k  =  l 


Um   diese  Gleichung  der  transformierten  Kurve  zu  deuten,  beachten 
y  —  bk 

wir,  daß  are  tg den  Winkel  <pk  mißt,   den  die  Gerade,  welche 

x  —  ak 

den  Punkt  M(x,  y)  mit  dem  festen  Punkte  Pk(ak,  bk)  verbindet,  mit 
der  x- Achse  bildet.  Die  vorige  Gleichung  ist  demnach  äquivalent 
mit  der  folgenden  anderen 

y  =  9>i  +  %  + +  <Pn (9) 

Demnach  —  wenn  wir  mit  Laguerre  unter  der  Orientierung  eines 
Systems  von  Geraden  die  Summe  der  Winkel  verstehen,  die  diese 
mit  einer  festen  Geraden  bilden1)  —  sind  wir  zu  dem  Schlüsse  be- 
rechtigt, daß  in  der  durch  die  Gleichungen  (6)  angegebenen  isogo- 
nalen Transformation  den  Geraden  der  Ebene  n  Kurven  nter  Ord- 


1)  Vgl.  auch  G.  Humbert,  Sur  l'orientation  des  systèmes  de  droites  (Nouv. 
Ann.  Math.,  3e  Sér.,  XII,  1893). 
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nung  in  der  Ebene  entspreche«,  die  alle  den  Ort  der  Punkte  bilden, 
von  denen  n  Gerade  ausgehen,  die  durch  ebenso  viele  feste  Punkte 
gehend,  ein  System  konstanter  Orientierungen  bilden.  Die  so  erhaltenen 
Kurven  werden  nach  G.  Holzmüller1)  irreguläre  Hyperbeln  wter 
Ordnung  genannt;  in  dem  speziellen  Falle,  daß  alle  Koeffizienten 
Pi)Pz>  •  •  ->Pn  gleich  Null  sind,  sind  die  festen  Punkte  die  Ecken  eines 
regelmäßigen  Vielecks,  und  die  entsprechenden  Kurven  heißen  regu- 
läre Hyperbeln  wter  Ordnung;  der  Grund  für  diese  Bezeichnung 
liegt  darin,  daß  für  n  =  2  die  genannten  Kurven  gemeine  Hyperbeln 
zweiter  Ordnung,  gleichseitige  oder  ungleichseitige,  werden.  —  Die 
genannten  Kurven  erfreuen  sich  einer  schönen  Eigenschaft,  die  zu 
Tage  tritt,  wenn  man  beachtet,  daß  die  durch  Gleichung  (7)  dar- 
gestellte Gerade  sich  nicht  von  der  folgenden  unterscheidet: 

r-(&  +  <zSiny)=tg^ • 


X  —  (a  -f-  d  cos  y) 


wo  d  eine  ganz  beliebige  Konstante  ist;  mit  (7')  kann  man  gerade 
so  verfahren,  wie  wir  es  mit  (7)  getan  haben,  und  zu  ähnlichen 
Schlüssen  gelangen;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  daß  die 
Gleichung  f(p)  =  c  ersetzt  ist  durch  f(ß)  =  c  +  déY,  und  daher  die 
festen  Punkte  Pk  verändert  sind.  Man  sieht  also:  Die  regulären  oder 
irregulären  Hyperbeln  nt6T  Ordnung  sind  oo1  Definitionen  fähig,  ähn- 
lich der  oben  angegebenen;  infolgedessen  hat  man  oo1  Gruppen  von 
n  festen  Punkten,  die  alle  denselben  Schwerpunkt  haben;  die  ent- 
sprechenden Orientierungen  sind  alle  einander  gleich. 

Wir  betrachten  in  der  Ebene  TL  zwei  beliebige  Geraden,  die  den 
Winkel  a  bilden;  ihnen  entsprechen  in  %  zwei  Hyperbeln,  die  sich 
unter  einem  Winkel  schneiden,  der  in  jedem  Punkte  für  sie  derselbe 
ist;  folglich:  Zwei  Holzmüllersche  Hyperbeln  derselben  Ordnung,  die 
auf  dieselben  festen  Punkte  bezogen  sind,  schneiden  sich  in  allen 
gemeinschaftlichen  Punkten  unter  demselben  Winkel. 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Ebene  II  einen  Kreis  mit  dem  Zen- 
trum (a,  b)  und  dem  Radius  B  und  beachten,  daß  seine  Gleichung 

(Z-c)(Z-c)  =  R2, 

so  sehen  wir,  daß  er  sich  in  die  Kurve  verwandelt 

oder  wegen  Gleichung  (8) 


n 

Ä  =  l 


II(*-cà(*-ct)  =  IP; (10) 


1)  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  (Leipzig,  1882) 
S.  170  u.  203. 
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nun  bedeutet  (0  —  ck)  (s  —  ck)  das  Quadrat  des  Abstandes  dk  des 
Punktes  M(x,  y)  von  dem  Punkte  Pk(ak,  bk);  daher  ist  diese  Gleichung 
äquivalent  mit  der  anderen 

d1  ■  d2  ■  d3 dn  =  B. 

Folglich:  Bei  der  durch  die  Gleichung  (6)  definierten  isogonalen  Trans- 
formation entsprechen  den  Kreisen  in  der  Ebene  n  Kurven  von  der 
Ordnung  2n  in  der  Ebene  jz;  jede  derselben  ist  der  Ort  der  Punkte, 
deren  Abstände  von  n  festen  Punkten  ein  konstantes  Produkt  ergeben. 

Für  n  =  2  sind  diese  Kurven  Cassinische  Ovale  (Nr.  90)  oder  im 
speziellen  Bernoullische  Lemniskaten  (Nr.  93);  im  allgemeinen  werden 
sie  nach  Holzmüller  Lemniskaten  höherer  Ordnung  genannt, 
reguläre,  wenn  p1  =  p2  =  •  •  •  pn  =  0,  irreguläre  im  allgemeinsten 
Falle1)  und  nach  F.  Lucas  Aquipotentialkurven2);  die  regulären 
wurden  in  älterer  Zeit  von  W.  Roberts  Cassinoiden  mit  n  Brenn- 
punkten genannt3).  Es  ist  klar,  daß  die  jetzt  erhaltenen  allgemeinen 
Lemniskaten  die  orthogonalen  Trajektorien  der  vorhin  definierten 
Hyperbeln  sind4). 

Wenn  wir,    statt    von   Gleichung  (6)    auszugehen,   die    folgende 
Gleichung  .. . 

F(z) 

als  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  genommen  hätten  (wo  f 
und  F  zwei  Polynome  von  z,  die  zueinander  prim  sind  und  vom 
Grade  m  und  n),  so  würden  wir  zu  zwei  neuen  Klassen  von  Kurven 
gelangen,  die  statt  durch  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  durch  die 
analogen  Gleichungen 

((pi  +  9P2  H h  q>m)  —  (tpi  +  <p's  H +  (pn)  =  7, 

d{    d'^....d'm 


d'{.ä'i....d"n 


R 


1)  S.  172  und  204  des  eben  angeführten  Werkes. 

2)  S.  die  Note  Determination  electrique  des  racines  reelles  et  imaginaires  de 
la  dérivée  d'un  polynome  quelconque  (C.  R.  CVI,  1888);  wo  eine  elektrische  Me- 
thode angegeben  ist,  diese  Kurve  zu  zeichnen. 

3)  Note  sur  la  rectification  de  la  cassino'ide  à  n  foyers  (Liouvilles  Journ. 
Xin,  1848),  daselbst  sind  die  Kurven  durch  die  Polargleichung  dargestellt: 
Q2n  —  2anQn  cos  nco  -\-  o?n  =  b2n,  die  sich  recht  gut  zur  Diskussion  der  Kurve 
eignet;  z.  B.  läßt  sie  erkennen,  daß,  wenn  man  b  variieren  läßt,  man  00 1  Kurven 
erhält,  deren  Wendepunkte  auf  einer  Sinusspirale  (vgl.  Nr.  171)  liegen,  die  durch 
die  Gleichung  qn  -f-  (n  —  \)an  cos  nca  =  0  dargestellt  wird. 

4)  Auf  Kurven  dieser  Art  kommt  man  offenbar  auch,  wenn  man  die  Örter 
der  Punkte  einer  Ebene  sucht,  in  denen  das  Polynom  zn  -\-  pxzn~x  -(-•■••  -j-  pn 
ein  gegebenes  Argument,  oder  einen  gegebenen  Modul  hat;  sie  sind  die 
courbes  d'égale  module  und  die  courbes  d'égal  argument  von  H.  Lau- 
rent (Thèse  d'analyse  sur  la  continuité  des  fonctions  imaginaires  et  des  séries  en 
particulier,  Metz  1865). 
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charakterisiert  werden,  für  die  G.  Holzmüller  ebenfalls  die  Namen 
Hyperbeln  und  Lemniskaten  anwandte.  Sie  waren  schon  früher  von 
G.  Darboux  untersucht  worden1),  der  einige  schöne  Eigenschaften  der- 
selben auffand;  ferner  hatte  sich  noch  früher  A.  Genocchi2)  mit  dem 
Falle  beschäftigt,  in  welchem  die  festen  Pankte  die  Ecken  zweier 
regelmäßiger  konzentrischer  Polygone  von  derselben  Seitenzahl  sind, 
indem  er  eine  Art  der  Transformation  der  Figuren  anwandte,  die  von 
W.  Roberts  im  Jahre  1842  erdacht  wurde. 

163.  Zu  den  in  der  vorigen  Nr.  untersuchten  Kurven  kann 
man  auch  gelangen  und  ist  man  auch  tatsächlich  gelangt,  ohne  auf 
die  Theorie  der  isogonalen  Transformationen  zurückzugehen,  wenn 
man  als  Ausgangspunkt  eine  der  Eigenschaften  nimmt,  deren  sich, 
wie  wir  sahen,  die  regulären  bezw.  irregulären  Hyperbeln  erfreuen; 
da  diese  Methode  zu  neuen  Resultaten  geführt  hat,  so  können  wir 
nicht  umhin,  hier  darauf  hinzuweisen. 

In  einer  Ebene  seien  n  feste  Punkte  P17  P2,  .  .  .  .,  Pn  gegeben; 
es  gibt  dann  in  derselben  Ebene  unzählig  viele  Punkte  M  derart, 
daß  die  n  Geraden  MP1}  MP2,  .  .  .,  MPn  ein  System  von  gegebener 
Orientierung  liefern;  der  Ort  derselben  ist  eine  Kurve  nt6T  Ordnung, 
die  F.  Lucas3)  Stello ide  nten  Grades  genannt  hat.  Wir  wollen  sie 
kurz  mit  Sn  bezeichnen  und  die  festen  Punkte  derselben  die  Angel- 
punkte (pivot s)  nennen.  Für  n  =  1  reduziert  sich  die  Sn  auf  eine 
Gerade,  die  von  dem  einzigen  Angelpunkte  ausgeht.  Aber  auch,  wenn 
w>l,  geht  die  Sn  durch  ihre  Angelpunkte;  nämlich  durch  den 
Punkt  Pk  können  wir  immer  eine  Gerade  ziehen,  die  mit  den  Geraden 

Pkpi, >  Pkpk-i>  P'hpk+it »  Pkpn  ein  System  von  n  Ge- 
raden, das  die  gegebene  Orientierung  hat,  bildet.  Um  die  Gleichung 
von  Sn  zu  finden,  bezeichnen  wir  mit  ak,  bk  die  Koordinaten  von  Pk 
und  mit  x,  y  die  von  M.  Setzen  wir  dann  ck  =  ak  +  ibk,  z  =  x  -+-  iy, 
so  wird  der  Winkel  der  Geraden  MAk  mit  Ox  sein  =  arg  (z  —  ak). 
Daher  wird  wegen  der  Bedingungen  des  Problems 


J^arg  (z  -  ak)  = 

=  c 

A-  =  l 

sein,  oder 

Ä  =  n 

arg/I(z  -  ak)  = 

=  c. 

i  =  l 

Setzt  man  daher 

1)  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  des  surfaces  algébriques  (Paris, 
1873)  S.  66—75. 

2)  Intorno  alla  rettificazione  e  alle  proprietà  delle  caustiche  secondarie  (Ann. 
di  Mat.  VI,  1864). 

3)  Geometrie  des  polynómes  (Journ.  Éc.  polyt.  XL  VI.  Heft,  1879).  Die  Haupt- 
eigenschai'ten  der  Stelloiden  finden  sich  dargestellt  in  der  Abhandlung  von 
G.  Fouret,   Sur  quelques  propriétés  géometriques  des  stelloides  (C.  R.  CVI,  1888). 
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f(g)  =  (z-  c±)(e  -  c2)  .  .  .  .  (e  -  cn)  =  P{x,  y)  +  iQ(x,  y), 
so  wird  die  vorige  Gleichung 

welche  beweist ,  daß  Sn  eine  Kurve  nteT  Ordnung  ist;  schreibt  man 
dagegen 

y(ffl>+^  m     e+i 

=  c,       oder       JàJr  =  —J-v,    .     .     .     (12) 

^(m-m  m    —  ' 

so  erkennt  man,  daß  die  Stelloiden  nicht  verschieden  sind  von  den 
Holzmüll  ersehen  Hyperbeln. 

Aus  Gleichung  (11)  geht  hervor:  Damit  eine  Kurve  eine  Stelloide 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  ihre  Gleichung  sich  auf  die 
Form  bringen  lasse 

aP(x,y)  +  bQ(x,y)  =  0, 

wo  a  und  b  Konstanten,  P  und  Q  ganze  Funktionen  von  x,  y  sind, 
derart,  daß  dP=dQ_         ^,i£  =  0 

dx        dy  7        dy        dx 

Daraus  läßt  sich  ein  bemerkenswerter  Satz  ableiten.  Die  Gleichung 
der  ersten  Polare  eines  unendlich  fernen  Punktes  in  bezug  auf  die 
Kurve    aP(xf  y)  -\-  b  Q(x,  y)  =  0    hat    eine    Gleichung   von   folgender 

oder  auch  infolge  der  vorhergehenden  Gleichungen 

weil  nun  ^i^  =  0 

so  sieht  man,  daß 

d   U  dP  dP\  _    d  (     t  dP    ,      _aP\ 

da;  Vè  da;  +1?  8yj       dy  l      §  dy   ~r  ^  8«/  ' 
3   /tdP    .       dP\    .     8    /     tdP    .       dP\       n 

und  daher  kann  man  sagen:  Die  ersten  Polaren  der  Punkte  der  un- 
endlich fernen  Geraden  in  bezug  auf  eine  Stelloide  nten  Grades  sind 
Stelloiden  {n  —  l)ten  Grades. 

Um  eine  andere  Eigenschaft  der  Stelloiden  darzustellen,  stellen 
wir,  wie  es  Darboux  getan,  einen  beliebigen  Punkt  M  durch  zwei 
komplexe  Zahlen  dar,  die  konjugiert  sind  oder  nicht,  jenachdem  M 
reell    oder   imiginär   ist    (sog.  imaginäre    symmetrische  Koordi- 
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naten);  wir  bezeichnen  dann  als  Gegenpaar  des  Punktepaares  Ph,  Pk 
die  beiden  Punkte,  welche  das  dritte  Paar  von  Gegenecken  des  voll- 
ständigen Vierseits  sind,  das  entsteht,  wenn  man  von  Ph  und  Pk  aus 
die  beiden  Kreispunkte  projiziert.  Weil  nun  ch  und  ch  die  imaginären 
symmetrischen  Koordinaten  von  Ph  sind  und  ck,  ck  die  von  Pk,  so 
werden  ch}  ck  und  ch,  ck  die  der  Punkte  Q'hkf  Q'h\  sein,  die  das  Gegen- 
paar von  Ph,  Pk  sind.  Da  nun  die  Gleichung  (12)  in  ausführlicher 
Weise  folgendermaßen  geschrieben  wird: 

(x  -j-  iy  —  cx){x  +  jy  —  ct) (x  -f  iy  —  cn)  =  c  -f  i  ,-„,* 

(x  —  iy  —  c,)(x  —  iy  —  c2) (x  —  iy  —  cn)       c  —  iJ        '     ^      ' 

so  ist  klar,  daß  sie  befriedigt  wird,  wenn  man  setzt: 
sowohl  x  -+-  iy  =  ck,  x  —  iy  =  ck, 

als  auch  x  -j-  iy  =  ch ,  x  —  iy  =  ch. 

Sie  wird  daher  sowohl  durch  die  Koordinaten  der  Angelpunkte  als 
auch  durch  die  Koordinaten  der  Punkte  der  — ^— ^ — -  Paare  von  Gegen- 
p unkten  befriedigt  (Gegenpunkte  in  bezug  auf  die  von  den  Angel- 
punkten selbst  gebildeten  Paare).    Im  ganzen  gibt  esn-{-2  *^—x —  =  n2 

Punkte,  die  allen  den  oo1  durch  (12)  dargestellten  Kurven,  wenn  man 
c  variiert,  gemeinsam  sind.  Diese  Gleichung  (12)  stellt  daher  ein 
Büschel  von  Stellenden  dar;  welches  die  Grundpunkte  desselben  sind, 
ergibt  sich  aus  dem  Vorhergehenden.  Z.  B.  bilden  alle  ersten  Po- 
laren der  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  in  bezug  auf  eine 
beliebige  Stelloide  ein  solches  Büschel. 

Weitere  Eigenschaften  der  Stelloiden  entspringen  leicht  aas 
der  Polargleichung,  die  wir  nun  aufstellen  wollen.  Zu  dem  Zwecke 
setzen  wir 

f{s)=P«zn+PxZn-XjrP2Sn-*  +  ----Pn-i2+Pn,     wo  i>0  =  1  ;     (13) 
ferner        e  =  q  ei(",       pk  =  gké*k       (k  =  0, 1, . . . .  n) ,     c  =  tg  y  ; 
dann  wird  g0  =  1     und     y0  =  0  ; 

daher  ist  *=« 

?(p,  V)  =  jEi9kQn ' k  cos  (n  +n  —  k-G>), 

A=-  n 

Q(x,  y)  =^,9kQn~k  sin  (n  +  n  -  k  • <°)  ; 

*  =  0 

demnach  wird  Gleichung  (11)  zu 

, gkQn~k  cos  (y  -f-  yk  +  n  —  ~k . ra)  =  0 .      .     .     .     (14) 


2 


Dies  ist  die  Polargleichung  der  Kurve.     Wir  werden  daraus  sogleich 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  29 
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eine  Folgerung  ziehen.  Durch  den  Pol  ziehen  wir  eine  beliebige 
Gerade,  die  mit  der  Polarachse  den  Winkel  a  bildet;  ^{a)  sei  das  Pro- 
dukt der  Radien vektoren  der  n  Punkte,  in  denen  sie  die  Stelloide 
schneidet.     Offenbar  ist  dann 

K   '         v  '  ^ n cos  (y-j- na) 

Ähnlich  ist,  welches  auch  die  beliebige  ganze  Zahl  r  sein  möge, 

&(„jL,rJ?\  =  r-  iy.„      cos (y  +  y»)     =  r-  i>«      cos (y  +  r„)    . 

\  *»/        V         ;  ^»cosfr  -|-»a  +  r»)         ^         ;  ^n  (—  l^cos  y  -f  «a)  ' 

aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Relationen  ergibt  sich,  daß 

*(«  +  7r)-(-l)-*M. 

Bedenkt  man  nun,  das  der  Pol  des  Systems,  auf  das  wir  die  Kurve 
bezogen  haben,  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  ist,  so  erkennt  man, 
daß   wir  zu  folgendem  Resultate  gelangt  sind:   Schneidet  man  eine 

Stelloide  nten  Grades  mit  einem  Winkel  von  der  Größe  —  (r  eine 

n    v 

ganze  Zahl),  so  ist  das  Produkt  der  Abstände  des  Scheitelpunktes 
von  den  Schnittpunkten  des  einen  Schenkels  immer  gleich  dem  ab- 
soluten Werte  des  analogen  Produktes  bei  dem  andern  Schenkel  und 
unterscheidet  sich  auch  nicht  durch  das  Vorzeichen,  wenn  r  gerade  ist. 

Oft  ist  es  angebracht,  als  Pol  den  Schwerpunkt  der  Angelpunkte  zu 
nehmen;  Fouret  nennt  diesen  Punkt  point  de  rayonnement  (Aus- 
strahlungspunkt).     In  einem  solchen  Falle  ist  offenbar 

Ci  +  c2-f-----  +  cÄ  =  0,      pt  =  0,      g1  =  0. 

Nun  entsprechen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  (14)  solchen 
Werten  von  co,  daß 

na  +  y  —  (2r  +  1)|; 

machen  wir  r  =  0,  1, 2, ,n  —  1,  so  haben  wir  n  verschiedene  Werte 

von  a,  welche  die  Richtungen  bestimmen,  in  denen  sich  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Stelloide  befinden.  Gibt  man  nun  dem  co 
einen  dieser  Werte,  so  wird  die  Gleichung  (14)  in  q  vom  Grade  n  —  2 
sein,  womit  gezeigt  ist,  daß  die  durch  den  Pol  in  dieser  Richtung 
gezogenen  Geraden  jede  zwei  Schnitte  mit  der  Kurve  im  Unendlichen 
haben,  weshalb  sie  Asymptoten  der  Kurve  sind.  Folglich:  Eine  Stel- 
loide ntei  Ordnung  besitzt  n  reelle  Asymptoten,  die  durch  den  Schwer- 
punkt der  Angelpunkte  gehen  und  eine  n-strahlige  Windrose  bilden, 
die  zugleich  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  die  erste  Polarkurve 
des  Ausstrahlungspunktes  in  bezug  auf  die  Stelloide  nteT  Ordnung 
bildet1). 


1)  Vgl.  auch  Briot  et  Bouquet,    Tratte  des  fonctions  elliptiques  (IL  Aufl. 
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Dies  sind  etwa  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  der  Stelloiden. 
Ebenso  wie  sie  haben  auch  in  der  geometrischen  Darstellung  kom- 
plexer Zahlen  ihren  Ursprung  diejenigen,  welche   aus  dem  Polynome 

f(z)  =  P{x,y)  +  iQ(oc,y) 

entspringen,  wenn  man  mit  P.  Lucas 

Xp*+o*y    =  const->     oder  ~dp ^§  =  const' 

setzt;  sie  werden  beziehungsweise  isodynamische  Linien  und  ha- 
lysische  Linien  (Irrlinien)  genannt1). 

Ähnlichen  Ursprung  haben  die  Linien,  deren  allgemeine  Gleichung 

JL  A  x  J_ 

lautet,  wobei  ß  reell  ist,  und  z,  z  sowie  A,  Ä  komplex -konjugierte 
Größen  sind;  ihrer  Ordnung  gemäß  heißen  sie  Kardioiden  vom 
Grade  2w2);  die  Bedeutung,  die  sie  bisher  in  der  Geometrie  erlangt 
haben,  ist  nicht  derart,  daß  wir  uns  veranlaßt  sehen  sollten,  hier  mehr 
als  ihre  Definition  zu  geben. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Kurven  von  der  Ordnung  3w,  die 
man  aus  den  zirkulären  Kurven  dritter  Ordnung  durch  eine  isogonale 
Transformation  vom  Typus  w  =  cp(z)  erhält,  wo  q>  ein  Polynom  vom 
Grade  n  in  z  ist,  zu  analytischen  Zwecken  von  N.  Perry  untersucht 
wurden  3). 

164.  Wir  schließen  dieses  Kapitel,  indem  wir  noch  auf  einen 
anderen  Weg  hinweisen,  der  auf  der  geometrischen  Darstellung  der 
komplexen  Zahlen  fußend  zu  neuen  Kurven  führt.  Da  der  Kreis  eine 
rationale  Kurve  ist,  so  kann  man  eine  eindeutige  Korrespondenz  zwischen 
seinen  Punkten  und  denen  einer  Kurve  vom  Geschlechte  0  aufstellen. 
Dem  Kreise  können  wir  den  Radius  1  geben,  und  dann  kann  man  sagen, 
daß  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer  rationalen  Kurve 
sich  als  rationale  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen  t  mit  dem 


Paris   1875)   S.  226;  P.  F.  L aurin,  Sur  la  transformation  isogonale  définie  par 
une  fonction  rationelle  (Diss.  Lund,  1887)  S.  89. 

1)  F.  Lucas,  Généralisation  du  théorème  de  Eolie  (C.  R.  CVI,  1888);  und 
Statique  des  polynómes  (Bull.  Soc.  math.  France  XVII,  1889);  H.  Brocard  (Notes 
de  bibliographie  des  courbes  géométriques ,  Partie  complémentaire  1899)  hat  be- 
merkt, daß  die  erste  Idee  dieser  Kurven  Duhamel  zukommt  und  auf  das  Jahr 
1862  zurückgeht.  8 

2)  J.  Goettler,  Conforme  Abbildung  eines  von  concentrischen  gleichseitigen 
Hyperbeln  oder  gewissen  Kurven  n*er  Ordnung  begrenzten  FlächenstüeJces  auf  dem 
Einheitskreis  (Diss.  München,  1897). 

3)  Das  Problem  der  conformen  Abbildung  für  eine  spezielle  Kurve  von  der 
Ordnung  3n  (Dissert.  München,  1901). 

29* 
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Modulus  1  ausdrücken  lassen.  Diese  Betrachtung  wurde  von  F.  Morley x) 
vorgeschlagen  und  bedeutend  erweitert,  indem  er  sich  im  speziellen  mit 
den  Enveloppen  z/2"-2  befaßte,  die,  von  der  Klasse  2n  —  1  und  der 
Ordnung  2n,  gebildet  werden  durch  Geraden  von  folgender  Gleichung 
bei  Variation  des  Parameters  t: 

+  (-i)w(v-^+1-Wn-2)' 

wo  im  allgemeinen  sÄ  und  s2n_t_k  konjugiert  imaginäre  Größen  sind. 
Diese  Kurven  sind  rational  (jp  =  0);  mit  Rücksicht  auf  ihre  Ordnung 
und  Klasse  ergibt  sich  aus  den  Plückerschen  Formeln  daß  sie  2n  —  1 
Spitzen,  (2n  —  1)  (n  —  2)  Doppelpunkte,  2(n  —  2)  Wendepunkte  und 
2n2 — In — 7  Doppeltangenten  haben.  In  dieser  Kurvenkategorie 
findet  sich  eine  wohlbekannte,  nämlich  die  dreispitzige  Hypozykloide, 
die  Morley  „Deltoid"  nennt,  und  die  man  erhält,  wenn  n  =  2.  Alle 
diese  Kurven  besitzen  höchst  elegante  Eigenschaften,  die  analog  denen 
sind,  die  bei  der  dreispitzigen  Hypozykloide  sehr  bekannt  sind.  Als 
Beispiel  führen  wir  folgende  an:  „Die  2n  —  1  Spitzentangenten  einer 
A2n~x  berühren  eine  z/2"-3.  Im  Spezialfall  w  =  3  erhält  man  eine 
spezielle  Kurve  5ter  Ordnung  6ter  Klasse,  die  schon  von  W.  K.  Clifford2) 
betrachtet  und  gezeichnet  wurde,  und  neuerdings  von  Grund  aus  mit 
Hilfe  der  Vektoranalysis  von  R.  P.  Steffens3)  untersucht  worden  ist, 
der  vorschlug,  sie  „Pentadelt oid"  zu  nennen,  und  sehr  schöne  Eigen- 
schaften an  ihr  auffand,  die  größtenteils  auch  für  alle  hier  betrach- 
teten Enveloppen  bestehen. 

Indem  er  dieselben  Betrachtungen  weiter  verfolgte,  wurde 
F.  Morley4)  zu  einer  anderen  Klasse  rationaler  Enveloppen  geführt, 
die  er  Cyklogene  nannte;  es  sind  die  Enveloppen  der  Geraden,  die 
durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden 

a  +  ät  =0, 

a  +  2r}t  +  a£2=0, 

a  +  bt  +  bt2+ät3=0, 

a  +  bt-{-  2rjt2  +  bts  +  ät*=  0, 


wo  rj  eine  reelle  Größe  bedeutet,  während  a  und  ä,  h  und  b  konjugiert 
imaginäre  Größen  sind.  Nennen  wir  n  die  Klasse  und  m  den  Aspekt 
der  Kurve,  d.  i.  die  Zahl  der  Tangenten  einer  bestimmten  Richtung, 
so  bezeichnet  Morley  die  in  Frage  stehende  Kurve  mit  C*  und  be- 

1)  On  the  metric  geometry  of  the  plane  n-line  (Trans.   Amer.  Math.  Soc.  I, 
1900)  sowie  Orthocentric  properties  of  the  plan  n-line  (Das.  IV,  1903). 

2)  Mathein.  Paperi  (London,  1882)  S.  614—17. 

3)  On  the  pentadeltoid  (Trans.  Amer.  math.  Soc.  VIT,  1906). 

4)  On  reflexive  geometry  (Trans.  Amer.  Math.  Soc.  VIII,  1907). 
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merkt,  daß  unter  innen  sich  einige  schon  bekannte  Kurven  befinden, 
nämlich:  C\  der  Punkt,  C\  der  Kreis,  C\  das  Deltoid  oder  die  drei- 
spitzige Hypozykloide,  C\  die  Kardioide;  alsdann  führt  er  die  Namen 
Parastroide  und  Paranephroide  ein,  um  die  Kurven  G\  und  C\  zu 
bezeichnen.  Besonders  bemerkenswert  sind  die  von  ihm  Ennakar- 
dioiden  genannten  und  mit  dem  Symbol  Gn  bezeichneten  Linien. 
Diese  Kurven1)  sind  von  der  wten  Klasse  und  von  der  Ordnung  2(m  —  1); 
für  alle  diese  sind  die  Kreispunkte   singulär  und  zwar  so,  daß  jeder 

von  diesen  äquivalent  mit  n  —  2  Spitzen  und  — -^ Knoten  ist. 

Jede    besitzt    außerdem    in    endlicher   Entfernung   n  —  2  Spitzen  und 

(n  —  2)(n  —  3)  Knoten, ^ Doppeltangenten,    aber   keinen 

Wendepunkt.  Sie  lassen  sich  mit  Hilfe  zweier  passend  gewählter 
algebraischer  Hypozykloiden  zeichnen. 


Sechzehntes  Kapitel. 

Allgemeines  über  die  Untersuchung 

derjenigen   algebraischen   Kurven,   deren   Rektifikation   von  vorher 

bestimmten  Funktionen  abhängt. 

165.  Liegt  eine  Kurve  als  gegeben  vor,  so  lehrt  uns  die  Integral- 
rechnung die  Natur  der  Funktion  kennen,  die  man  anzuwenden  hat, 
um  deren  Rektifikation  auszuführen.  Erheblich  schwieriger  ist  die  um- 
gekehrte Aufgabe,  nämlich  die  Auffindung  aller  algebraischen  Kurven, 
deren  Rektifikation  vermittelst  a  priori  bekannter  Funktionen  aus- 
geführt werden  kann,  oder,  wenn  man  so  sagen  will,  vermittelst  Bogen 
von  gegebenen  Kurven2).  Eben  diesem  allgemeinen  Probleme  hat  Euler 
viele  Zeit  und  Mühe  gewidmet3),  indem  er  es  zunächst  auf  eine  Frage 
der  unbestimmten  algebraischen  Analysis  zurückführte,  und  dann  mit 
jener  wunderbaren  Virtuosität  in   der  Rechnung  behandelte,   die  nur 


1)  Edward  C.  Philips,   On  the  pentacurdioid  (Diss.  Baltimore,  1909)   S.  9. 

2)  Unter  diesem  Gesichtspunkte  wurde  die  in  Rede  stehende  Frage  durch 
J.  Hermann  (Acta  erudit.  1723)  und  Johann  Bernoulli  (Id.  1724  oder  Opera 
II  S.  528)  untersucht.  Über  diese,  wie  auch  über  ältere  und  neuere  Arbeiten 
derselben  Richtung  gibt  zahlreiche  Nachrichten,  nebst  selbständigen  Zusätzen, 
die  inhaltsreiche  Abhandlung  von  Allégret,  Memoire  sur  la  représentation  des 
transcendantes  par  des  arcs  de  eourbes  (Ann.  Ec.  norm,  sup.,  2e  Sér.,  II,  1873). 

3)  Man  sehe  die  drei  Abhandlungen:  De  innumeris  curvis  algebraicis,  qua- 
rum  longitudinem  per  arcus  parabolicos  metiri  licet  (Nova  Acta  Petrop.  V,  1789, 
vorgelegt  am  3.  Juni  1776);  De  binis  curvis  algebraicis  eadem  rectificatione  gau- 
dentibus  (Mém.  Acad.  St.  Pétersbourg,  XI,  1830,  vorgelegt  am  20.  Aug.  1781);  De 
lineis  curvis  quarum  rectificatio  per  datam  qiiadraturam  mensuratur  (Leonhardi 
Euleri   opera  postuma  mathematica  et  physica,  I,  Petropoli  1862,  S.  439  u.  452). 
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vergleichbar  ist  mit  ähnlichen  Vermächtnissen,  wie  sie  uns  Diophant 
in  zahlentheoretischen  Untersuchungen  hinterlassen  hat. 

Das  Eulersche  Problem  kann  man  so  ausdrücken:  „Gregeben  eine 
Funktion  V  einer  Yariabelen  vy  zwei  andere  Funktionen  x(v)  und  y(v) 
aufzufinden,  derart,  daß  identisch 

Ydx2  +  dy*  =  V-dv." (1) 

Eine  Lösung  (oder  wenn  man  will  eine  Umgestaltung)  des  Problems 
erhält  man,  indem  man,  wenn  U  eine  beliebige  Funktion  von  u,  und 
A,  B  Konstanten  sind,  welche  die  Gleichung  (1)  identisch  befriedigen, 
alsdann  setzt 

dx=V^i±Ldv,      dy=V^ß^£dvi    •     •     •     (2) 

somit  ist  die  ganze  Sache  darauf  zurückgeführt,  jene  so  zu  wählen, 
daß  die  beiden  Integrationen 


J     Va  +  b     '     J     Va 


dv 


Ya  +  b     ?     J     Y^  +  b 

ausführbar  sind,  und  daß  die  resultierende  parametische  Darstellung 
x  =  x(v),  y  =  y(v)  einer  algebraischen  Kurve  angehöre.  —  Eine 
ähnliche  Reduktion  bekommt  man,  wenn  man  berücksichtigt,  daß 
Gleichung  (1)  durch  folgende  beiden  vertreten  werden  kann: 

dx  =  Vcos<p-dv ,       dy  =  V  sin  (p-dv,    ....     (3) 

womit  die  Frage  zurückgeführt  ist  auf  die  Aufsuchung  der  Funktion 
<p  =  (p(v),  für  welche  die  Gleichungen 

x  =CV cos cp-dv ,       y  =  fV sin  (p-dv 

eine  algebraische  Kurve  darstellen.  —  In  dem  Spezialfälle,  daß 
F=]/P2+  Q2,  wo  P  und  Q  Funktionen  von  v  sind,  kann  Gl.  (1) 
ersetzt  werden  sowohl  durch 


dx       PYA+  U-QYB—U       dy       P\ 'B  —  U -f  Qy 'A  +  ü 
als  auch  durch 


(4) 


^  =  Psing)  +  Qcoscp,         ^|  =  P cos 9-  Qsincp,       .     (5) 

wo  A,  B,  V,  cp  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin.  Somit  kann 
die  Umgestaltung  des  ursprünglichen  Problems  auf  zwei  andere  den 
vorigen  ähnliche  Arten  vor  sich  gehen.  Wenngleich  diese  Betrach- 
tungen noch  nicht  zur  allgemeinen  Lösung  des  aufgestellten  Problems 
führen,  so  können  sie  dennoch  in  besonderen  Fällen  zu  bemerkenswerten 
Resultaten  führen;   die  folgenden  Anwendungen  mögen  dieses  zeigen. 
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166.    a)  Kurven,  die  durch  Parabelbogen  rektifizierbar  sind1).  In 

diesem  Falle  kann  man  V  =  ]/l  +  v2,  d.  h.  P  =  1;   Q  =  v  setzen;  die 
Gleichungen  (6)  werden  dann 

dx  _YA+  U—vYB—  U  dy_yji—  U+  v]/ä  +  U  # 

Euler  setzt  U  =  Yv  und  erhält  algebraische  Kurven.     Bei  derselben 
Annahme  geben  die  Gleichungen  (5) 

-£  =  sin  9>J+  v  cos  cp ,       ^|  =  cos  cp  -  v  sin  cp  • 

setzt  man  nun  v  =  sin  &  und  nimmt  an,  daß  cp  =  kfr  -\-  a,  wo  &  eine 

rationale  Zahl  ist,  so  erhält  man  integrierbare  Formeln,  die  ebenfalls 

zu  algebraischen  Kurven  führen.     Ein  drittes  und  besseres  Verfahren 

gründet  sich  auf  die  Betrachtung  des  Bogendifferenzials  einer  Parabel, 

dzV ' zt  -4-  a2 
das  in  der  Form  — - — — —  geschrieben  wird,  wo  z  die  unabhängige 

Variabele  ist.     Setzt  man  dann 


dx  =  - — - — cos  cp- dz,       dy  =  L — smcp-dz, 

so   ist   die  Frage  darauf  zurückgeführt,   cp  =  cp(z)  so  zu  wählen, 

x  und  y  in  endlichen  Ausdrücken  erhalten  werden.     Euler  setzt  zu 

dem  Zwecke 

y  =  atgcp,       cp  =  nft , 

und  erhält  infolgedessen 

-,             cosn&dQ'  lr,           -,             sin n&d&   7„  ,e^. 

ax  =  a ^ — aft ,      di/  =  a ^ — dtf.       .     .     (o) 

cos3-^  '  J  cos3^  v  ' 

Um  die  Integrierbarkeit  dieser  Ausdrücke  beurteilen  zu  können, 
setzen  wir  mit  Euler 

,  N  /^cos  nfr-dfr       ,,  n        /'sin  n&-d& 

*W  =V— c^s^—  >  »W  "V/       cos3fr       ? 

durch  teilweises  Integrieren  findet  man 

,   v             2      sin  (w  —  1)  ^        n-\-\      ,  ox 

cp  (w)  = =  — - — »^ -^.  cp(n  —  2), 

,  t  \  2      cos  (w  —  1)0-    ,    n  +  1  ,  ,         cy\ 

ib (n)  = — -  ._  ;    H —zmn  —  2) . 

^K  J  n — 1        cos2**  n  —  ò     v  J 

Demnach  ist  die  Integration  ausführbar  für  einen  gewissen  Wert  f» 
von  n,  und  wird  es  auch  sein  für  alle  Werte  in  der  Form  n  +  2ß; 
sie  ist  aber  ausführbar  für  n  =  1  ;  daher  ist  sie  es  auch  für  jedes  un- 


1)  Außer  den  drei  vorigen  Eulerschen  Abhandlungen  s.  auch  die  mit  dem 
Titel  De  infinitis  curvis  algebraicis,  quarum  longitudo  arcui  parabolico  aequatur 
(Mém.  Acad.  St.  Pe'tersbourg,  XI,  1830;  vorgelegt  am  20.  Aug.  1781). 
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gerade  n.     Direkter  erhält  man  dieses  Resultat,   wenn  man  beachtet, 
daß  aus  den  obigen  Werten  dx  und  dy  sich  ergibt 

a  J     cos3*        J/e^  +  e-^Y         J  (e2"  +  i)»' 

setzt  man  dann  e1'*  =  t,  so  wird 


as 


±•2  =  -  8*/(l  +  t^-Hn+i-dt- 


nun  versichert  uns  die  bekannte  Theorie  der  binomischen  Differentiale, 
daß  diese  Integrierung  ausführbar  ist,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Wir  schließen  daher:  Welchen  Wert  auch  die  positive,  ungerade 
Zahl  n  haben  mag  (als  positiv  kann  man  n  offenbar  immer  annehmen), 
die  Gleichungen  (6)  führen  zu  einer  algebraischen  Kurve,  deren  Bogen 
durch  Parabelbogen  ausgedrückt  werden  kann. 

b)  Kurven,  die  durch  Kreisbogen  rektifizierbar  sind.  Die  An- 
wendung des  oben  dargelegten  Verfahrens  zur  Bestimmung  derjenigen 
Kurven,  die  durch  Kreisbogen  rektifiziert  werden  können,  ergab  ver- 
schiedentlich als  Resultat  nur  den  Kreis  selbst,  und  daher  wurde 
Euler  veranlaßt,  den  Satz  als  wahrscheinlich  auszusprechen:  „Außer 
dem  Kreise  gibt  es  keine  algebraische  Kurve,  von  der  ein  beliebiger 
Bogen  sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  läßt".1)  Erneute  Versuche 
und  die  Anwendung  der  Polarkoordinaten  führten  ihn  jedoch  zu  einer 
neuen  Kurve,  die  von  dieser  Beschaffenheit  ist  und  ihn  von  der  im 
obigen  Satze  ausgesprochenen  Meinung  abstehen  ließ.2) 

Das  Verfahren  des  großen  Geometers  war  folgendes:  Wenn  o  und  co 

die  Polarkoordinaten  einer  Kurve  mit  der  beschriebenen  Eigenschaft 

sind,  so  muß  r  , 

JydQ>+Q*da>*=q> 

sein,  wobei  cjp  einen  Kreisbogen  bedeutet;  daher  ist  umgekehrt 


co 


_fl& 


9 

erforderlich  ist  nun,  zwischen  q  und  qp  eine  Beziehung  aufzustellen, 
derart,  daß  diese  Integration  ausführbar  werde.     Euler  setzt 

1)  S.  die  erste  und  dritte  der  in  Note  3  (S.  453)  zitierten  Abhandlungen, 
sowie  die  in  Note  1  des  folgenden  Kap.  (S.  459)  angeführten;  außerdem  einen 
Brief  Eulers  an  Lagrange  vom  23.  März  1775  in  L.  Euleri  Opera  postuma  I, 
S.  588.  An  jeder  dieser  Stellen  spricht  Euler  noch  den  anderen  hypothetischen 
Satz  aus:  „Es  gibt  keine  Kurve,  deren  allgemeiner  Bogen  gleich  dem  Loga- 
rithmus einer  beliebigen  Funktion  ist."  Ob  die  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit 
dieses  Satzes  erwiesen,  ist  uns  unbekannt  (vgl.  Interni édiair e  VII,  1900,  S.  194, 
und  Vili,  1901,  S.  182). 

2)  De  curvis  algebraicis,  quarum  omnes  arcus  per  arcus  circulares  metiri  li- 
ceat  (Mém.  Acad.  St.  Pétersb.  XI,  1830;  vorgelegt  20.  Aug.  1781). 
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Q  =  b  +  cos  cp 

und  erhält  co  =  fpìl^V  =  <p  _  &/l    <**      . 

t/   o  -j-  cos  qp         *  J  o  -f-  cos  qp 

Wird  nun  £  =  tg  —  9)  gesetzt  und  die  Konstante  &  >  1  angenommen, 
so  findet  sich 

C    dcp      _    r  dt  2  h/^El^ 

J&  +  C0S9        V(&-|_i)  +  (6_i)t*-y^3i  aictSVI/  &+lV' 
demnach  ist  2  ,    /t  /&  —  1  \ 

2& 
Die    entsprechende  Kurve    wird  algebraisch   sein,    wenn   — =  eine 

&  '  V&8— l 

rationale    Zahl    ist.      Setzt    man    daher  '.      =  n ,    so    kann    man 

y&2— 1 
schließen:  Welches  auch  die  rationale  Zahl  n  sein  möge,  die  Glei- 
chungen 2  ,     /F-=1  V 

p  =  &  +  cosqp,     03  =  g)--p=arctg^(/F-pI^, 

wobei  !  w 

£  =  tg  —  qp    und    &  =  — - 

stellen  in  den  Polarkoordinaten  9  und  co  eine  algebraische  Kurve 
dar,  die  durch  Kreisbogen  rektifizierbar  ist. 

In  einer  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  am 
20.  Aug.  1823  vorgelegten  Abhandlung  hat  N.  Fuß  die  Bemerkung 
gemacht,  daß  man  zu  den  obigen  Kurven  auch  gelangt,  wenn  man 
die  Polargleichung  derjenigen  Kurven  aufsucht,  bei  denen  der  Ab- 
stand des  Poles  von  der  Tangente  durch  ag  —  q2  ausgedrückt  wird, 
wo  a  eine  gegebene  Länge  bedeutet.1)  In  der  Tat  läßt  sich  diese 
Aufgabe  alsbald  auf  folgende  Differentialgleichung  zurückführen 

o2dca  9 

-  =  üq  —  (r; 


YdQS+Q^dlö* 

um   sie  zu   integrieren,    schreibe  man  sie  folgendermaßen  —  indem 
man  mit  ds  das  Bogendifferential  bezeichnet  — 

q  ■  da  =  (a  —  q)  ds . 

Man  ersieht  dann,  daß,  weil 

ds2  =  dg2-{-  (g-da)2, 

die  vorige  Gleichung  ergibt: 

ds  =  dQ 


l/l-(a-<?)8' 
daher  ist         5  =  are  cos  (a  —  q),     oder     q  =  a  —  cos  s  ;      ...     (7) 

1)  De  curvis  algébraicis,  quarum  singuli  arcus  areubus  cireuluribus  aequantw 
(Mém.  Acad.  St.  Pétersb.  XI,  1830). 
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die  erstere  beweist,  daß  die  gefundene  Kurve  durch  Kreisbogen  rekti- 
fizierbar ist. 

Man  hat  ferner,  infolge  der  vorhergehenden  Formeln 

d(0  =  <^Zl  ds  =  <^Zl  **  =  g  *'     _ 

9  9      yi—(a—g)*  qVI  —  (a  —  g)* 

=  a  —        g       =  —  ds 


yi_(o_p)»  pj/i_(a_e) 

daher:  /.        d 

co  +  s  =  a/ —  =  • 

JeVi-(«-e)2 

Es  ergibt  sich  nun,  wenn  a>  1,  und  wenn  man 


setzt,  daß 


ya*—i        °\r  «—  i  / 

Diese  Gleichungen  im  Verein  mit  (7)  und  (8)  stellen  die  gesuchte 
Kurve  dar  und  zeigen,  daß  sie  von  der  Eulerschen  nicht  ver- 
schieden ist. 

Diese  ist  nun  ein  ganz  spezieller  Fall  einer  sehr  ausgedehnten 
Klasse  von  rationalen  Kurven,  die  J.  A.  Serret  in  seiner  Memoire  sur 
les  courbes  algéoriques  dont  les  arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cerele 
(Journ.  de  l'Ec.  polyt.  XXXV,  1853)  kennen  gelehrt  hat.  Wenn  wir  es 
für  überflüssig  erachten,  uns  hier  mit  der  Kenntnisgabe  derselben  auf- 
zuhalten, so  liegt  dies  daran,  daß  eben  Serret  selbst  dieselben  sozu- 
sagen popularisiert  hat,  dadurch,  daß  er  sie  in  zwei  seiner  bekann- 
testen Lehrbücher  dargelegt  hat.1) 

e)  Knrven,  die  vermittelst  Hyperbelbogen  rektifizierbar  sind.  Eine 
Untersuchung  solcher  Kurven  wurde  von  N.  Fuß  angestellt,  der  dazu 
ohne  Zweifel  durch  die  Ideen  Eulers  veranlaßt  wurde.2)  Man  betrachte 
eine  Hyperbel,  deren  Potenz  Je2  und  deren  Asymptoten  den  Winkel  « 
bilden.  Nehmen  wir  dann  ein  orthogonales  kartesisches  Koordinaten- 
system, dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  und  dessen 
iC-Achse  die  eine  Asymptote  ist,  so  kann  die  Hyperbel  selbst  durch 
die  Gleichungen  dargestellt  werden 


&2 

\-  v  cos  a ,     y  =  v  sin  a 


daher  ist 

a 


1)  Cours  d'algebre  supérieure,  4.  Aufl.  I.  (Paris,  1877)  S.  511 — 515;  Serret- 
Harnack-Scheffers,  II  (Leipzig,  1907)  S.  315—324,  wo  insbesondere  (S.  320) 
die  Eulerschen  Kurven  betrachtet  und  untersucht  werden. 

2)  De  innumeris  curvis  algebraicis ,  quarum  longitudinem  per  arcus  hyper- 
bolicos  metiri  licet  (Nova  Acta  Petrop.  XIV,  Petersburg  1805). 
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n 

und  wenn  man  v  =  z2    setzt,  hat  man 

ds  =  ~]/^-  2fcV-cosa  +  s2"; 

sucht    man   nun    zwei    Funktionen  p  und  q  von  £  auf,    derart,    daß 

identisch                      «•  .     .»      n      m«                      «  ,-^s 

p*+gra=Ä*— 2fcV-cosa  +  *2n (10) 

ist,  so  bekommt  man,  wenn  man  noch  setzt 

n   A)  •  «?2  n   Aj  •  d,s 

z  z 

eine  Kurve,  die  vermittelst  Hyperbelbogen  rektifizierbar  ist.  Nun 
läßt  sich  die  rechte  Seite  von  (10)  in  2n  lineare  Faktoren  zerlegen^ 
die  zu  je  zweien  konjugiert  sind;  man  bilde  das  Produkt  von  n 
derselben,  von  denen  nicht  zwei  einander  konjugiert  sind;  es  sei 
cp{ß)  -+-  ii\)(z)  dieses  Produkt,  dann  ist  das  der  anderen  cp(z)  —  iif>(g). 
Setzt  man  also  p  -f-  qi  =  <jp(#)  -\-itl){z),  so  wird  p  —  qi  =  <p(z)  —  ii\)(g) 
und  Gleichung  (10)  wird  damit  befriedigt  werden.  Es  ist  also  hin- 
reichend, p  =  cp(z)  und  q  =  ip(z)  zu  nehmen.  Berücksichtigt  man  noch 
das  beliebige  Element  bei  der  Bildung  des  Produktes  <jp,  so  sieht  man, 

k  =  n—  1 

daß    man    im    allgemeinen    ^  (tj  =  2n —  2    Kurven    erhält,    welche 

6=2 
den  Bedingungen  des  Problems   genügen;  läßt  man  nun  n  variieren, 
so  bekommt  man  deren  unzählig  viele. 
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Algebraische  Kurven,  die  durch  Ellipsenbogen  rektifizierbar  sind. 
Die  Kurven  von  Serret. 

167.  Weitere  Anwendungen  der  in  Nr.  165  dargelegten  Methoden 
wurden  von  Euler  auf  solche  Kurven  gemacht,  die  durch  Ellipsen- 
bogen rektifiziert  werden  können.1)  In  diesem  Falle  müßte  man 
(unter    Beibehaltung    der    auf   S.  454    angewandten    Bezeichnungen) 

setzen  ,  r. — r—m — 7\ — « 

y  =  V1  +  ^  —  *)  v  . 

und  daher 


yä^+äf  =  (lvVl±i^l, 


1)  De  innumeris  curvis  algébraicis,  quarum  longltudinem  per  arcus  ellipticos 
metiri  licet  (Nova  Acta  Petrop.  V,  1789,  vorgelegt  am  10.  Juni  1776). 
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dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  man  setzt 

dx  =    ,  —  dv ,       dy  =    ,  —  dv , 

1/2(1+©)        '  1/2(1  —  v) 

vorausgesetzt,   daß   die  Funktionen  p  und  q  von  v  identisch   der  Be- 
ziehung genügen 

5  p2+q2-2pqv=l  +  (k2-l)v2. 

Z.  B.  kann  man  p  =  1,  q  =  (k  +  l)v  nehmen  und  erhält  so 

1/2  (1  +  v)  *  1/2  (1  — 1>) 

daher  ist  

x  =  }[l  -  2Ä  +  (Je  +  l)«]y2(l  +  t>), 

y  _  i[2*  -  1  +  (*  +  l>]l/2(l-«), 

womit  eine  Kurve  sechster  Ordnung  dargestellt  ist.  —  Dieselbe  Frage 
läßt  sich  in  verschiedener  Weise  behandeln.1)     Die  Gleichungen 


yyyi  3  h  2  ~\    /  Wh     Z" 

1  +  j- —^  cos  cp  ■  dz ,         rfy  =■  J/  1  +  j-^^g  sin  9  • 


dz 


stellen  offenbar  eine  durch  Ellipsenbogen  rektifizierbare  Kurve  dar, 
wenn  <p  =  <p(z)  in  der  Art  bestimmt  ist,  daß  x  und  y  in  endlichen 
Ausdrücken  erhalten  werden  können.  Um  dies  einzusehen,  setze  man 
^  =  sin-9'-,  die  vorigen  Gleichungen  werden  dann: 


dx  =  l/cos2<9-  +  m2sin2'9'  cos  9?  •  d& 


dy  =  ]/cos2<9'  +  m2  sin2 &  sin  <p  •  d& . 

Man  stelle  nun  zwischen  -fr  und  einem  neuen  Winkel  to  die  Beziehung 

auf,  daß  ^ra  äft 

tg  o  =  w  tg  &  :      daher  ist     — 5—  ==  m  — -s-^ , 

und  man  erhält: 

,  cos  &  •  cos  cp      7  -  7  cos  &  ■  sin  cp      ,  _ 

dx  = •  d& ,  dy  = •  dd- . 

cos  a  ;  °  cos  « 

Setzen  wir  daher  (p  +  0  =  n&  und  eliminieren  <p  und  o,  so  ergibt  sich 
ci#  =  d&\ cos -fr  •  cosw-9-  +  m  sin^  •  sinW'O'  , 
dy  =  (i^lcosO'  •  sinw<9-  —  msin  9-  •  sin  n&  I . 

Integriert  man,  so  findet  sich,  abgesehen  von  unwichtigen  Konstauten, 

x  =  — L— -sinfw  —  1)& |-—sin(«  +  1)#, 

n — 1         v  J  w+ 1         \      '      s     > 


y  = 


m  +  1 


-  cos  («  —  1)&  +  7-37^-  cos  (w  +  l)-9\ 


1)  Euler,  De  lineis  cur  vis,  quarum  recti ficatio  per  datain  quadraturatn  men- 
suratur  (L.  Euleri  Opera  postuma  I,  Petropoli,  1S62,  S.  439—452). 
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Diese  Gleichungen  stellen  nun  (vgl.  das  bez.  Kap.  des  folgenden  Abschn.) 
Epizykloiden  dar,  die  algebraisch  sind,  wenn  n  eine  rationale  Zahl 
ist;  folglich  sind  alle  algebraischen  Epizykloiden  rektifizierbar  dnrch 
Ellipsenbogen. 

168.  Die  Untersuchung  der  durch  elliptische  Integrale  rekti- 
fizierbaren Kurven  beschäftigte  außer  Euler  auch  Legendre,  der 
eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  dieser  Eigenschaft  fand1);  ferner 
J.  A.  Serret,  der  sich  die  Aufgabe  stellte,  alle  rationalen  Kurven  mit 
dieser  Eigenschaft  zu  bestimmen;  er  betrachtete  dieses  Problem  als 
Spezialfall  der  Bestimmung  zweier  Funktionen  x(z),  y{z),  die  der  Be- 
dingung genügen  7  ,  ,  „  _  , " 
000       ö                   dx2  +  dy2  =  Z •  dz2, 

wo  Z  eine  rationale  Funktion  von  z  ist2).     Wird 

z= 


gesetzt,  wo  a  und  a,  b  und  ß  zwei  Paare  konjugiert  imaginärer  Zahlen 
sind,  so  geht  die  Aufgabe  auf  die  von  Etiler  schon  behandelte  zurück. 
Da  in  diesem  Falle  der  Kurvenbogen  s  ein  elliptisches  Integral  der 
Variabein  z  wird,  so  ist,  ^  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  s, 
demnach  werden  auch  x  und  y  doppeltperiodische  Funktionen  des 
Bogens  sein.  Die  Knrven  von  Serret  erfrenen  sich  also  der  Eigen- 
tümlichkeit, daß  ihre  Koordinaten  doppeltperiodische  Funktionen  des 
Bogens  sind;  es  läßt  sich  beweisen,  daß  sie  die  allgemeinsten  ratio- 
nalen Kurven  von  dieser  Eigenschaft  sind3).  Wir  können  uns  hier 
weder  mit  dem  Beweise  des  Satzes  aufhalten,  noch  mit  der  Wieder- 
gabe  der  feinsinnigen  Betrachtungen,   die  Serret  angestellt  hat,  um 


1)  Traue  des  fonctions  elliptiques  I.  (Paris,  1827)  S.  35.  —  Die  Legendresche 
Kurve  6ter  Ordnung  wird  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

x  =  h sin  qp  (  1  -}-  —  sin2  qp)  ,  y  =  bh  cos  qo  1 1  -f-  m  —  —  cos2  qp)  , 

W°  3P  _  1  —  2fc2 

W-1_P'         h—       &*       ; 

infolgedessen  ist 

yt2 

r-j  sin  qp  •  COS  qp  •  ^(qp)  . 

Ä2sin2qp       ° 

2)  Memoire  stir  la  rappresentation  des  fonctions  elliptiques  et  hy per  elliptiques 
(Liouvilles  Journ.  X,  1845);  Dévéloppements  sur  une  classe  d'équations  relatives  à 
la  représentation  géométrique  des  fonctions  elliptiques  (Das.);  Notes  sur  les  courbes 
elliptiques  de  première  classe  (Das.);  Theorie  géométrique  de  la  lemniscate  et  des 
courbes  elliptiques  de  la  première  classe  (Das.  XI,  1846).  Vgl.  auch  Serret- 
Harnack-Scheffers,  II  (Leipzig,  1907)  S.  310—315. 

3)  Krohs,  Die  Serrei 'sehen  Kurven  sind  die  einzigen  algebraischen  vom 
Geschlechte  Null,  deren  Koordinaten  eindeutige  doppelt-periodische  Funlctionen  des 
Bogens  der  Kurve  sind  (Dissert.  Halle  a.  S.,  1891). 
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die  Gleichungen  unzähliger  Kurven  mit  der  obigen  Eigenschaft  zu  er- 
halten, noch  des  Verfahrens,  durch  welches  Liouville  die  Tragweite 
der  von  jenem  erhaltenen  Schlußfolgerungen  noch  erweiterte1).  Wir 
beschränken  uns  darauf,  folgenden  Satz  wiederzugeben,  der  einen 
kleinen  Teil  jener  Schlußfolgerungen  zusammenfaßt:  „Wenn  man  mit 
x,  y  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  bezeichnet,  und  man  setzt 


x  +  iy=*  Céw  I  - 

J  0 


(z-a)(z  +  aT      ^ 


(z  —  af{z  +  a)n  +  1 
oder 

x  +  iy=  Ce«    {-^± Konst, 

(z  —  a)(z-{-a)n 

wo  C  und  co  beliebige  Konstanten  sind,  a  und  a  komplexe  konjugierte 
Zahlen  sind  und  n  eine  reelle  Zahl,  die  mit  jenen  Konstanten  durch 

die  Gleichung      .     —  =  — r— r  verbunden  ist,  so  erhält  man  die  para- 
°       iacc  n  -j-  1  ;  r 

metrische    Darstellung    einer   rationalen   Kurve,    deren    Bogen    durch 

/*  dz 

C  I    ,  ausgedrückt  wird."    Alle  so  entstehenden  Kurven 

J  V(z2—  a2)^2-«2)  ö 

bilden  das,  was  Serret  erste  Klasse  der  elliptischen  Kurven  nannte; 
sie  sind  Verallgemeinerungen  der  Lemniskate,  welche  Kurve  man  er- 
hält, indem  man  n  =  1  setzt.  Serret  selber  machte  die  Bemerkung, 
daß  es  „pour  ces  courbes  une  mode  de  generation  de  suprème  élé- 
gance"  gibt,  „qui  peut  servir  à  definir  les  courbes  elliptiques  de  la 
première  classe,  dont  la  théorie  deviendra,  dès  lors  entièrement  indé- 
pendente  des  considérations  analytiques,  qui  les  ont  fait  découvrir." 
Unsere  nun  folgenden  Auseinandersetzungen  werden  die  Richtigkeit 
dieser  Ansicht  dartun  und  die  geometrische  Bedeutung  der  Serret- 
schen  Kurven  erster  Klasse  außer  Frage  setzen. 

„Gegeben  sind  ein  fester  Punkt  0  und  eine  feste  Gerade  r,  die 
wir  als  durch  0  gehend  annehmen  können  (Taf.  XIV,  Fig.  117);  außer- 
dem ist  eine  Strecke  a  und  eine  reelle  positive  Zahl  n  gegeben.  Ein 
veränderliches  Dreieck  OFM  hat  eine  Ecke  in  0  und  die  beiden 
Seiten  OP  und  OM  von  konstanter  Länge  und  zwar  OP  =  a]A*, 
PM=a]/n  +  1;  sind  nun  die  Winkel  POM=a,  PMO  =  ß,  mit 
dem  Winkel  cjp,  den  die  Seite  OM  des  beweglichen  Dreiecks  mit  der 
festen  Geraden  r  bildet,  durch  die  Relation  verknüpft: 

±<p  =  ««-  (n  +  l)ß,       (1) 

so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  M  eine  elliptische  Kurve 
erster  Klasse."  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  der  Einfachheit 
halber  an,  daß  a—l\  wird  OM  =  q  gesetzt,  so  ergibt  das  Dreieck  OMP: 


1)  Liouvilles  Journ.  X,  1845,  S.  351—363. 
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oder  aber 


cosa  =  ^— =,         cos/3  =  -*-±±=      ....     (2) 

A  .    a  A 

sin  a  = -= ,  smp  = 


29-|/w  2e-|/n  +  l  ...      (2') 

wo  A  =  ]/-  pra  -f-  2(2 m  +  1) p2^T  ;      j 

daraus  folgt  dann  

sinP     1/    n     . .  (^ 

sin  a        r    w  -(-  1  •      •      •      w 

Nehmen  wir  0  als  Pol  und  r  als  Polarachse,  so  ergibt  sich  die  Polar- 
gleichung des  Ortes  der  Punkte  M  durch  Elimination  der  Winkel  a,  ß 
aus  der  Gleichung  (1)  und  den  Gleichungen  (2)  oder  (2').  Die  Eli- 
mination läßt  sich  ausführen,  wenn  n  rational  ist,  und  zeigt  dann, 
daß  die  resultierende  Kurve  algebraisch  wird. 
Ist  z.  B.  n  =  1,  so  hat  man  der  Reihe  nach 

+  cp  =  a  —  2/3 ,     cos  cp  =  cos  ß  •  cos  (cc  —  ß)  +  sin  ß  •  sin  (a  —  ß) , 


cos  a  =  s-s —  ,  sm  a  = ^— i — :         cos  ß  =  - — L—  , 

2e  2e  r        2|/2e 


.  |/_p*_)_6e2-l  .      .  y_p4+6?2— 1 

sm<3-    ,£.  "'    sm{a-ß)=—ik — ' 

cos  (a  —  p)  =  — - — ,  cos  od  =  - — '—- ~ : 

V  ^'         2|/2e2  ^  ^Q3 

zu  kartesischen  Koordinaten  übergehend  erhält  man  die  Gleichung 

02  +  y2)2  -  ±x(x2  +  y2)  +  4(*2  -f  y2)  -  1  =  0 , 

welche  eine  Lemniskate  darstellt,   deren  Mittelpunkt   die  Koordinaten 
0,1  hat. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurück,  um  zu  be- 
merken, daß  aus  der  Gleichung  (2')  durch  Differenzieren  und  darauf 
folgende  Anwendung  von  (2)  sich  ergibt: 

da  — 2do  dß  — 2do  ,As 

t  =  — ^— ;        — —  <P  = — = — -      ....     (4:) 

cos|3       j/n  +  lA  cosa^         yn  a 

und  diese  beiden,  kombiniert  mit  (1),  führen  zu  der  Gleichung 

±^-*'-(2A"+1)f, (5) 

und  weil  im  allgemeinen* 

ds%  =  dg2  -f  Q2d(p2 , 

so  ist  im  vorliegenden  Falle 


+  ds  =    r    \ dQ] (o; 


A 
Unter  Benutzung  von  (4)  können  wir  auch  schreiben 
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+  ds=y^-^=y^+~i^-- (7) 

—  '       cosp        r  cosa  v   / 


Zweckmäßig  setzt  man  nun  &=l/-^rrr;  Gleichung  (3)  wird  dann 
sin  ß  =  ~k  sin  a,  und  die  Gleichung  (7)  liefert  uns  dann 

±ds  =  Vn—da  .       ; (8) 

"J/l  —  Ä2sin2a 

diese    zeigt   uns,    daß    der  Kurvenbogen  5  des  Ortes   der  Punkte  M 
durch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  ausgedrückt  wird;  w.  z.  b.  w. 
Die    voraufgehenden   Formeln   lassen   auch    einige  Eigenschaften 
der  betrachteten  Kurven  deutlich  erkennen.     Man  hat  nämlich 

Dreieck  OMP  =  -*-  Yn~\/n  +  1  •  sin  («  +  ß)  =  |  A  ; 

l  T»     ,          l    Ae3—  i(2n-\-l)g     ,  iA    ,  , 

-J  Q*.d<p  =  TJ  -y 2^A  ^    v  •  do  =  TA  +  const. 

Folglich:  Die  Fläche  des  Kurvensektors,  gerechnet  von  der  Polarachse 
ans,  ist  gleich  dem  Inhalte  des  erzengenden  Dreiecks,  wenn  eine 
Ecke  desselben  im  Endpnnkte  des  Bogens  jenes  Sektors  liegt.  Außer- 
dem folgt  aus  (2)  und  (2') 

sin(a  +  fi)  =  —  ,  cos  (a  +  ß)  =  -    _1_— — - , 

oder  wegen  (6)  und  (7) 

sin(a  +  /3)  =  +  ^,  cos(a  +  ß)  =  ±Q1£, 

und  dies  zeigt,  daß  die  Neignng  der  Normalen  gegen  den  Radius- 
vektor gleich  dem  Winkel  a  +  ß  ist,  oder  gleich  seinem  Supplement- 
winkel. Wenn  man  also,  im  ersten  Falle,  den  Winkel  PMN=^POM 
macht,  so  wird  M N  die  Kurvennormale  in  M  sein.  Andererseits  ist 
M N  die  Tangente  in  M  an  den  dem  Dreiecke  MOP  umbeschriebenen 
Kreis;  daher  wird  die  Gerade,  welche  M  mit  dem  Zentrum  C  dieses 
Kreises  verbindet,  Tangente  in  M  an  die  fragliche  Kurve  sein.  Im 
Falle,  daß  der  Neigungswinkel  der  Normalen  gegen  den  Radiusvektor 
=  7t  —  (a  -f-  ß)  wäre,  müßte  man  das  zu  OMP  in  bezug  auf  M 
symmetrische  Dreieck  betrachten,  um  die  vorigen  Schlußfolgerungen 
zu  erweitern,  und  gelangt  so  leicht  zu  dem  Resultate:  Ist  ein  fester 
Punkt  O  gegeben  und  variiert  das  Dreieck  OMJP  in  der  Weise, 

daß  immer  OM=a]/n,  MP=a]/n  + 1,  und  daß  außerdem 
die  unendlich  kleine  Verschiebung  MM'  des  Punktes  M  immer  in 
der  Richtung  geschieht,  die  den  Punkt  M  mit  dem  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  umbeschriebenen  Kreises  verbindet,  so  erzengt  der 
Punkt  M  eine   zur  Zahl   n  gehörige  elliptische  Kurve  I.  Spezies. 
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J.  Liouville1)   hat  bemerkt,    daß   der  Ort  der  Punkte  M  durch  die 
folgenden  Gleichungen  dargestellt  werden  kann: 

cos  2  n  qp  —  2  ~\/<n  sin  qp  •  cos  (2  n  -f- 1)  qp 


X  = 


y  = 


1  —  iyn  sinqp-cosqp  -j-  in  sinsqp 
sin  2n<p  —  2j/w  sin  <p  •  sru  (2  w  -\-  l)cp 


1 —  4 |/w  sinqp-cosqp  -j-  4 w sin2 qp 

daraus  kann  man  mit  Allegret2)  folgern,  daß  die  Kurve  die  Inverse 
einer  speziellen  Epizykloide  ist. 

Aus  dem  Vorhergehenden  kann  man  entnehmen,  daß  der  Winkel  s 
zwischen  der  Kurvennormale  und  der  Polarachse  durch  s  =  cp  —  (u  —  ß) 
gegeben  wird.  Demnach  ist  der  Kontingen z -Winkel  gegeben  durch 
de  =  dcp  —  (da  +  dfi)  =  (n  —  V)da  —  ndß,  oder 

3g3-  (2n+l)  dQ, 

a£-  A   ~       T' 

daraus  folgt,  daß  der  Krümmungsradius  B  gegeben  ist  durch 


w  _  2Vw(w  +  l)-g  . 
3e2  —  (2  m -fl)' 

die  Wendepunkte   der  fraglichen  Kurve  liegen  daher  auf  dem  Kreise 
um  0  mit  dem  Radius  1/  — ^— 3) . 


Achtzehntes  Kapitel. 

Algebraische  Kurven,  die  vermittelst  Lemniskatenbogen  rekti- 
fizierbar sind.    Die  Sinusspiralen. 

169.  Da  die  Lemniskate  durch  spezielle  elliptische  Funktionen 
rektifizierbar  ist,  so  ist  die  Untersuchung  derjenigen  Kurven,  die  durch 
Lemniskatenbogen  rektifizierbar  sind,  nur  ein  spezieller  Fall  der  im 
vorigen  Kapitel  behandelten.  Dennoch  lohnt  es  der  Mühe,  sich  mit 
diesen  besonders  zu  beschäftigen,  um  zu  zeigen,  wie  Euler  hierauf 
die  Betrachtungen  in  Nr.  165  angewendet  hat4).  Es  ist  klar,  daß 
die  Gleichungen 

-,  a2d,2  -,  a2-dz      . 

dx  =    ,  cos  w ,         dy  =  —=^=  sin  cp 

ya*—z*       r'  J      ya*—e*      r 


1)  Journ.  de  Math.  X,  1845,  S.  295. 

2)  S.  die  S.  453  angef.  Abb.  in  Ann.  Ec.  norm,  sup.,  2e  Sér.,  II,  1873,  S.  180. 

3)  Bezügl.  weiterer  Untersuchungen  über  die  fraglichen  Kurven  s.  L. 
Kiepert,  De  curvis,  quarum  arcus  integralibus  elliptieis  primi  generis  exprimitur 
(Dissert.  Berlin,  1870). 

4)  De  lineis  curvis  quarum  rectificatio  per  datam  quadraturam  mensuratur 
No.  7 — 13  (L.  Euleri  opera  postuma  I,  Petropoli  1862). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  30 
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eine  der  gesuchten  Kurven  darstellen,  wofern  nur  qp  =  cp(ß)  in  ge- 
eigneter Weise  gewählt  wird.    Um  diese  Wahl  zu  definieren,  setzen  wir 

#2  =  a2  sind  &  • 
wir  erhalten  dann 

2dx       cosq>-d&  2dy        sin  <pd& 

a  j/sintf    '  «  ysinö-    ' 

nehmen  wir  außerdem  an,  daß  cp  =  nfr,  so  ergibt  sich 

a    /*cos  n&  •  d&  a    /'sin  n&  •  d&  ,+  . 

X=y~y^^'     y=ssäj    i/sih^   ;   ■   ■  •  w 

Um  die  Integrierbarkeit  dieser  Formeln  beurteilen  zu  können,  setzen  wir 
z   N  /icosn&  ■  d&  ,,  v  Z'sin«^'  ■  d& 

integrieren  wir  nun  teilweise,  so  erhalten  wir  folgende  Reduktions- 
formeln: 

<p(n)  =  2^=1  Vsin  &  ■ cos  (n  -i)ö-  +  äifEi  ^  ^  ~  2)  » 

*W  =  2^iVsmT-  sin(w  -  1)0-  +  |£=^(w  -  2)> 

die  beweisen,  daß,  wenn  die  Integration  für  einen  gewissen  Wert  n 
von  n  ausführbar  ist,  sie  für  alle  Werte  n  —  2 Je  es  ist.  Überdies 
kann  die  Untersuchung  der  Integrierbarkeits  -  Bedingung  auch  aus- 
geführt werden,  indem  man  der  Reihe  nach  aus  (1)  folgende  Glei- 
chungen ableitet: 


2(x  +  iy)  _     C     ***'**       =  Y2Ì    /M"  +  r)*d» . 


i9_e-i9  I    yeti#_1  ' 


setzen  wir  nun 

so  können  wir  schreiben 


é*=t, 


2J*±iy)  =  V*Iß(«-i).  {t*_  1}-i.  dt. 

wendet    man   nun    die  Theorie    der  binomischen  Differentiale  an,   so 
sieht   man:    damit    die  Integration    ausführbar    sei,    muß    n   von  der 

Form    2Jc  +  —    sein.      Demnach:    Wenn    n  =  2Jc  +  ■$,    so    stellen 

die  Formeln  (1)  eine  algebraische  Kurve  dar,  die  durch  Lemniskaten- 
bogen  rektifizierbar  ist. 

Die  Rektifikation  der  Lemniskate  hat  jedoch  noch  in  ganz  anderer 
Weise  zu  neuen  algebraischen  Kurven  geführt,  zu  denjenigen  nämlich, 
mit  denen  wir  jetzt  unsere  Leser  bekannt  machen  wollen. 
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170.  Erinnern  wir  uns   der  Definition   der  Eulerschen  Integrale 
I.  und  II.  Spezies 

1  00 

B(P,  ([)  ==ßcß" K1  -  xy~X • dx >       rÌP)  =fe~xxP-1  ■  dx , 

0  0 

sowie  der  sie  verknüpfenden  Relation 

B(p   g)  =  r^-r^ 

und  setzen  hierin  x  =  sin2  co,  p  =  —  q  =  —  so  erhalten  wir  die 
Identität  n 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  m  =  n,  und  wenn  man  2  co  =  -9-  setzt, 
bekommt  man 

r2fìr) 

fsin™ "  *■&  ■  d#  =  2m "  *    ^  /  : 

j  r(w)  ' 

0 

und  da  man  leicht  einsieht,  daß 

n 

■K  i 

fsmm-1d"dd'  =  2Ccosm-1d--dd', 

Ò  0 

so  schließt  man,  daß 

/cos—  i*.d*-2— 2^p (3) 

Nachdem    dieses    vorausgeschickt,    holen   wir  die  Polargleichung  der 

Lemniskate  hervor  s 

p2==(2|).C0S2tö. (4) 

bezeichnet  s  den  Bogen  dieser  Kurve,  so  haben  wir 

Der  Gesamtumfang  s2  der  Lemniskate  ist  das  Vierfache  vom  Werte 
dieses  Integrals,  genommen  zwischen  den  Grenzen  co  =  0  und  o  =  -^; 
demnach  ist  * 

t  _i 

s2  =  4a]/2/(cos2ra)    2-^G3, 
o 

oder  wenn  2co  =  &  gesetzt  wird 

30* 


468        V".  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 


s2  =  2a]/2 f(cos  #)~  ¥  •  d#  ; 


wenden  wir  nun  die  Gleichung  (3)  an,  so  ergibt  sich 

WA) 

«»-«— 7TV' (5) 

r(ä) 

Dies  liefert  den  Gesamtumfang  der  Lemniskate,  ausgedrückt  durch 
Eulersche  Integrale  I.  Spezies.  J.  A.  Serret,  der  diesen  beachtens- 
werten Ausdruck  gefunden,  hat  bemerkt,  daß  die  Lemniskate  zu  einer 
ganzen  Klasse  von  Kurven  mit  dieser  Eigenschaft  gehöre.1)  Es  sind 
diese  —  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist  —  die  Kurven  mit  der 
Polargleichung:  n 

Qn  =  ^~Y~  cos  n  co  .2)     .......     (6) 

Setzen  wir  hierin  n  =  1,  so  erhalten  wir  den  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer a,  dessen  Umfang  st  =  na  ausgedrückt  wird  durch  die  der 
Gleichung  (5)  analoge: 

st-a  -pöj    ■ 

Im  allgemeinen  Falle  liefert  Gleichung  (6) 

s  =  2     n  af  (cosnco)n     -da. 

Den  Gesamtumfang  sn  der  Kurve  bekommt  man,  wenn  man  den  Wert 
dieses  Integrales,  genommen  zwischen  den  Grenzen  eo  =  0  und  go  =  — , 
mit  2n  multipliziert;  er  ist  daher 

1      2ra                   i 
1 /"»  1 

sn  =  2n-2     n     (cosna)'1     -da; 
o 

setzen  wir  nun  no  =  & ,  so  wird  er  zu 

n 
2-1         Y  i- 

sn  =  2     n-aC(cos%)n      ■dd', 


1)  Note  sur  les  integrales  eulériennes  de  seconde  espece  (Liouvilles  Journ. 
VII,  1842). 

2)  Nach  Nr.  155  besitzen  sie  n  Symmetrieachsen.  Es  ist  leicht  einzusehen, 
daß  ihre  Ordnung  2«  ist;  wäre  n  negativ,  so  würde  die  Ordnung  — n  sein; 
(vgl.  S.  475). 
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und  daher  mit  Benutzung  von  (3) 


r'(Ä) 


r 


welche  Gleichung  vollständig   analog  zu  (5)  ist,  und  sich  mit  dieser 
indentifiziert,  wenn  n  =  2. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  daß  man  verwandte  Ausdrücke 
für  die  Fläche  der  Kurve  (6)  aufstellen  kann.1)  Da  nämlich  die  Fläche 
eines  Sektors  gegeben  ist  durch 


-i{n-  1) 

~2~"~ ■  a2f(cos  nn)2n-  da , 


so  ist  die  ganze  von  der  Kurve  umschlossene  Fläche  8n  gleich  dem 
2w-fachen  dieses  Ausdruckes,  genommen  zwischen  den  Grenzen  co  =  0 

und  co  =  —  :  also 

2  (n  - 1)  2  w  2 

Sn  =  n-2     n     a2 /(cos na)n  •  da- 
o 

setzen  wir  nun  na  =  &  und  benutzen  (3),  so  ergibt  sich: 

Hn-i)        J  2  ra(l  +  I\ 

S  =  2     »     ■a2((cos{rY.d&  =  2a2 — ^ — ^f- 
°  rß  +  l) 

Es  ist  aber  !        /2\ 

Vn"1"    /       w    U/'        U^a/     "    a_1     m 

und  daher  /2\ 

8(n-8)  r(-) 

£„  =  2    »     W— )Jr,     .......     (8) 

welches   eben   der  angekündigte  Ausdruck  ist.     Für  n  =  1  bekommt 

man  ^  =  —  >  also  die  Fläche  des  Kreises  mit  dem  Durchmesser  a; 

für  n  =  2,  S2  =  2a2,  die  Fläche  der  Lemniskate  (vgl.  Nr.  94).  — 
Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zeigen,  daß  die  durch  die  Gl.  (6) 
dargestellten  Kurven  zur  Darstellung  der  Eulerschen  Inte- 
grale II.  Spezies  dienen  können,  sowohl  durch  ihre  Fläche 
als  auch  durch  ihren  Umfang. 


1)  G.  Loria,  Integrali  euleriani  e  spirali  sinusoidi  (Prager  Ber.,  1897). 
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Schon  vor  Serret  wurden  dieselben  Kurven  von  Maclaurin1) 
betrachtet  und  untersucht;  nach  ihm  wurden  so  viele  schöne  Eigen- 
schaften an  ihnen  entdeckt,  daß  man  es  für  angebracht  hielt,  sie 
mit  einem  besonderen  Namen  zu  bezeichnen:  den  Vorzug  gibt  man 
allgemein  dem  Namen  Sinusspiralen  (spirales  sinusoides),  der 
von  Hàton  de  la  Groupillière  erdacht  wurde2)  und  den  wir  an- 
nehmen wollen,  ohne  über  seine  Trefflichkeit  zu  diskutieren;  die 
Zahl  n  nennt  man  den  Index  der  Kurve.3) 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (6) 


k2 


so  erhält  man 


1    /Jc2\-n 


Daraus  folgt:  Die  Inverse  einer  Sinusspirale  ist  eine  zweite  Sinus- 
spirale. 

Wir  wollen  jetzt  die  hauptsächlichsten  Sätze  über  die  Sinus- 
spiralen angeben,  nachdem  wir  die  Bemerkung  voraufgeschickt  haben, 
daß  es  von  nun  an  nicht  mehr  wie  im  vorigen  notwendig  ist,  anzu- 
nehmen, daß  die  Zahl  n  ganz  und  positiv  sei;  allerdings  ist  die  ent- 
sprechende Kurve  nur  dann  algebraisch,  wenn  n  rational  ist.4) 


1)  A  treatise  of  fluxions  I  (Edinburgh  1742)  S.  330  und  351;  Tratte  des 
fluxions,  trad.  Pezenas  (Paris  1747)  S.  264  u.  285.  Maclaurin  erhält  daselbst 
diese  Kurven,  indem  er  die  Transformation 

q'  =  Qn,     co'  =  n  w 

auf  den  Kreis  q' =  aw  cos  co' 

anwendet;  wendet  man  dieselbe  Transformation  auf  einen  Kreis  in  beliebiger 
Lage  an,  so  erhält  man  eine  Klasse  allgemeiner  Kurven,  welche  Allégret  in 
einer  öfter  zitierten  Abhandlung  unter  dem  Namen  cyclo génides  erforscht  hat,  und 
die  wir  schon  auf  S.  446  als  Kassinoiden  mit  n  Brennpunkten  kennen  gelernt,  und 
denen  wir  sogleich  wieder  begegnen  werden. 

2)  Note  sur  les  courbes  que  représent  l'équation  Qn  =  Asinnco  (Nouv.  Ann. 
Mathém.  2.  Ser.  XV,  1876).  Dort  sowohl,  als  auch  in  den  neueren  Notes  biblio- 
graphiques  (Das.  3.  Ser.  XVII,  1898)  desselben  Geometers  wird  der  Leser  viele 
bibliographische  Daten  über  die  fraglichen  Kurven  finden.  Wahrscheinlich  hat 
Hàton  de  la  Goupillière  den  Namen  „spirale  sinusoide"  vorgeschlagen,  indem 
er  eine  von  T.  Olivier  in  seinem  Gours  de  geometrie  descrittive  gegebene  Bezeich- 
nung in  einem  ganz  anderen  Sinne  brauchte  (Paris,  1853,  H.  Aufl.  S.  293). 

3)  Ribaucour  (Etudes  sur  les  élassoides  etc.  Belg.  Mém.  XLIV,  4°,  1881) 
wandte  dagegen  den  Namen  Lamésche  Spiralen  an,  um  daran  zu  erinnern, 
daß  dieser  große  Geometer  schon  1836  (Liouvilles  Journ.  I,  S.  86)  über  sie  ge- 
schrieben hat;  die  Benennung  Orthogénide  rührt  von  Allégret  her  (o.  a. 
Memoire  sur  la  représentation  des  transcendentes  par  des  arcs  de  courbes,  Ann. 
de  l'Éc.  norm.  sup.  2e  Ser.  II,  1873,  S.  167). 

4)  Dieser  Kurvenklasse  gehören  mehrere  schon  bekannte  Linien,  d.  h.: 
n  =  1  Kreis;  «  =  —  1  Gerade;  n  =  2  eine  Bernoullische  Lemniskate;  n  =  —  2 gleich- 
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Wenn  p,  der  Winkel  der  Kurventangente  mit   dem  Radiusvektor 
ist,  so  hat  man  im  allgemeinen  tg  /x  =  q  :  ~- ,  daher  wegen  Gl.  (6) 

tg  ft  =  —  ctg  wo ,     oder  auch     ;i  =  —  -f-  nm  ; 

dies  besagt:  Wenn  bei  einer  Sinnsspirale  der  Radinsvektor  gleich- 
förmig nm  den  Pol  rotiert,  so  dreht  sich  die  Tangente  gleichförmig 
nm  den  Berührungspunkt.1)  Es  ist  natürlich  gestattet  in  dem  obigen 
Satze  das  Wort  „Tangente"  durch  „Normale"  zu  ersetzen;  daher  ent- 
steht die  Vermutung,  daß  die  Sinusspiralen  die  vom  Grafen  von  Fagnano 
vergeblich  gesuchten  Kurven  seien2),  welche  die  Eigenschaft  haben, 
„daß  die  Winkel,  welche  die  von  einem  festen  Punkte  ausgehenden 
Sehnen  mit  der  Achse  bilden,  in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen 
zu  den  Winkeln,  welche  die  Normalen  in  den  Endpunkten  der  Sehnen 
mit  derselben  Achse  bilden."  Daß  diese  Vermutung  sich  mit  der 
Wirklichkeit  deckt,  kann  man  durch  folgende  kurze  Rechnung  zeigen.3) 
Nennen  wir  q,  (o  die  Koordinaten  eines  Punktes  M  der  gesuchten  Kurve, 
li  den  Winkel  der  zugehörigen  Tangente  mit  dem  Radiusvektor  im 
Berührungspunkte  und  Ti  den  Wert  des  konstanten  Verhältnisses,  so 
ergeben  die  Bedingungen  des  Problems  (vgl.  Fig.  118  auf  Taf.  XIV) 
die  Gleichung 

kco  =  co  +  —  —  pi,     oder     {k  —  l)co  =  ~  —  [i- 

daraus  folgt  ^„ 

ctg(fc-  l)a  =  tg[i  =  9:  —  . 

Schreiben  wir  diese  Gleichung  wie  folgt 

—  =  tg  (Je  —  1)  co  •  da , 

so   sind  die  Variabelen  getrennt,  und   durch  Integrieren   ergibt  sich 

lo8Q  +^rT1°gC0S(fc-1)c3  =  c> 
oder  auch  ?1_,  =  ct_*  cos  ^  _  q  a 

seitige  Hyperbel;  w  =  —  —  Parabel;  n  =  —  Kardioide.    Kurven,  die  allgemeiner 
sind  als  die  Sinusspiralen,  und  die  Polargleichungen  haben 
Q  =  sinnmoa     oder     Q  =  cosnmco 

kommen  in  der  darstellenden  Geometrie  vor.  M.  s.  F.  J.  (Gabriel  Marie), 
Exercises  de  geometrie  descrittive,  3.  Aufl.  (Tours  et  Paris,  1893)  S.  785. 

1)  Laquière,  Quelques  propriétés  d'une  classe  des  courbes  spirales  (Nouv. 
Ann.  Math.  3e  Ser.  II,  1883),  wo  der  Name  spirales  à  inflexion  propor- 
tionelle  angewandt  wird. 

2)  Produzioni  matematiche  II.  (Pesaro,  1750)  S.  375 — 412. 

3)  Vgl.  den  S.  469  zitierten  Aufsatz  des  Verf. 
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Somit  ist,  da  diese  Gleichung  von  der  Form  (6)  ist,  bewiesen,  daß 
die  Kurven  des  Fagnano  Sinusspiralen  sind. 

Wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  können  unsere  Kurven  noch 

2ikn 

in  anderer  Weise  definiert  werden.  Es  seien  ae  n  (Je  =  0,  l, 2  —  n—l) 
die  n  komplexen  Zahlen,  welche  die  Ecken  Ak  eines  regelmäßigen 
Vielecks  darstellen,  Qeiw  die  einem  Punkte  M der  Ebene  entsprechende 
Zahl,  dann  ist 

Ä^M2-  J~M2 A-iM*  = 

k  =  n  —  l 

YJ  (q2  -  2a$  cos  (m  -  -^- )  +  a2)  =  Q2n  —  2anQn  cos  na  +  a?n; 
*  =  o 
daraus  leitet  sich  ab,  daß  der  Ort  der  Punkte  M  so  beschaffen  ist,  daß 


A0M-AtM An_1M=bn 

und  als  Polargleichung  hat: 

Q*n—  2anQn  cos  na  +  a2n=b2\  (*) 

Im  speziellen  hat  man  für  b  =  a  die  Gleichung 

pw=  2  an  cosneo , 

welche  im  wesentlichen  mit  (6)  zusammenfällt.  Folglich:  Eine  Sinus- 
spirale  mit  ganzzahligem  Index  n  ist  eine  spezielle  Kassinoide  mit 
n  Brennpunkten  (vgl.  Nr.  161),  d.  h.  der  Ort  derjenigen  Punkte  der 
Ebene  eines  regulären  n-Ecks,  deren  Abstände  von  den  Ecken  des 
Vielecks  ein  Produkt  geben,  gleich  der  nt6n  Potenz  des  Radius  des 
dem  Vielecke  umbeschriebenen  Kreises1). 

171.  Bezeichnen  wir  nun  mit  R  den  Krümmungsradius  der 
Kurve  (6)  und  mit  v  den  Winkel  der  Normalen  mit  dem  Radiusvektor, 
so  haben  wir  , 

n  —  1 

R  =  — r— j- (cos  wo)   "  ,       cosv  =  coswo       ...     (9) 

und  daher 

Rcosv  =  ^, (10) 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  beweist:  Bei  jeder  Sinusspirale  ist 
das  Verhältnis  der  Projektion  des  Krümmungsradius  auf  den  Radius- 
vektor  zum  Radiusvektor  selbst  ein  konstantes.    Es  sei  q  —  q'  die 

genannte  Projektion;  da  nun  wegen  (10)  q  —  o'  =      ,       ist,  so  haben 

1)  Man  kann  bemerken,  daß  die  Gleichung  (*)  des  Textes  fiir  fc  =  p  wird: 
2p n  cosneo  =  an, 
die  eine  Sinusspirale  mit  Index  — n  darstellt;  daraus  folgt  eine  leicht  in  Worten 
ausdrückbare  Definition  dieser  Kurven. 
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wir  q'=     _?    ,  und  die  Gleichung  (6)  wird  dann 

/n  +  lV»    ,_        (2a)  ,  ,       -,  l/2wa\» 

— ■ —    p  n  =  i—=r-  cos  na  ,       oder  auch  o  n=  —  ( — r—\  cos  na. 
\    n     ]  s  2  7  s  2  \n-{-l/ 

Da  diese  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (6)  ist,  so  sieht  man: 
Bei  einer  Sinusspirale  ist  der  Ort  der  Projektionen  der  Kriimmnngs- 
mittelpnnkte  anf  die  zugehörigen  Radienvektoren  eine  andere  Sinus- 
spirale mit  demselben  Index  und  demselben  Pol1). 

Die  durch  Gleichung  (10)  ausgedrückte  Eigenschaft  ist  charakte- 
ristisch für  die  Sinusspirale  sowie  für  eine  andere  Kurve,  die  man  als 

Grenzfall    derselben    ansehen    kann 2).     Wenn  nämlich  ~ =  const. 

B  cos  v 

und  bezeichnet  man  mit  m  den  Wert  dieser  Konstanten  und  setzt  für 

R  und  cos  v  ihre  Werte  ein,  so  erhält  man  die  folgende  Differential- 

gleichung 


oder  auch 


-f  m  —  ]  =  0 (**) 


1  d\ 1_  /dQ\ 

q  deo2        q2  \dw  I 


^    Q2\dco) 

Wenn  m  =j=  1,  so  werden  wir  diese  Gleichung  in  folgende  umgestalten 

-1—  are  tg  (  —  —)  +  m  —  1  =  0 , 
da  &  Vp  deo)  ' 

daher  wird  bei  geeigneter  Wahl  der  Integrationskonstante 

oder  ±   , 

—  -r^-  4-  tg  (m  —  1)  co  =  0 . 
q  deo     '      &  v  y 

Eine  zweite  Integration  ergibt  nun 

loS9  =  ^znlo§cos(w  —  1)  +  *, 

wo  &  eine  Konstante  ist,  oder  auch 

p>»-i  =  £m-1cos(m  —  1)gj. 

1)  Es  gilt  ferner  der  Satz  :  Bollt  eine  Sinusspirale  vom  Index  n  auf  einer 
Bibaucourschen  Kurve  (m.  s.  II.  Bd.  Nr.  219)  vom  Index  2w  — 1  so  beschreibt 
ihr  Pol  die  geradlinige  Direktrix  der  letzten  (H.  Wieleitner,  Arch.  Math.  Phys., 
3.  Ser.  XI,  1906,  S.  308). 

2)  Allégret,  Bemarques  sur  une  certame  famille  de  courbes  planes  (Nouv. 
Ann.  Math.  26  Ser.  XI,  1872);  M.  du  Chätenet,  Sur  les  courbes  dans  lesquelles 
la  protection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est  avec  lui  dans  un 
rapport  Constant  (Das.  3e  Ser.  V,  1886). 
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Da  diese  Gleichung  von  der  Form  (6)  ist,  so  stellt  sie  eine  Sinus- 
spirale dar.  —  In  dem  Falle  m  =  1,  den  wir  ausgeschlossen  haben,  ist 
die  Differentialgleichung  des  Problems 


1  d*Q         l   (dQV^Q 
q  da2        q2  \d(a)  ' 


welche  integriert  liefert: 

oder 

und  durch  Integrieren 


l  do 

q  dm  ' 

-j5-  =  c-aco , 

dai  7 

q  =  becw. 


Wir  werden  (im  folg.  Abschn.)  sehen,  daß  diese  eine  logarithmische 
Spirale  ist-,  diese  teilt  also  mit  der  Sinusspirale  die  durch  Gleichung  (10) 
ausgedrückte  Eigenschaft1). 

Die  Gleichung  (10)  führt  noch  zu  einer  weiteren  Folgerung. 
Betrachten  wir  außer  der  durch  (6)  dargestellten  Spirale  eine  andere 
ähnliche  Kurve,  welche  jene  im  Punkte  (q ,  (o)  berührt;  bezeichnen 
wir  mit  n'  den  Index  und  mit  H'  den  Krümmungsradius  derselben, 
so  haben  wir 

B,cosv  =  ^r- (10') 


aus  (10)  und  (10')  folgt 


B    B'       n'+  1  ' ^  V  > 


dies  ist  eine  Gleichung,  welche  die  bemerkenswerte  Eigenschaft  aus- 
drückt, die  wir  (Nr.  126)  bei  den  triangulär- symmetrischen  Kurven 
kennen  gelernt  haben2).    Nun  ist  dies  Zusammentreffen  kein  zufälliges, 


1)  In  der  von  der  Societé  mathématique  de  France  am  3.  März  1875  ge- 
haltenen Sitzung  machte  Halphèn  eine  bis  heute  ungedruckte  Mitteilung  Sur 
les  courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la  normale  polaire. 
(Bull.  Soc.  math.  France,  III,  1874—75,  S.  182).  Da  nun  die  Differentialgleichung 
derartiger  Kurven  offenbar  lautet: 


Lg  +{dco)  J         _  ,r2jL  (dQ\y 

+2w 


dm1 

und  diese  von  Gl.  (**)  des  Textes  nicht  wesentlich  verschieden  ist,  so  geht  aus 
den  ausgeführten  Rechnungen  hervor,  daß  sie  Sinusspiralen  sind  oder  im  Aus- 
nahmefall logarithmische  Spiralen. 

2)  Betrachten  wir  z.  B.  die   Sinusspiralen ,  welche   den  Werten  n  =  1   und 

n  =  —  des  Index  entsprechen  und  wenden  wir  auf  diese  die  Formel  (10")  an;  so 

erhalten  wir  die  Gleichung 


Achtzehntes  Kapitel:  Die  Sinusspiralen.  475 

und  um  den  wahren  Grund  desselben  einzusehen,  setzen  wir  in  (6) 
n  =  —  m  und  schreiben  sie  infolgedessen  so 

q™  cosina  =  2(2a)m, (6') 

wenn  wir  jetzt  qém  =  x  -f-  iy  setzen,  so  wird 

pm  (cosmo  -f-  i  sin  ma)  =  (x  +  iy)m 

und  .  .  .  N       .         .  . 

pm  (cos  mo  —  %  sm  meo)  =  (#  —  iy)m 

und  demnach  erhält  (6')  folgendes  Aussehen: 

(^r+f-^-r=4 ai) 

dies  beweist:  Die  Sinusspiralen  sind  triangulär-symmetrische  Kurven 
in  bezug  auf  ein  Dreieck,  von  welchem  zwei  Ecken  in  den  Kreis- 
punkten der  Ebene  liegen1).  Bemerkenswert  ist,  daß  die  Gleichung 
der  Sinusspiralen  in  der  Form  (11)  von  E.  Beltrami  erhalten  wurde2), 
als  er  jene  Systeme  ebener  Kurven  aufsuchte,  die,  wenn  sie  um  einen 
gegebenen  Winkel  um  einen  Punkt  ihrer  Ebene  gedreht  werden,  das 
ursprüngliche  System  unter  einem  konstanten,  gleichfalls  gegebenen 
Winkel  schneiden.  Es  ist  somit  bewiesen,  daß  dieses  Beltramische 
Problem  von  den  Kurven,  deren  Haupteigenschaft  wir  gerade  darlegen, 
gelöst  wird.  Die  oben  bewiesene  innige  Beziehung  zwischen  den 
Laméschen  Kurven  und  den  Sinusspiralen  erlaubt  sogleich  die  Ordnung 
und  Klasse  der  letzteren  von  der  Ordnung  und  Klasse  der  ersteren 
(vgl.  Nr.  124)  abzuleiten.     So  erhält  man  den  folgenden 

Satz:  Ist  der  Index  n  einer  Sinusspirale  (6)  positiv  und  gleich  — , 
so  ist  die  Ordnung  der  Kurve  2p q  und  die  Klasse  p{p  +  q\  Wenn 
aber  w=--  so  ist  die  Ordnung  gleich  pq  und  die  Klasse  ent- 
weder p(p  —  q)  oder  2p(q  —  p),  jenachdem  p^q  ist. 

Von  den  Sinusspiralen  möge  noch  außer  der  Polar-  und  kartesi- 
schen  Gleichung  die  natürliche  Gleichung  angegeben  werden3).     Um 


114  1  7?'         3    7? 

irir  =  ä>      oder      E=^B> 

welche  den  folgenden  Satz  ausdrückt:  Der  Krümmungsradius  in  einem  beliebigen 

3 
Punkte  einer  Kardioi'de  ist  gleich  -=-  des  Radius  des  Kreises,  welcher  darin  die 

Kurve  berührt  und  durch  den  Pol  geht.    (L.  Sire,  Sur  le  rayon  de  eourbure  de 
la  cardioide,  Revue  math.  spéc.  XVIII,  1908). 

1)  Mit  Benutzung  dieser  Bemerkung  kann  man  aus  einem  Satze  von  Lamé, 
den  wir  auf  S.  337  bewiesen  haben,  einen  anderen  über  Sinusspiralen  ableiten, 
welchen  R.  C.  Archibald  auf  S.  19  seiner  Inaugural-Dissertation  The  cardioid 
and  some  its  related  curves  (Straßburg  1900)  direkt  bewiesen  hat. 

2)  S.  die  Note  Intorno  ad  alcuni  sistemi  die  curve  piane  (Ann.  Matern.  IV, 
1861;  Opere  matematiche  I,  1902). 

3)  Cesàro-Kowalewski,  Natürliche  Geometrie  S.  61. 
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(2  d)n 
diese    zu  finden,    zetzen  wir  zur  Abkürzung  =  a";    die    Gl.   (6) 

wird  dann  Qn  =  a"  cos  wo  und  gibt 

1  —  n  1  —  n 

[s  =  a  f(GOsnc3)   n  ,       R  = —^—r  (cos  n  m)   n  . 

Durch  Elimination  von  co  findet  man  alsdann 

dB 


wird  nun  der  Kürze  wegen  — t—  =  b  gesetzt,  so  können  wir  schließen: 

Die  natürliche  Gleichung  aller  Sinnsspiralen  mit  dem  Index  n  hat 
folgende  Gestalt:  .  '       n         JT, 

*=n-±±  r — d-B- — (i2) 

vt.  —  1      fi  /  o„  v       / 


172.  Es  liegt  außerhalb  unserer  Aufgabe,  auch  die  mechanischen 
Eigenschaften  der  Sinusspiralen1),  sowie  ihr  Auftreten  in  Fragen  der 
Geodäsie2)  und  der  Analysis3)  darzulegen. 

Es  soll  aber  schließlich  noch  unsere  Aufgabe  sein,  eine  Klassi- 
fikation der  Sinusspiralen  vom  topologischen  Standpunkt 
aus  aufzustellen4). 

Wir  wollen  immer  annehmen,  daß  der  Index  eine  rationale  Zahl 

sei,  dessen  absoluten  Wert  wir  mit  —  bezeichnen,  wo  p  und  q  relativ 

prim  sind.  Stellen  wir  uns  vor,  daß  ein  vom  Pol  ausgehender  und 
anfangs  mit  der  Polarachse  zusammenfallender  Halbstrahl  (beispiels- 
weise im  positiven  Sinne)  rotiere,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  man, 
um  alle  Punkte  der  Kurve  einmal  zu  erhalten,  jenen  Halbstrahl  q 
vollständige  Umdrehungen  machen  lassen  muß.  Beachten  wir  ferner 
den  auf  S.  470  bewiesenen  Satz,  so  haben  wir  uns  zunächst  nur  mit 


1)  0.  Bonnet,  Propriétés  géometriques  et  mécaniques  de  quelques  courbes 
(Liouvilles  Journ.  IX,  1844);  Hàton  de  la  Goupillière,  Tlièse  d'Astronomie 
(Paris  1857)  und  Sur  le  minimum  du  potentiel  de  l'are  (Ass.  fr.,  Besancon  1893); 
de  Saint- Germain,  Becueil  d'exercises  sur  la  mécanique  rationnelle,  2e  ed.  (Paris, 
1889)  S.  155—56. 

2)  A.  Winckler,    Bemerkung   über    einige  Formeln   der  Geodäsie  (Crelles 
Journ.  L.  1855).    Die  daselbst  (S.  34)  auftretende  .  _J_ 
Refraktionskurve  ist  eine  Sinusspirale,  da  ihre     r  _  i?[~sin  \z  t  (fe       l)y)~j*  - 1 
Gleichung  in  Polarkoordinaten  r,  v  folgende  ist:                 L            sin  z            J 

3)  Borei,  Legons  sur  les  séries  divergentes  (Paris  1901)  S.  132. 

4)  Vgl.  G.  Loria,  Topologia  delle  curve  di  Lamé  e  delle  spirali  sinusoidi 
algebriche  (Atti  Acc.  Pontaniana,  XXXIX,  1909). 
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den  Kurven  mit  positivem  Index  zu  befassen,  da  die  Eigenschaften 
derer  mit  negativem  Index  sich  durch  Inversion  aus  denen  der  Kurven 
mit  positivem  ableiten  lassen. 

Da  die  Gl.  (6),  die  wir  der  Einfachheit  halber  in  der  Form 

q»  =  1» cos  na (6') 

schreiben  wollen,  sich  nicht  ändert,  wenn  das  Vorzeichen  von  a 
wechselt,  so  folgt  daraus:  Alle  Sinusspiralen  sind  symmetrisch  in 
bezug  auf  die  Polarachse. 

Lassen  wir  die  Polarachse  sich  um  einen  Winkel  —  drehen  und 

n 

nennen  die  neue  Amplitude  <5,  so  ist  a  =  a  -\ ,  und  die  Gl.  (6') 

wird  dann  zu 

p»  =  Z»cos[w(ö+..-^)]7 

oder  , 

Qn  =  in  cos  na . 

Da  diese  Gleichung  in  der  Form  identisch  ist  mit  der  Ausgangs- 
gleichung, so  erfreut  sich  auch  die  neue  Polarachse  der  Eigenschaft, 
Symmetrieachse  zu  sein,  woraus  folgt:  Jede  Sinusspirale  mit  dem  Index 

n  =  +  -  besitzt  p  Symmetrieachsen,  bei  denen  die  aufeinander- 
folgenden den  Winkel  — —  miteinander  bilden. 

Für  die  Endpunkte  dieser  Achsen,  und  nur  für  sie  allein,  erreicht 
der  Vektor  den  Wert  l  als  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  n 

positiv  oder  negativ.     Nimmt  man  hingegen  a  =  Ti  — ,  wo  Ti  eine  ganze 

Zahl  bedeutet,  so  wird  der  Vektor  q  =  0;  also  gehen  im  allgemeinen 
p  Zweige  der  Kurve  durch  den  Pol. 

Wir  wollen  nun  die  vom  Pole  verschiedenen  Doppelpunkte  der 
Kurve  aufsuchen.  Für  einen  solchen  muß  offenbar,  wenn  a',  a"  die 
Winkelkoordinaten  sind, 

Qn  =  r  cos  na'  Qn  =  r  cos  wo" 

sein,  also  coswoo'=cos  na",  also  na'=  +  a"  -j-  2hit,  wo  In  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  oder 

(o'—a"=27i7t,       na'=±na"-{-2hit      .     .     .     (13) 

wo  Ti  eine  andere,  noch  zu  bestimmende  ganze  Zahl  bedeutet.    Nehmen 

P 
wir  nun  das  Vorzeichen  +  ,  so  werden  die  Gl.  (13),  da  n  =  — ,  zu 

a  —  03    =  zliTt,       a  —  a   =  ——tc 

und  diese  zeigen,  daß  —  =  —  sein  muß.    Beachten  wir  nun,  daß  Ti  und 

o      ?  q        p 
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h  ganze  Zahlen,  p  und  q  relativ  prim  sind,  so  sehen  wir  daß  die 
kleinste  Lösung  dieser  unbestimmten  Gleichung  ist  Jc  =  q,Ji  =p.  Nun 
ist  klar,  daß  den  Werten  co"  und  co"  -\-  2qn  des  Polarwinkels  ein 
Doppelpunkt  nicht  entspricht,  weil,  wie  bemerkt,  der  erzeugende  Punkt 
nach  q  Umläufen  wieder  seine  alte  schon  durchlaufene  Position  ein- 
nimmt.   Nehmen  wir  hingegen  in  (13)  das  —  Zeichen,  so  werden  sie  zu 

co'  —  co" =  2Tìtc ,       co'-f  co"= — -7t,  und  geben 

Co'  =  iCTt  -\ -7t,  Co"=  —  Jc7t-\ -71.       .       .       .       (14) 

Um  reelle  und  verschiedene  Doppelpunkte  zu  erhalten,  muß  man  den 
ganzen  Zahlen  h  und  Je  solche  Werte  erteilen,  daß  die  entsprechenden 
von  co'  (od.  co")  zueinander  inkongruent  mod.  2  g  sind.     Erteilen  wir 

dem    h    die  Werte    0,1,2, fq—l,    so    werden   dem  h  die  Werte 

0,  1, ,  p  —  1 ,  zu   erteilen  sein.     Unter  diesen  Werten  der  Winkel- 

koordinate  sind  diejenigen  auszuschließen,  denen  imaginäre  Werte  des 
Vektors  q  zukommen. 

Bedenken  wir  noch,  daß  zwei  in  einer  Inversion  sich  entsprechende 
Punkte  mit  dem  Pol  in  gerader  Linie  liegen,  und  wenn  der  eine  Punkt 
ein  Doppelpunkt  ist,  ihm  auch  in  der  invertierten  Kurve  ein  Doppel- 
punkt entspricht,  so  sehen  wir:  Die  Winkel-Koordinate  eines  Doppel- 

pnnktes  einer  Sinnsspirale,  deren  Index  den  absolnten  Wert  —  hat, 

ist  von  der  Form  lca-\ — -st. 

P 

Da  infolge  der  Gl.  (14)  für  einen  Doppelpunkt  n  co  '=  — co  '=— sr  +  Jitc 

ist,  so  wird  für  q  =  2  und  Je  =  1,  q  =  0;  daher  fallen  die  angenommenen 
Doppelpunkte  in  den  Pol.  Bemerken  wir  auch:  Die  Sinnsspiralen 
mit  ganzzahligem  Index  (q  =  1)  haben  außer  dem  Pol  keine  Doppel- 
punkte. 

Um  die  verschiedenen  möglichen  Formen  der  Sinusspiralen  zu 
bestimmen,  beginnen  wir  mit  der  Betrachtung  solcher  mit  positivem 
Index,  indem  wir  drei  arithmetische  Formen,  in  denen  der  Index  auf- 
treten kann,  unterscheiden. 

a)  n  =  — ^f—  (p  ungerade,  q  gerade).     Schreiben  wir  die  Gl.  (6') 

in  der  folgenden  Form 


-"ì1//       2Ä  +  1    \a* 


so  sehen  wir,  daß  jedem  reellen  Werte  von  co,  ein  einziger  bestimmter 
reeller  Wert  von   q   entspricht.     Für  co  =  0,  wird  q  =  Z;  lassen  wir 

jetzt  co  wachsen,  so  wird  q  kleiner,  bis  es  für  co  =    ,  zu  0  wird; 

lassen  wir  co  weiter  wachsen,  so  nimmt  q  in  umgekehrter  Reihenfolge 
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die  alten  Werte  wieder  an,  bis  es  für  co  =  — j— r—  ein  neues  Maximum 

2h  -\- 1 

l  erhält.    Lassen  wir  co  in  dieser  Weise  weiter  wachsen  bis  zum  Werte 

Ahn,  so  erhalten  wir  die  2h  +  1  Blätter,  aus  denen  die  Kurve  besteht. 

Sie   hat    im    allgemeinen  auch  (2h  +  1)   Doppelpunkte,    die   auf  den 

Halbstrahlen   liegen,    die  mit  der  Polarachse  Winkel  von   der  Form 

a%  -f     ,    .        bilden,  ausgenommen  der  Fall  Je  =  1. 

So   hat  z.  B.  die  aus   5  teilweise  übereinanderliegenden  Blättern 
bestehende  Kurve  (h  =  Je  =  2)  5  Doppelpunkte  auf  den  Geraden,  die 

mit  der  Achse  die  Winkel   —,   — ,   jt,  -r-,   -r-   bilden.     Ist  dagegen 

h  =  Je  =  1,  so  besteht  die  Kurve  aus  drei  getrennten  Blättern,  ohne 
Doppelpunkte;  sie  ist  eine  Kurve  12ter  Ordnung,  welche  von  W.Roberts 
untersucht  wurde1).    Das  einfachste  Beispiel  liefert  uns  die  Kardioide 

q  2  =  a  -  cos 2 ,  für  die  h  =  0,  Je  =  1. 

b)  n  =  ar.T  t  >    (.P    und  <Z   beide  ungerade).      Schreiben  wir    die 
Gleichung  in  der  Form 


^  =  T(C088t  +  Tfl,j 


2A+1 


so  entspricht  wieder  jedem  reellen  Werte  von  co  ein  einziger  reeller 
Wert  von  p,  der  positiv  ist,  wenn  co  einer  Relation  genügt,  die  von 
der  Form  ist 

(4  a  —  1)  —  <    -,  ~T     03  <  (4a  -f  1)-«      (w0  a  e^ne  ganze  Zahl), 

im    anderen    Falle    negativ.      Für    co  =  0    ist    p  =  Z  ;    lassen   wir  nun 

co    wachsen,   so  wird   p   kleiner,  bis   es  für  (o  =  n;    ,     •-  zu  0  wird. 

'  s  '  2«  -J-  1    2 

Lassen  wir  nun   co   weiter  wachsen,   so  wird  p  negativ,  und  erreicht 

2/fc  -4- 1  • 

bei  co  =  -,  T  -    seinen  kleinsten  Wert  p  =  —  l:  dann  wächst  es  wieder, 
2h  -\-l  *  ' 

um    bei    co  =  n,  T  „  --    zu    0  zu    werden,   und    erreicht  wieder    bei 

2h-\- 1    2  ' 

ß»  =  ^t-t— r^tf   seinen  größten  Wert   p  =  l.     Lassen  wir  nun  co  noch 

weiter  wachsen,  so  nimmt  es  dieselben  Werte  in  derselben  Ordnung 
wieder  an,  bis  die  27i  +  1  Blätter  der  Kurve  durchlaufen  sind,  und 
der  Vektor  in  die  Anfangslage  zurückgekehrt  ist.  Die  Doppelpunkte 
der  Kurve  befinden  sich  auf  den  Halbstrahlen,  die  mit  der  Polarachse 

Winkel  von  der  Form   a%  +     '  ,  „  2ß%  bilden.     Z.  B.,  wenn  h  =  0, 

2  h  -j- 1     '  ' 

1)   Note   sur   la   rectification   de  quelques  courbes  (Liouvilles  Journal,  XII, 

1847). 
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Ti  =  1,  also  n  =  —,   haben   wir   eine  Kurve,    die    aus    einem   einzigen 

Blatte  besteht  und  die  auf  der  Verlängerung  der  Polarachse  einen 
Knoten  hat  (Taf.  XIV,  Fig.  121).  Sie  ist  uns  in  Nr.  102  schon  be- 
gegnet als  Cayleys  Sextik,  und  ist,  nebenbei  bemerkt,  die  Fußpunkt- 
kurve der  Kardioide  in  bezug  auf  ihre  Spitze  als  Pol.    Für  Ji  =  1,  Tc  =  2 

(also  n  =  —  )  haben  wir  eine  aus  drei  Blättern  bestehende  Kurve;  die 

Blätter  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  6  Doppelpunkten  die  auf  den 

Halbstrahlen  mit  co  =  0,  — ,  — ,%  •  -3- ,-^  liegen (s. Fig.  123,  Taf. XIV). 

Im  Fall  h  =  1,  h  =  0,  erhält  man  eine  Kurve  6.  Ordnung  ohne  Doppel- 
punkte außer  dem  Pol;  sie  wird  öfters  Kiepertsche  Kurve  genannt, 
nach  dem  Geometer  der  (jedoch  nach  W.  Roberts)  wichtige  Unter- 
suchungen über  ihre  Rektifikation  angestellt  hat1).  Fig.  119  Taf.  XIV 
zeigt  uns  ihre  Gestalt. 

2h 
c)  n  =    ,  (also  p  gerade,  q  ungerade).    Wie  vorhin  schreiben 

wir  auch  hier  die  Kurvengleichung  in  der  Form 

2h 


Zl/(C0S2^ira) 


2k  +  l 


Jetzt  entsprechen  jedem  Werte  von  co,  der  noo  positiv  macht,  zwei 
entgegengesetzte  Werte  von  p;  die  Kurve  ist  demnach  symmetrisch 
in  bezug  auf  den  Pol  und  daher  hat  jeder  Zweig,  der  durch  ihn  hin- 
durchgeht, daselbst  einen  Inflexionspunkt.  Wir  kennen  schon  das 
Auftreten  eines  solchen  bei  der  Lemniskate,  die  das  einfachste  Beispiel 
dieser  Kategorie  ist.  Im  allgemeinen  ist  für  03  =  0,  q  =  +  Z;  läßt 
man  oo  wachsen,  so  nimmt  der  absolute  Wert  von  q  ab,   bis  er  für 

co  =  — 27 — v  gleich   0   wird;   von   da   ab   an   wird  q   für   alle  Werte 

.     ,  (2&  +  1)jt  ,    3(2&  +  1)ä T 

von  03  zwischen  - — '  und  — — -{ — —  imagmar,  wie  es  die  Lemnis- 

ih  ih  ö         7 

kate    q2  =  l2  cos  2 co    und    das    Beispiel    04  =  Z4cos4ra     (Fig.    124, 

Taf.  XIV)  zeigt.     In  dem  Intervalle  — — ry—^—  •  ■  ■  — — T  dagegen 

nimmt  der  Vektor  den  Wert  0  wieder  auf  und  durchläuft  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  die  alten  Werte  bis  zu  +  l.  Lassen  wir  nun  co 
weiter  wachsen,  so  erhalten  wir  der  Reihe  nach  und  im  ganzen  2/t 
Blätter,  aus  denen  die  Kurve  zusammengesetzt  ist.  Falls  sie  Doppel- 
punkte hat,  liegen  diese  auf  den  Halbstrahlen,  die  mit  der  Polarachse 

2  k  4- 1 
Winkel  von  der  Form  ait-{-ß  — ~—  %  bilden.    Als  Beispiel  diene  die 

1)  M.  s.  die  schon  zitierte  Diss.  De  curvis,  quarum  arcus  integralibus  ellip- 
ticis  primi  generis  exprimitur  (Berlin,  1870)  und  die  Abh.  Über  eine  geometrische 
Anwendung  der  Komplexen  Multiplikation  der  clliptischeti  Funktionen  (Crelles  Journ., 
LXXIV,  1872);  darin  S.  311  eine  hübsche  Zeichnung  der  Kurve. 
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2  a2  2  a> 

Kurve  mit  n  =  — ,   p2  =  — cos2— ,  die  Fußpunktkurve  der  Lemniskate 

in  bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  (Fig.  122,  Taf.  XIV).  Ist  n  =  f  so 
haben  wir  8  Doppelpunkte  außer  dem  vielfachen  Punkte  im  Pol,  auf 
den  Geraden,  die  mit  der  Achse  Winkel  ^on  45°  bilden.     U.  s.  w. 

Um  die  Gestalten  der  Sinusspiralen  mit  negativem  Index  zu  er- 
halten, wenden  wir  auf  die  bisherigen  Resultate  die  Inversion  mit  dem 
Pol   als   Zentrum   an.     Es   ergibt  sich:    Ist  n  =  —  — ,  so   besteht   die 

Kurve  aus  p  Blättern,  die  auf  dem  Grundkreise  in  ebensovielen  Punkten 
beginnen  und  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Die  Radien  zu  jenen 
Punkten  sind  ebensoviele  Symmetrieachsen  der  Kurve,  die  überdies  sym- 
metrisch in  bezug  auf  den  Anfang  ist,  falls  p  gerade.  Alle  reellen 
Punkte  der  Kurve  liegen  außerhalb  des  Grundkreises.    Im  Falle  n  =  —  | 

1  fi  et 

erhalten   wir   q  =  —  w  ,  welches  die  Brennlinie  einer  Parabel  für  senk- 
cos3-|- 

recht  zur  Achse  fallende  Strahlen  ist,  der  wir  schon  auf  S.  90  be- 
gegnet sind;  ihre  Gestalt  zeigt  Fig.  120,  Taf.  XIV.  Ist  n=  —  -|,  so 
besteht  die  Kurve  aus  5  hyperbelähnlichen  Zweigen,  die  sich  auf  den 
Ecken  eines  regulären  Fünfecks  schneiden,   den  Grundkreis  berühren 

und  die  Halbstrahlen  mit   co  =  — ,  —  •  •  •  — —   zu  Asymptoten  haben. 

Bemerkenswert  sind  noch  alle  Sinusspiralen,  die  durch  eine  Glei- 
chung; von  der  Form  . 

_  p      1 


9 


2  n  °> 

COSOT  — 

n 


dargestellt  werden,  da  sie  zu  der  großen  Familie  der  Sektrix- Kurven 
gehören1).  Um  diese  wichtige  Tatsache  zu  beweisen,  beachten  wir, 
daß,  wenn  ft  der  Winkel  der  Tangente  im  Punkte  P  (q,  ra)  mit  dem 
Radiusvektor  ist, 

,  dg  ,     co       ■  .      1%         co\ 

ist,  und  daher 

^        2         n 
Fällen  wir  also  vom  Pole  auf  diese  Tangente  die  Senkrechte  OPl7  so  ist 


^P.FO-^-l,     daher     <£  P,OP 


1)  Für  den  Fall  n  =  —  \  wurde  diese  Eigenschaft  von  F.  Gauß  bemerkt: 
Über  Kurven,  welche  die  Eigenschaft  haben,  daß  je  zwei  Tangenten  aus  einer 
gegebenen  Geraden  eine  Strecke  ausschneiden,  toelche  zu  dem  von  den  Berührungs- 
punkten begrenzten  Bogen  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen  (Progr.  Bunzlau, 
1890). 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I.  31 
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nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Polarachse  OA  nennen,  <C  PO  A  =  co,  und 
deswegen 

^PtOP  =  -POA. 

Wollen  wir  daher  einen  Winkel  a  in  n  gleiche  Teile  teilen,  so  legen 
wir  ihn  mit  dem  einen  Schenkel  auf  OA-  der  andere  Schenkel  schneide 
die  betrachtete  Kurve  in  gewissen  Punkten  P;  ziehen  wir  in  einem 
derselben  die  Tangente  und  fällen  auf  sie  das  Lot  0PV  so  ist  PxOP 
einer  der  gesuchten  Winkel. 


Neunzehntes  Kapitel. 

Die  Lissajoussehen  Kurven. 

173.  Der  mathematischen  Untersuchung  gewisser  akustischer 
Phänome  verdankt  die  Geometrie  eine  Klasse  von  Kurven,  der  wir 
das  letzte  Kapitel  dieses  Abschnitts  widmen  wollen1);  es  sind  die- 
jenigen Kurven,  die  man  —  nach  dem  Namen  des  französischen  Phy- 
sikers, der  in  Europa2)  sie  zuerst  betrachtet  hat3)  —  die  Lissajous- 
sehen Kurven  nennt.    Wir  definieren  sie  durch  die  beiden  Gleichungen 

x  =  a  sin  (mt  -+-  y) ,       y  =  Ì)  sin  (nt  -f-  d) ,        ...     (1) 

die  eine  parametrische  Darstellung  der  Kurve  geben;  a  und  b  sind 
beliebige  reelle  Konstanten,  y  und  d  beliebige  gegebene  Winkel  und 
m  und  n  bekannte  Zahlen.  Diese  kann  man  immer  als  positiv  an- 
nehmen, weil,  wenn  sie  es  nicht  wären,  man  als  Parameter  —  t  statt  t 
nehmen   könnte,  womit  nur  der  positive  Sinn  auf  einer  oder  beiden 

Koordinatachsen  geändert  würde.    Wenn  das  Verhältnis  —  irrational  ist, 

so  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Kurve  nicht  algebraisch  sein  kann; 
ist  es  aber  rational,  so  kann  man  immer  die  beiden  Zahlen  als  ganz 


1)  Andere  algebraische,  mathematisch-physikalische  Kurven  finden  sich  in 
der  Abhandlung  von  Euler:  Probleme:  Un  corps  étant  attiré  evi  raison  récipro- 
que  quarrée  des  distances  vers  deux  points  fixes  donnés;  trouver  les  cas  où  la 
courbe  décrite  par  ce  corps  sera  algébrique  (Me in.  Acad.  Berlin  XVI,  1760);  die  da- 
selbst niedergelegten  Resultate  wurden  von  Legendre  vollständig  behandelt 
im  IL  B.  seiner  Exercises  de  calcia  integral  (Paris,  1817). 

2)  In  Amerika  waren  sie  früher  durch  den  Mathematiker  und  Astronom 
Nathaniel  Bowditch  in  der  Abh.  On  the  motion  of  a  pendulum  suspended 
from  tivo  points  (Mem.  Amerio.  Acad.,  IE,  1815,  Part  11,  S.  413—436)  erforscht 
worden.  Vgl.  J.  Lovering,  Anticipation  of  the  Lissajous  curves  (Id.  New  Ser., 
VIII,  1881,  S.  292—298)  und  F.  Cajori,  A  history  of  phijsics  (London,  1899) 
S.  285. 

3)  J.  A.  Lissajous,  Memoire  sur  la  position  des  noeuds  dans  les  lames  qui 
vibrent  transversalement  (Ann.  Chimie  et  Phys.  3°  Sér.,  XXX,  1850). 
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und  relativ  prim  annehmen,  denn,  wenn  sie  es  nicht  wären,  so  könnte 

man   sie  dahin  bringen,   indem   man  —  als  neuen  Parameter  nimmt, 

wo  A  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner  von  m  und  n  ist. 
Schließlich,  wenn  man  die  Bezeichnungen  m  geeigneter  Weise  wählt, 
kann  man  immer  bewirken,  daß  m  ^>  n  und  d  —  0  wird.  Kurz  und 
gut:  Wir  können  eine  Lissajoussche  Kurve  darstellen  durch  die 
Gleichungen 

x  =  asin(mt  -f-  y) ,       y  =  b sinnt,       .     .     .     ,     (2) 

wo  die  Zahlen  m,  n  ganz,  positiv,  relativ  prim  sind,  und  die  erste 
größer  oder  gleich  der  letzteren  ist1). 

Die  Bestimmung  der  Singularitäten  derartiger  Kurven  kann  auf 
zwei  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden. 

I.  Die  elementarste  ist  eine  einfache  Anwendung  des  klassischen 
Verfahrens  der  Diskussion  einer  Kurve,  die  durch  kartesische  Koordi- 
naten dargestellt  ist2),  welches  Verfahren  keine  prinzipiellen  Schwierig- 
keiten bietet,  da  die  in  Gleichung  (2)  auftretenden  Kreisfunktionen  so 
sehr  bekannt  sind;  z.  B.  läuft  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte 
darauf  hinaus  diejenigen  Wertepaare  t'  und  t"  aufzusuchen,  welche 
ergeben 

sin(m£'-f  y)  =  sin(m£"  +  y),       sinnt' =  sinnt";     usw. 

II.  Die  andere  Methode  ist,  wenn  auch  nicht  schwieriger,  so  doch 
kunstvoller3);  bei  dieser  wird  gesetzt 

x  =  — ,       y  =  — ,      &*=  - 

und  man  erhält  dann  an  Stelle  von  (2): 

x3        a  e  '  k     —  e     '  (i  xt        ok     —  (i 

~xs  =  ài  vy™  ~x%  ~  2»  ~~ry* 

Bezeichnen  wir  nun  mit  q  einen  Proportionalitätsfaktor,  so  können 
diese  Gleich ungen  auch  durch  die  drei  folgenden  ersetzt  werden: 


QXt=b(}?n-y?n) 

qx2=  a(évkn+myLn-m—  e~inn-m(in+m) 

qx3=  2iXn{in 


(3) 


1)  Vgl.  V.  Stouhal,  Analytische  Darstellung  der  Lissajous' sehen  Figuren 
(Prager  Ber.  1907). 

2)  Himstedt,   Über  Lissajoussche  Curven  (Archiv  Math.  Phys.  LXX,  1884). 

3)  W.  Braun,  Die  Singularitäten  der  Lissajous' sehen  Stimmgalelkurven 
(Dissert.  Erlangen,  1875);  vergleiche  den  Auszug  unter  dem  Titel  V eher  Lissajous' 
Curven  (Math.  Ann.  Vni,  1875), 

31* 
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Da  somit  die  homogenen  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Lissajousscben  Kurven  durch  binäre  Formen  von  X  und  ft  vom  Grade 
2n  ausgedrückt  sind,  so  ist  damit  die  Anwendung  der  Theorie  der 
binären  Formen  auf  diese  Kurven  ermöglicht.  Vor  allem  zeigen  uns 
die  Gleichungen  (3),  daß  die  Lissajousschen  Kurven  algebraisch  und 
von  der  Ordnung  2n  sind;  es  muß  jedoch  bemerkt  werden,  daß  es 
gewisse  Werte  des  Winkels  y  gibt,  für  welche  man  eine  (doppelt 
gerechnete)  Kurve  von  der  Ordnung  n  erhält.     Wenn  m  gerade  ist, 

so    sind    diese    singulären    Werte    —  (k  =  1,  2  .  .  . ,  2  n  —  1) ,    während, 

wenn  m  ungerade  ist,  diese  Werte  sind  — —  (&  =.  1,  2  .  .  . ,  n  —  1).    Im 

allgemeinen  Falle  besitzt  die  Kurve  (2n  —  V)  (n  —  1)  Doppelpunkte 
und  unter  diesen  2  (n  —  m  -{-  1)  Spitzen,  von  denen  2nm  —  {n  -\-  m) 
in  endlicher  Entfernung  liegen;  sie  hat  außerdem  2  (m  —  1)  Wende- 
punkte im  Unendlichen  und  2  (m  -+-  w)  im  Endlichen,  von  denen 
2  (n  —  m)  reell  sind;   schließlich  hat  sie  (2n  -f-  2m  —  1)  (n  -\-  m  — -  1) 

—  2(n-\-2m — 1)  Doppeltangenten,  sie  ist  infolgedessen  von  der 
Klasse  2  (n  -+-  m).     Hat  aber  y  einen  der  oben  angegebenen  Werte,  so 

hat  die  Kurve ~ Doppelpunkte  und  unter  diesen  n  —  m 

+  1  Spitzen,  von  welchen -~ in     endlicher    Entfernung 

liegen;  außerdem  hat  sie  m  —  1  Wendetangenten  im  Unendlichen 
und  n  -\-  m  —  3  in  endlicher  Entfernung,   von  denen  nur  n  —  m  —  1 

reell  sind;  die  Zahl  der  Doppeltangenten  beträgt  ^— — ~^~~^ 

—  (n  +  2  m  —  4),  und  daher  ist  ihre  Klasse  n  +  m  —  1.  —  Mit  dem 
Beweise  dieser  Sätze  wollen  wir  uns  nicht  aufhalten,  weil  die  Lissa- 
jousschen Kurven  in  der  Greometrie  eine  weniger  wichtige  Stelle  ein- 
nehmen1). Wir  wollen  nur  noch  bemerken:  a)  Jede  Lissajoussche 
Kurve  kann  erhalten  werden,  indem  man  eine  Sinuslinie  um  einen 
Kreiszylinder  wickelt,  so  daß  ihre  Achse  zum  Basiskreise  wird,  und 
die  so  entstandene  Raumkurve  orthogonal  auf  einen  Achsenschnitt 
des  Zylinders  projiziert.  Die  auf  Taf.  XIV,  Fig.  125 — 128  bei- 
gefügten Zeichnungen  lassen  dies  gut  erkennen,  b)  Daß  außer  der 
Geraden,  dem  Kreise,  der  doppelt  durchlaufenen  Parabel,  der  Ellipse, 
der  Lemniskate  sowie  mehreren  Polyzo malkurven  4.  Ordnung  und  an- 


1)  Die  mechanische  Zeichnung  der  Lissajousschen  Kurven  betreffend  siehe 
J.  C.  W.  Ellis,  A  machine  for  tracing  curves  described  by  points  of  a  vibrating 
string  (Proc.  Philos.  Soc.  Cambridge  II,  1870),  und  Dechevrens,  Le  cam- 
pylographe,  machine  à  tracer  des  courbes  (C.  R.  CXXX,  1900),  wo  auch  all- 
gemeinere Kurven  betrachtet  und  gezeichnet  werden,  u.  a.  solche,  die  ins  Stereo- 
skop gelegt,  die  im  Texte  folgende  Er2eugungsweise  prachtvoll  illustrieren;  vgl. 
Intermédiaire  VIII,  1901,  S.  187. 
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deren  sich  noch  mindestens  eine  bemerkenswerte  Kurve  vierter  Ordnung 
unter  ihnen  befindet1)  die  elementar  rektifizierbar  ist;  es  ist  die  durch 
folgende  Gleichungen  dargestellte: 

x  =  4  Y2  b  sin  (&  +  a),       y  =  sin  2#.2) 


1)  E.  Sang,  On  a  Singular  case  of  rectification  in  lines  of  fourth  or  der 
(Proc.  R.  Soc.  Edinburgh  VE,  1892). 

2)  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  auf  die  Abhandlung  von 
C.  Weltzien  verwiesen  werden,  Zur  Theorie  derjenigen  Kurven,  deren  Coordi- 
naten  sich  rational  und  ganz  durch  zwei  lineare  Funktionen  und  zwei  Quadrat- 
wurzeln  aus  ganzen  Funktionen  eines  Parameters  darstellen  lassen  (Math.  Ann. 
XXX,  1887)..  Die  daselbst  untersuchten  Kurven  sind,  in  homogenen  Koordinaten, 
folgender  parametrischen  Darstellung  fähig 

?  xk  =  Ko  *  +  %i)  VW  -l-  (ho *  +  \i)  VW),    (*  =  i,  2,  8)5 

wenn   E  und  F  Funktionen  von   der   Ordnung  p  -\-  1    sind;    ihre   Ordnung   ist 
p  -j-  3,  und  ihr  Geschlecht  p. 


Berichtigungen  und  Nachträge  zum  ersten  Bande. 

Zu  S.  48  und  50:  Die  für  die  Ophiuride  und  die  Trisektrix  von  Maclaurin 
angeführten  Konstruktionen  nebst  ihren  Analogien  haben  R.  Heger  (Zur  Konstruk- 
tion von  Kurven  3.  Ordnung,  Abh.  der  Ges.  Isis,  1909)  zu  folgender  Erzeugung  ge- 
führt: „Ein  Winkel  AQP  von  konstanter  Größe  geht  mit  dem  einen  Schenkel  durch 
den  festen  Punkt  A  und  durchläuft  mit  seinem  Scheitel  Q  eine  feste  Gerade  g. 
Durch  den  festen  Punkt  0  zieht  man  Parallele  zu  dem  Schenkel  A  0  und  bestimmt 
deren  Schnittpunkt  P  mit  dem  anderen  Schenkel:  der  Ort  von  P  ist  eine  ratio- 
nale, zirkuläre  Kurve  3.  Ordnung".  Jede  derartige  Kurve  y(x*-\-ys) —  dx2-\- 
mxy  -j-  ny2  =  0  kann  auf  einfach  unendlich  viele  Weisen  durch  obige  Erzeugung 
entstehen.  Die  Gleitlinie  g  hat  die  Richtung  der  reellen  Asymptote  und  der 
Punkt  A  liegt  auf  dem  Kreise,  der  den  Doppelpunkt  0  und  den  Punkt  ( — m,  — {d-\-n)) 
zu  Gegenpunkten  hat.  —  Auch  andere  Erzeugungen  rationaler  Kurven  3.  Ordnung 
finden  sich  in  der  Abh.  von  Heger. 

S.  50,  Z.  17 — 18  v.  u.:   Statt  2cx  lies  icx,  und  statt  —  lies  b. 
'  2 

Zu  S.  224:    Fouret  hat   die  Bemerkung   gemacht  (Bemarque  Mstorique 

coneemant  une  propriété  mécanique  de  la  lemniscate,  Bull.  Soc.  math.  France,  XX, 

1892),  daß  der  erste,  der  jene  Eigenschaft  der  Lern niskate  angekündigt  hat,  Euler 

gewesen  sei;  siehe  dessen  Medianica  II  (Petropolis,  1742)  S.  166. 

Zu  S.  235  :  Zwischen  fünf  der  in  diesen  beiden  Abschnitten  H  und  m  be- 
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von  Kegelschnitten  aufgefaßt  werden  können.  Es  sind  diese:  1)  die  Kissoide 
(S.  36),  2)  die  Kard ioide  (S.  214),  die  die  Inversen  einer  Parabel  sind;  3)  die 
gerade  Strophoide  (S.  59),  4)  die  Lemniskate  (S.  214),  die  die  Inversen 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind;  5)  die  Trisekante  von  Maclaurin  (S.  84) 
als  Inverse  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  miteinander  einen  Winkel  von  120° 
bilden.  Diesen  Umstand  hat  F.  Gütsche  fruchtbar  verwertet  in  seinen  Geo- 
metrischen Untersuchungen  über  inverse  Kurven  von  Kegelschnitten  (Progr.  Ober- 
realschule Breslau,  1907)  um  in  einer  einheitlichen  geometrischen  Weise  die 
hervorragenden  Eigenschaften  dieser  5  Kurven  darzutun  und  daraus  elegante 
Konstruktionen  für  ihre  Tangenten  und  Krümmungszentren  zu  gewinnen. 

Zu  S.  249  :  Eine  Methode,  um  die  Gleichung  einer  Quintik  mit  vier  Spitzen 
und  einem  oder  mehreren  Knotenpunkten  zu  erhalten,  wurde  neuerdings  von 
A.  B.  Basset  (On  quintic  curves  with  four  cusps;  Rend.  Circ.  Matern.  Palermo, 
XXVI,  1908)  angegeben. 

Zu  S.  288:  Auf  verschiedene  Kurven  von  einer  ungeraden  Ordnung  oder 
Klasse  traf  R.  Pyrkosch  im  Verlaufe  gewisser  Untersuchungen  über  Das  Büschel 
von  Kurven  4ier  Ordnung  mit  3  festen  Doppelpunkten  und  4  festen  einfachen  Punkten 
(Progr.  Gymnasium  Breslau,  1907).  So  erfüllen  die  Berührungspunkte  der  von 
einem  Punkte  an  die  Büschelkurven  gehenden  Tangenten  einer  Kurve  7ter  Ord- 
nung und  24ter  Klasse  mit  3  dreifachen  Punkten;  da  ferner  von  irgend  einem 
Punkte  im  allgemeinen  15  Wendetangenten  an  die  Kurven  des  Büschels  gehen, 
so  ist  die  Enveloppe  dieser  Tangenten  15,cr  Klasse.  Die  Enveloppe  der  Doppel- 
tangenten ist  4*"1'  Klasse.  Die  Kurve,  die  von  den  Wendepunkten  der  Kurven  des 
Büschels  erfüllt  wird,  ist  von  der  15ten  Ordnung  mit  3  siebenfachen  Punkten;  usw. 

S.  303,  Z.  5  v.  o.:   Statt  fm_%  lies  /*.. 
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Cesàro,  Dr.  Ernesto,  weil.  Professor  an  der  Königl.  Universität  Neapel,  Vorlesungen 
über  natürliche  Geometrie.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Ger- 
hard Kowalewski,  Professor  an  der  Universität  Bonn.  Mit  48  Figuren  im  Text 
[VIII  u.  341  S.]     gr.  8.     1901.     In  Leinw.  geb.  n.  Ji  12.— 

Czuber,  Hofrat  Dr.  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Wien,  Ein- 
führung in  die  höhere  Mathematik.  Mit  114  Figuren.  [X  u.  382  S.]  gr.  8: 
1909.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  12. — 

Dingeldey,  Geh.  Hofrat  Dr.  Fr.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darm- 
stadt, Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnung.     In  2  Teilen,     gr.  8.     In  Leinw.  geb. 

I.  Teil:    Aufgaben    zur    Anwendung    der    Differentialrechnung.      Mit 

99  Figuren.     [V  u.  202  S.]     1910.     n.  Ji.  6.— 

Durège,  Dr.  H.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Prag,  die  ebenen  Kurven 
dritter  Ordnung.  Eine  Zusammenstellung  ihrer  bekannteren  Eigenschaften. 
Mit  44  Figuren  in  Holzschnitt.     [XH  u.  343  S.]    gr.  8.     1871.    Geh.  n.  JC.  7.20. 

Ebner,  Dr.  F.,  Oberlehrer  an  der  Kgl.  Maschinenbauschule  zu  Einbeck,  Leitfaden 
der  technisch  wichtigen  Kurven.  Mit  93  Figuren  im  Text.  [VHI  u.  197  S.] 
gr.  8.     1906.     In  Leinw.  geb.  n.  JC  4. — 

Enriques,  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universität  Bologna,  Vorlesungen  über  pro- 
jektive Geometrie.  Deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Hermann  Fleischer  in 
Königsberg  i.  Pr.  Mit  einem  Einführungswort  von  F.  Klein  und  187  Figuren 
im  Text.    [XIV  u.  374  S.]    gr.  8.     1903.     Geh.  n.  JC  8.— ,  in  Leinw.  geb.  n.  Ji  9.— 

Fort,  O.,  und  O.  Schlömilcli,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.    2  Teile. 

I.Teil:  Analytische  Geometrie  der  Ebene  von  O.  Port,  weil.  Professor  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  zu  Dresden.  7.  Auflage,  von  Dr.  K.  Heger,  Professor  an  der  Kgl. 
Technischen  Hochschule  zu  Dresden.  Mit  Holzschnitten  [XVII  u.  268  S.]  gr.  8.  1904. 
Geh.  n.  Ji.  4. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  JC.  4.80. 

II.  —      Analytische  Geometrie  des  Raumes  von  Dr.  O.  Schlömilch,   weil.  Kgl.  S.  Geh. 

Eat  a.  D.     6.  Auflage,  von  Dr.  K.  Heger  in  Dresden.     Mit  Holzschnitten.  [VIII  u.  338  S.] 
gr.  8     1898.    Geh.  n.  JI.  5. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  5.80. 

Ganter,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Kantonschule  zu  Aarau,  und  Dr.  F.  Rudio,  Professor 
am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie. 
Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  vielen 
Textfiguren  und  zahlreichen  Übungsbeispielen.  In  2  Teilen,  gr.  8.  In  Leinwand 
geb.  jeder  Teil  n.  JC  3. —  . 

I.  Teil:   Die  analytische  Geometrie  der   Ebene.     7.  verbesserte   Auflage.     Mit  53  Figuren. 

[VHI  u.  190  S.]     1910. 
II.     —      Die  analytische  Geometrie  des  Baumes.    4.  verbesserte  Auf  läge.     Mit  20  Figuren. 

[X  u.  194  S.]     1908. 

Graßmann,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Gießen,  projektive  Geometrie 
der  Ebene.  Unter  Benutzung  der  Punktrechnung  dargestellt.  In  2  Bänden. 
I.  Band:  Binäres.  Mit  126  Figuren  im  Text.  [XII  u.  360  S.]  gr.  8.  1909.  Geh. 
n.  JC.  12,—,  geb.  n.  Ji.  13.—.     [H.  Band.  u.  d.  Pr.] 

[Gregorius  a.  St.  Vincentio.]  Die  Kegelschnitte  des  Gregorius  a.  St.  Vin- 
centio  in  vergleichender  Bearbeitung.  Von  Dr.  K.  Bopp,  Privatdozent  an  der 
Universität  Heidelberg.  Mit  329  Figuren.  [Blu.  228S.]  gr.  8.   1907.    Geh.  n.  Ji.  10  — 

Loria,  Ebene  Kurven.     2.  Aufl.     I. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

G-rundlehren  der  Mathematik.  Für  Studierende  und  Lehrer.  In  2  Teilen. 
Mit  vielen  Textfiguren,    gr.  8.     In  Leinw.  geb. 

I.  Teil:  Die  Grundlehren  der  Arithmetik  und  Algebra.    Bearbeitet  von 

E.  Netto  und  C.  Färber     2  Bände.     [In  Vorbereitung.] 
II.  Teil:  Die  Grundlehren  der  Geometrie.    Bearbeitet  von  W.  Frz.  Meyer 
und  H.  Thieme.    2  Bände. 

1.  Band:   Die  Elemente  der  Geometrie.    Von  Professor  Dr.  Hermann 

Thieme,     Direktor     des    Realgymnasiums    zu    Bromberg.      Mit 
323  Textfiguren.    [XII  u.  394  S.J    1909.    n.  JL  9.— 

2.  Band:  Von  W.  Frz.  Meyer  in  Königsberg.     [In  Vorbereitung.] 

G-undelfinger,  Geh.  Hofrat  Dr.  Siegmund ,  vorm.  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Darmstadt,  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie 
der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  Geh.  Hofrat  Dr.  Friedr.  Dingeldey, 
Professor  ebendaselbst.  Mit  Figuren  im  Text  und  einem  Anhange,  enthaltend 
Aufgaben  und  weitere  Ausführungen.  [VIII  u.  434  S.]  gr.  8.    1895.   Geh.  n.  JL.  12 .  — 

Heffter,  Dr.  L.,  Professor  an  der  Universität  Kiel,  u.  Dr.  C.  Koehler,  Professor  an  der 
Univ.  Heidelberg,    Lehrbuch    der  analytischen  Geometrie.    In  2  Bänden. 

I.Band.     Geometrie    in    den    Grund  gebilden    erster    Stufe    und   in   der  Ebene.     Mit 

136  Figuren  im  Text.     [XVI  u  52fi  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  14.— 
II.      —      Geometrie  im  Bündel  und  im  Baume.     [In  Vorbereitung.] 

Hesse,  Dr.  O.,  weil.  Professor  am  Kgl.  Polytechnikum  zu  München,  Vorlesungen 
aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und 
des  Kreises  in  der  Ebene.  4.  Auflage,  revidiert  und  ergänzt  von  Dr. 
S.  Gundelfinger,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt. 
[VIII  u.  251  S.J     gr.  8.     1906.     In  Leinw.  geb.  n.  JL  6.— 

Klein,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  auto- 
graphierte  Vorlesungshefte.     4.     Geh. 

Höhere  Geometrie.    Ausgearbeitet  von  Fr.  Schilling.     Unveränderter  Abdruck  1907. 

Heft  1,  [VI  u.  566  S]     (W.-S.  1892,93)}  ««15- 

Heft  2,  [IV  u.  388  S.]     (S.-S  1893)  j  ZU8ammen  n-  M  l0- 

Anwendung   der  Differential-   und  Integralrechnung   auf  Geometrie,   eine  Bevision   der  Prinzipien. 

Ausgearbeitet  von  Conrad  Müller.    (S.-S.  1901.)     Neuer  Abdruck  1907.    [Vm  u.  484  S.]    n.  M  10.— 

Kötter,  Dr.  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Aachen,  die  Ent- 
wicklung der  synthetischen  Geometrie.  In  2  Teilen.  Teil  I:  Die  Ent- 
wicklung der  synthetischen  Geometrie  von  Monge  bis  auf  Staudt  (1847).  A.  u.  d.  T.  : 
Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung.  V,  2.  [XXVHIu.  486  S.] 
gr.  8.  1901.  Geh.  n.  JL  18.80.  Erschien  auch  in  2  Lieferungen:  1.  Lieferung: 
(128  S.)  1898.  n.JCiAO.    2.  Lieferung:  (XXVIII u.  S.  129— 414.)  1901.  n.  .£14.40. 

v.  Lilienthal,  R.,  Professor  an  der  Universität  Münster  i.  W.,  Vorlesungen  über 
Differentialgeometrie.     In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.Band.     Kurventheorie.     Mit  26  Figuren.     [VI  u.  36ö  S.]     1908.     n.  Ä  12.- 
H.  Band.     [Erscheint  Ostern  1910.] 

Grundlagen  einer  Krümmungslehre  der  Kurvenscharen.     [VLl  u. 

114  S.]     gr.  8.     1896.     Geh.  n.  M.  5.— 

Repertorium  der  höheren  Mathematik  (Definitionen,  Formeln,  Theoreme,  Literatur). 
Von  Dr.  Ernst  Pascal,  Professor  an  der  Universität  Neapel.  Deutsche 
Ausgabe  von  A.  Schepp  in  Wiesbaden.  In  2  Teilen.  2.,  neubearbeitete 
Auflage,     gr.  8. 

I.  Teil:  Die  Analysis.  Unter  Mitwirkung  von  E.  Pascalsowie  Ph.  Furtwängler,  A.Guld- 
berg,  H.  Hahn,  E.  Jahnke,  H.  Jung,  A.  Loewy,  H.  E.  Timerding  hrsg.  von 
Dr.  P.  Epstein,  Professor  an  der  Universität  Straßburg  i.  E.  [ca.  800  S.]  Di  Lein- 
wand geb.  ca.  n.  Jl  12. —     [Erscheint  im  Frühjahr  1910.] 

II.  —     Die  Geometrie.     Unter  Mitwirkung  von  E.  Pascal  sowie  L.  Berzolari,  K.  Bonola, 

E.  Ciani,  M.  Dehn,  Fr.  Dingeldey,  E.  Enriques,  G.  Giraud,  H.  Grassmann, 
G.  Guareschi,  L.Heffter,  W.  Jacobsthal,  H.Liebmann,  J.Mollerup,  J.  Nou- 
berg,  U.  Perazzo,  O.  Staude,  E.  Steinitz,  H.  Wieleitnor  und  K.  Zindler  hrsg. 
von  Dr.  H.  E.  Timerding,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
Lea.  900  S.]    Di  Leinwand  geb.  ca.  n.  Jl  14. —    [Erscheint  Ostern  1910.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Richter,  Dr.  O.,  Professor  am  König-Albert-Gymnasium  zu  Leipzig,  Kreis  und 
Kugel  in  senkrechter  Projektion.  Für  den  Unterricht  und  zum  Selbst- 
studium. Mit  147  Figuren.  [X  u.  188  S.]  gr.  8.  1908.  Geh.  n.  JC.  4.40,  in 
Leinwand  geb.  n.  JC  4.80. 

Runge,  Dr.  C,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  analytische  Geometrie 
der  Ebene.  Mit  75  Figuren  im  Text.  [TV  u.  198  S.]  gr.  8.  1908.  In  Lein- 
wand geb.  n.  JC.  6. — 

Salmon-Fiedler,  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich. 
4.  bzw.  3.,  verbesserte  Auflage.  2  Teile,  gr.  8.  Geh.  n.  JC.  24.—,  in  Leinwand 
geb.  n.  JC.  26.40.     Einzeln: 

I.Teil:  Die  Elemente  und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades. 
4.,  verbesserte  Auflage.  Mit  Holzschnitten  im  Text.  [XXXIV  u.  448  S.  ] 
1898.  Geh.  n.  Ji  8. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  JC.  9.— 
IL  —  Analytische  Geometrie  der  Kurven  im  Räume,  der  Strahlen- 
systeme und  der  algebraischen  Flächen.  3.  Aufl.  Mit  Holzschnitten 
im  Text.  [LXXIlu.  686  S.]  1880.  Geh.n.^  16.—  ,inLeinw.geb.n.  ^.17.40. 

analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  neueren  Methoden.  Nach  George  Salmon  frei  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich. 
2  Teile,     gr.  8.     In  Leinw.  geb.  n.  JC  19. —     Einzeln: 

I.  Teil.     7.,  verbesserte  Auflage.     [XXXIV  u.  444  S.]     1907.     In  Leinwand  geb. 

n.  JC.  10.— 
n.     —       6.  Auflage.     [XXIV  u.  S.  445—854.]     1903.     Geh.  n.  JC.8.—,  in  Lein- 
wand geb.  n.  JC.  9.- — 

analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven.  Deutsch  be- 
arbeitet von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum 
zu  Zürich.  2.,  verbesserte  Auflage.  [XVI  u.  508  S.]  gr.  8.  1882.  Geh.  n.  JC.  11.20, 
in  Leinwand  geb.  n.  JC  12.20. 

Schafheitlin,  Dr.  P.,  Professor  am  Sophien-Realgymnasium  zu  Berlin,  synthetische 
Geometrie  der  Kegelschnitte.  Für  die  Prima  höherer  Lehranstalten  be- 
arbeitet.   Mit  62  Figuren  im  Text.    [VI  u.  96  S.]    gr.  8.    1907.    Geb.    n.  JC.  1.80. 

Schell,  Dr.  W.,  weil.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Karlsruhe,  allgemeine  Theorie 
der  Kurven  doppelter  Krümmung  in  rein  geometrischer  Darstellung. 
Zur  Einführung  in  das  Studium  der  Kurventheorie.  Mit  Holzschnitten.  2.  er- 
weiterte Aufl.     [VIH  u.  163  S.]     gr.  8.     1898.     Geh.  n.  M.  5.— 

Schoenflies,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr.,  die  Entwick- 
lung der  Lehre  von  den  Punktmannigfaltigkeiten.  Bericht,  erstattet 
der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.     2  Teile,     gr.  8.     Geh. 

I.   Teil.     Mit  Figuren.     [VI  u.  251  S.]     1900.     n.  M.  8  — 

II.  —      Mit  26  Figuren.     [X  u.  431  S.]     1908.     n.  M.  12.— 

Einführung  in  die  Hauptgesetze  der  zeichnerischen  Dar- 
stellungsmethoden. Mit  98  Textfiguren.  [V  u.  92  S.]  gr.  8.  1908.  Geh. 
n.  JC  2.20,  in  Leinw.  geb.  n.  JC  2.80. 

Schur,  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universität  Straßburg  i.  E.,  Grundlagen  der 
Geometrie.  Mit  63  Textfiguren.  [X  u.  192  S.]  gr.  8.  1909.  Geh.  n.  JL  6.—, 
in  Leinwand  geb.  n.  JC  7. — 

v.  Stahl,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Tübingen,  u.  Dr.  V.  Kommerell, 
Rektor  des  Realprogymnasiums  zu  Nürnberg,  die  Grund  formein  der  allge- 
meinen Flächentheorie.  Mit  1  lithogr.  Tafel.  [VI  u.  114  S.]  gr.  8.  1893. 
Geh.  n.  JC  4.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Staude,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Universität  Rostock,  analytische  Geometrie 
des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene.  Ein  Handbuch  zu  den 
Vorlesungen  und  Übungen  über  analytische  Geometrie.  Mit  387  Textfiguren. 
[VIII  u.  447  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinw.  geb.  n.  JC.  14 .  — 

analytische   Geometrie    des  Punktepaares,    des  Kegelschnittes 

und  der  Fläche  zweiter  Ordnung.     In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinw.  geb. 

I.  Band.     [X  u.  548  S.]     1910. 
II.     —        [In  Vorbereitung.] 

die  Fokaleigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung.    Einneues 


Kapitel  zu  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes.    Mit  Text- 
figuren.    [VIE  u.  186  S.]     gr.  8.     1896.     Geh.  n.  JC  7.— 

Study,  Dr.  E.,  Professor  an  der  Universität  Bonn,  Vorlesungen  über  ausge- 
wählte Gegenstände  der  Geometrie,  ca.  5  Bände  von  je  10 — 12  Bogen, 
gr.  8.     In  Leinwand  geb.     [In  Vorbereitung.] 

Sturm,  Geh.  Reg.-Rat  Dr.  3J.,  Professor  an  der  Universität  Breslau,  die  Lehre 
von  den  geometrischen  Verwandtschaften.  In  4  Bänden,  gr.  8.  In 
Leinwand  geb. 

I.  Band.     Die   Verwandtschaften   zwischen   Gebilden    erster    Stufe. 

[XII  u.  415  S.]     1908.     n.  JC.  16.— 
II.     —         Die     eindeutigen    linearen    Verwandtschaften    zwischen 
Gebilden  zweiter  Stufe.    [VILI  u.  346  S.]    1908.     n.  JC  16.— 

III.  —         Die  eindeutigen  linearen  Verwandtschaften  zwischen  Ge- 

bilden dritter  Stufe.     [VIII  u.  574  S.]    1909.     n.  JC.  20.— 

IV.  —         Die     nichtlinearen     und     die     mehrdeutigen     Verwandt- 

schaften   zweiter    und    dritter    Stufe.     [X  u.  486  S.]     1909. 
n.  Ji  20.— 

Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker,  unter  Mitwirkung  von  Fr.  Auer- 
bach, O.  Knopf,  H.  Liebmann,  E.  Wölffing  u.  a.  herausgegeben  von  Felix 
Auerbach.  Mit  einem  Bildnis  Lord  Kelvins.  I.  Jahrgang  1909/10.  [XLIV  u 
450  S.J    8.    1909.    In  Leinwand  geb.  n.  JC.  6 .  — 

Vahlen,  Dr.  K.  Th.,  Professor  an  der  Universität  Greifswald,  abstrakte  Geometrie. 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Euklidischen  und  Nichteuklidischen 
Geometrie.  "Mit  zahlreichen  Figuren.  [XII  u.  302  S.]  gr.  8.  1905.  In  Lein- 
wand geb.  n.  JC  12. — 

Vogt,  Dr.  W.,  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe,  syn- 
thetische Theorie  der  Cliffordschen  Parallelen  und  der  linearen 
Linienörter  des  elliptischen  Raumes.  [VHI  u.  58  S.]  gr.  8.  1909. 
Geh.  n.  JC  2.40. 

Volk,  K.  G-.,  Professor  an  der  Oberrealschule  mit  realgymnasialer  Abteilung  zu 
Freiburg i.  Br.,  die  Elemente  der  neueren  Geometrie  unter  besonderer 
Berücksichtigung  des  geometrischen  Bewegungsprinzips.  Für  die 
oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten  und  zum  Selbststudium.  Mit  93  zum 
großen  Teil  zweifarbigen  Figuren  im  Text.  [VIII  u.  77  S.]  gr.  8.  1907. 
Steif  geh.  n.  JC  2. — ,  in  Leinw.  geb.  n.  JC  2.20. 

"Weber,  Dr.  H.,  u.  Dr.  J.  Wellstein,  Professoren  an  der  Universität  Straßburg  i.  E., 
Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein  Handbuch  für  Lehrer 
und  Studierende.     In  3  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Elementare   Algebra    und    Analysis.     Bearbeitet  von  H.  Weber.      2.  Auflage. 

Mit  38  Textfiguren.     [XVIII  u.  539  S.]     1906.     n.  M  9.60. 

II.      —       Elemente     der     Geometrie.       Bearbeitet     von     H.    "Weber,    J.    Wellstein     und 

W.  Jacobsthal.     2.  Auflage.     Mit  251  Textfiguren.     [XII  u.  596  S.]     1907.     n.  M  12.— 

III.      —       Angewandte  Elementar-Mathematik.   Bearbeitet  von  H.  Weber,  J.  Wellstein 

und  B.  H.  Weber  (Kostock).     Mit  35S  Textfiguren.     [XIII  u.  666  S.]     1907.     n.  .«14.— 

Wilczynski,  E.  J.,  A.  M.,  Ph.  D.,  Research  Associate  of  the  Carnegie  Institution  of 
Washington,  Professor  at  the  University  of  Illinois,  projective  dif  ferenti  al 
geometry  of  curves  and  ruled  surfaces.  [VHI  u.  298  S.]  gr.  8.  1906.  In 
Leinw.  geb.  n.  Ji.  10. — 
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